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relatives à ces coordonnées^ définition de la \i- 
tesse angvlair» , n» 166 

Intégrale première des équations du mouvement , 
qui donne dans un cas très général , le carré de 
la vitesse du mobile, indcpcndaroment de la 
courbe décrite; cette vitesse est constante, 
quand le mobile , eutièrement libre , ou obligé 
de se mouvoir sur une surface ou sur une courbe 
donnce, n'est .sollicite par aucune force accélé- 
ratrice; l'intégrale u lieu toutes les fois que le 
mobile est soumis îi des forces dirigées vers des 
ceutres fucs et dont les intensités sont des fonc- 
tions de la distance à ces points, n»* 167 et 168 
Eipression de In vitesse d'nn corps pesant sur une 
courbe quelconque , en fonction de la hauteur 
dont le mobile est tombé; conséquence» immé - 

n° 169 



diates qui s'en déduisent , 



Propriété du mouvement d'un point matériel à la - 
quelle on a donné le nom de prùtoipt de la moin- 
drêoetiom, n" 160 

En vertu de ce principe, un point matériel obligé 
de se mouvoir sur une surface donnée , et qui 
c'est sollicité par aucune force accélératrice, 
décrit, en i;énéral , In li'.;iie la plus courte d'un 
pointa un autre; en formant l'équation diffé - 
rentielle de In tr;ijecloire , on prouve que cette 
ligne la plus courte a piirtout son plan otcuU- 
tenr, normol à la surface donnée, n» 161 

III. DùjrestMH «ur le moût ment d$ la lumière, 

page 90 

Datn te système de Vimission , les lois générales 

rie la réfraction et de la réflexion se déduiseut 
facilement du principe de la moindre action , 

no* 162, 163 et 164 
Equationi diffiTCTilietles du mouvement d'un ravou 



de lumière, à son passage d^nn mîKeadatti un 

autre; conséquences de ces équations relative- 
ment à deux cas différens de réSexion , et à la 
réfraction ; direction d'un rayon q«i a traversé 
deux surfaces parallèles; phénomène de la dit- 
pertion, n»» 166, 166 cl 187 

La composition de la vitesse propre de la lumière 
avec celle de la terre, qui produit le phénomène 
de V aberration , n'a cependant aucune influence 
appréciable sur la grandeur de la réfraction ; 
dans le vide, la vitesse de la lumière , directe 
ou réfléchie, est la même, aoit qu'elle noua 
vienne du soleil , des étoiles , ou des planètes ; 



(. — >. ^ 

a dii éprouver en vertu de la 


' " M- 

peMuteur des rayons 


lumineuK vers le soleil , 


no 168 



CHAPITRE IV. De la force centrifuge, page 96 

Définition de la force ctnUrifuge ; détermination de 
cette force motrice, par la considération de la 
vitesse normale détruite à chaque passage d« 

mobile , d'un élément de sa trajectoire à l'élé- 
ment suivant ; l'angle de contingence étant in- 
finiment petit, ce passage ne produit aucune 
diminution dans la vitesse suivant la tangente \ 

détermination com^)^ète en grandeur et en di> 
rection , de la pression exercée sur la trajec- 
toire , en vertu de la force centrifuge et des^ 
forces donnée» qui agissentsur le mobile, n"' 169 

et 17t> 

Calcul des trois composantes de cette même pres - 
sion, d'après les équations différentielles do 



mouvement. 



n° 171 



Conséquences que l'on déduit de la valeur de cette 
pression et de sa direction , lorsque le mobile 
est assujetti k se mouvoir sur une surface don- 

née, et quand il est entièrement libre, n"' 178 

et 173 

Détermination de lu force centrifuge , d'après la 
coiisidérulion du mouvement circulaire , n" 174 

Comparaison de la force centrifuge dans le cercle 
à la pesanteur; tension d un fil chargé d'un 
poids, et tournant autour d'un point fixe, n*» 175 

Diminution de lo pesanteur, à l'cquateur et sur les 
dilléreiis parallèles , produite par la force cen - 
trifuge qui résulte de la rotation de la terre; 
variation totale de )a pesanteur, due à cette 
cause et à l'aplatissement du sphéroïde terres - 



trc , 



n" 176, 177 et 178 



CHAPITRE V. Exemple» du mouvement d'un 
point matériel mr une courhe ou »ur une sur- 
face donnée^ page 101 

$ I T. Oecitlation» du pendule eimpte, Md . 

Définition du pendule simple; on fera voir par la 
suite qu'il y a toujours un pendule simple dont 
le mouvement est le mcinf» , dans le vide ou 
dans l'air, que celui d'un pendule donné, n" 179 
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FortBQte différentrellfi du moaTenient do pendale 
tiisple dans le vide, n" 180 

Cas M cette formule s'intègre sous forme finie, 

181 

Cas des oseilktions très petites , n» 189 

9or une coorbe quelconque, les oscillations infi- 
niment petites d'un point matériel pesant , ont 
WM dorée de grandeur finie et indépendante de 
le grandeur de leur amplitude , 183 

Correction qu'il faut faire à la durée des oscilla - 
tion» trës petites d^ln pendule simple, pour en 
conclure la durée de ses oscillations infiniment 
petites, no 184 

Béductioo en série do temps d'une oscillation de 



grandeur quelconque. 



n» 185 



MeoTement du pendtile simple dans l'air, lorsque 
la résistance est aup{)Oîée proiiortionnelle à la 
vitesse ; les amplitudes soccessiTes des oscilla - 
tions très petites , décroissent en procession 
géométrique j leur durée n'est pas sensiblement 
altérée parla résbtance du milieu, n»* 186 et 187 

Mouvement du pendule simple dons l'air, quand 
la résistance est supposée proportionnelle au 
carré delà ▼itessc; loi du décroissement des 
«mplitudes successives ; dans le cas des petites 
oscillations , on démontre que la durée d'une 
derai-oscjllatiou ascendante e&t autant diminuée, 
que celle de l'oscillation descendante qui pré- 
cède a été augmentée, n-' 188, 189 et 190 

Correction dans la lonj^oeur du i^endule et dans la 
durée des petites oscillations , qu'on appelle la 
réduction au ride ; au^^mentatiun qu'on doit fuire 
subir il cette correction , à raison de l'état de 
mouvement de l'air, n° 191 

En chaque lieu de la terre , la mesure do la i)esan - 
teur est proportionnelle à la longueur du pen - 
dule à secondes ; vakurs de ces dcui quantités 
à l'Observatoire de Paris; les expériences du 
pendule prouvent qu'en chaque lieu de sa sur- 
liice , l'attraction de la terre est la même sur les 
matières de la nature la plus différente, 192 

Valeur de la'pesantcur et de la longueur du pen - 
dule à secondes, en fonctions de la latitude; 
retard d'une horloge réglée à Paris sur le temps 
sidéral , et ensuite transportée ti l'équaleur, 



S II. MoutmtMt ntr la eyehid» , page 111 

Le temps delà chute d'un point matériel pesant sur 
la cycloîde , est indépendant de l'élévation du 
point de départ au-dessus du point le plus bas , 
soit que le mouvement ait lieu dans le vide, ou 
qu'il ait lieu dans l'air, quand on suppose la 
résistance proportionnelle à la \ itesse , n»» 194 

et 19fi 

Pendule cychîdal^ 196 

Dans le vide, la cycloîde est la seule coorbe <as><e- 

c^rtma , n" lt)7 

Recherche de la brach^siockrone dans te vide ; for- 
mules relatives au cas où la li;;ue de Itphutitt 



éêge0nt» devrait être tracée sur une surface 
donnée j formules relatives au cas oiisa longueur 
serait donnée , qui serviront à résoudre, dans la 
suite, un autre problème de la même nature , 
u"' 198, 198, 200 et SOI 
On trouve pour la brachystocrone proprement dite, 
l'équation d'une cjdoîde située dans un plan 
vertiral ; cas où le point de départ et le point 
d'arrivée appartiennent à une même verticale , 

n» a(tt 

^ in. Mourement twuae turfact donnée, page 117 

Squations difi'érentielles du mouvement du pen- 

dule simple qui ne se meut pas dans un i)lan 

fixe, n° 203 

Formules différentielles relatives qui oscillations 
conique» du pendule simple dans le vide, n"' 2U4 

t-t 20fi 

Cas des petites oscillations } cas où le pendule dé- 
crit uniformément la sturface d'un càne droit fc 
base circulaire; la courbe décrite par la projer- 

tinn horiiontalc du mobilo , cit toujours une 
ellipse dont le centre est le point de suspension, 

no» anfl et 207 

ŒAPITRE VI. Exemples du vMuvemtnt d'un 
tMbiU entièrement libre, page 120 

La trajectoire d'un point matériel pesant dans le 
vide, est une parabole ; amplitude du jet; vitessu 
en un point quelconque, it» 808 

La vitesse initiale étant donnée, trouver sa direc - 
tion, pour que le projectile atteigne un but 
donné; courbe au delà de laquelle le projectile 
ne peut arriver, n" 200 

Equations du mouvement d'un projectile dans l'air; 
construction , par points, de la trajectoire; cal - 
cul du temps; espression delà vitesse en un 
point quelconque , no» 210 ,211 et 212 

Quand le mobile s'est élevé h »iue grande lianteiir, 
son mouvement, en retombant, approche de 
plus en plus d'être vertical et uniforme; dé- 
termination de Vaeympiote verticale de la bran - 



che descendante. 



n* 2i:i 



L'autre branche de la trajectoire a aussi une nsymp - 
tote; direction de cette droite; et sa distanoi' 

u° 214 



au point de départ du nmbile. 



Equation de la trajectoire, dans le cas d'un pciit 

an;:lc de projection ; calcul de la portée hori- 
iontalc et du temps du trajet j d'a|)rcs la ;:ran - 
deur de la vitesse initiale; dilTérentes valeurs 
de la portée et de la vitesse qui sont données pur 
l'observation; incertitude sur la grandeur du 
coefficient de la résistance; moyens de le déter - 
miner par l'expérience, n»» 215 et 216 



H. Jtloutement des pianètes , 



Lois de Képler, 



Equations fournies par les deux premières de r''< 
lois, n« 2iS 

Définition de quelques termes employés en Aslro- 



TIII 



TABLE DES lATTÈRES. 



nomie; dor^e de l'année ndiral» et de Tonnée 
éqvùtosiate ; grandeur de la pr^cMJton annuelle 
des équinoxes , n» 219 

Etpretstons des deux coordonnées polaires de la 
planète et du temps , en fonctions de Vanomali» 
0xc«ntriqtiê , n» 220 

Méthode pour rifJnire le rayon vecteur et l'équa - 
tion du centre en séries ordonnées suivant les 
cosinus et les sinus de» multiples du moyen mou - 

no 22t 



Formules qui déterminent en un point quelconque 
de Tellipse décrite par une planète , la grandeur 
et la direction de sa vitesse , n° S22 

Position d'une planète par rapport à un plan queU 
ronque ; sa hngHude et sa latitude , son asc*H- 
tion droite ei sa drfctfnouon ; obliquité de l'é- 
cliptique; ta diminution annuelle; grandeur et 



période de la nuiation , 



n° 223 



On conclut des trois lois de Képler, que la force 
qui retient les planètes vers leurs orbites est 
constamment diri(;ée Ter» le centre du aoleil; 
qu'elle varie pour clin(|ue planète , suivant la 
raison inverse du carré de In distance à ce point; 
qn*à l'unité de distance , la force accélératrice 
est la méroe pour toute» les planètes : ces loi» 
s'étendent aui cumètcs et aui mouvcmens des 
satellites autour de leurs planètes respectives ^ 
et aux monvemens relatifs des étoiles doubles, 

n°> 224, aafi et 2^6 

Equation» différentielles du mouvement d'une 
planète diins un milieu résistant : on complète 
le nombre des constantes arbitraires que doivent 
renfermer leurs intéj^rales trouvées prcccdcm » 
ment, pour le cas où Ton néglige la résistance, 

n°» 227 et 22S 

Méthode de la variation des constantes arbitraires, 
poor l'intégration des équations différentielles , 

no» 22B et 2.tn 

Application de cette méthode aiu équations du 
mouvement d'une planète ou d'une contète flan» 
lin milieu résistant; pourquoi la résistance de 
l'êtker peut être appréciable dans le mouvement 
d^une comète et inaensible dan» le mouvement 
d'une planète, n<» 231, 232 et 233 

§ ni. Jiîoutement iPimpoimt matériel toumiê â une 
force centrale f page 135 

Equation» du raoavement d'un point matériel at- 
tiré ver» un centre fixe , par une force donnée 
en fonction de la distance à ce centre , n» 234 

Cas où Is force est proportionnelle à la di»tance , 

n» 235 

Ca* nii la force est en raison inverse du cube de la 



distance , 



n» 230 



Cas où la force est en raison inverse du carré de la 
distance; la trajectoire peut être alors une des 
trois sections conigiies; circon»tanccs qui dé - 



terminent chacune des trois courbes , b«* 237 

et 288 

Examen spécial da mouvement parabolique; en 

quoi consiste le problème astronomique de It 
détermination complète de l'orbite d'une comète, 

n»* 239 et 240 

CHAPITRE VIL Dûfremon tur FnUmrtton uni- 
verselle . page 141 



loi de l'flffrflc<ton unirersellê , 



n" 24 1 



Force motrice icaulUat lia 1 attraction mutuelle du 
»oleil et d'une planète ; invariabilité du pouToir 



attractif. 



24^ 



Force accélératrice d'une planète dan» son mouve- 
ment autour du soleil ; correction qu'on doit 
faire k la troisième loi de Képler ; petitesse dee 
mas«e» de» planète» par rapport k la masse du 

soleil , n° 243 

Enoncé des différentes sortes de perturbation» du 
mouvement elliptique des planètes , produite» 
par leur attraction mutuelle : ces effets observé» 
fout connaître le» masses des planètes perturba » 
trice», en prenant celle du soleil pour unité; 
invariabilité des grands aies; le mouvement de 
la lune s'accélère de siècle en siècle , n" 244 
Autre moyen de déterminer les masses de» planè - 



te» accompagnée» de »atellite» , 



n" 245 



Calcul des forces provenant de l'action du »o!e<l et 
de la lune, pour soulever les eaux de la mer; 
masse de la lune conclue du fins lunaire com - 
pare ou (lux Bolaire; diminution de In pesanteur 
h la surface de la terre, produite par l'action do 



la lune , 



n"» 246 et 247 



A la distance de la lune à la terre, la pesanteur 
terrestre est ii très peu près é[;ale à la force qui 
retient ce satellite dans son orbite , n" 248 

Détermination de la masse de la terre ; parallaxe 
du soleil ; sa densité; sa distance a la terre; dé - 
termination exacte dugrandaiede l'orbite d'une 
planète dont In masse est connue, n" 249 et 260 

Déviation du fil h plomb produite par les attractions 
locale» , n» 251 

Balance de (4>r«s'o*i, propre & mesurer les forces 
très petites; expérience de Cavendieh; densité 
moyenne de la terre , n°* 252 et 258 

StabHUi de l'équilibre des mers, résultant de ce 
que celte densité est plus grande que celle de 
l'eau ; occroissement de» den»ités des couches 
de la terre , en allant de sa surface au centre ; 
inégalité du mouvement de la lune , due à la 
nou-sphéricité de la terre; influence des attrac- 
tion» locales sur la longueur du pendule à se - 
condes , n'J 254 

Réduction au niveau des mers, de la longueur du 
pendule , observée à une élévation donnée , 

n" 256 
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LIVRE TEQTSIÈME. 



STATIQUE , 

SECONDE PARTIE. 



CHAPITRE I». De FéquiUhre d'un eorpttoUde, 

page 162 

Remarque sur la corapressibilité et le changement 
de forme du corps que Tou va considérer, n" 256 

Transformation d*un système de forces quelconque», 
appliquées à un corps solide, en trois groupes 
de forces, le premier composé de forces perpen- 
diculaires h un ptnii donné, le deuxième, de 
forces parallèles et comprises dans ce plan, et 
le troisième, de forces dirigées suivant une 
droite perpendicnlaire aux précédentes et tracée 
dans ce même plan, n»* 257, 2ôS et 259 

Equations ucccssaires et suffisantes pour IV-quilibre 
d'un corps solide entièrement libre , 260 

Ces équations «ont encore ncce»saires pour l'étpii - 
Ubre de tout autre système qui ne reufernic au - 
can obstacle fixe , no 261 

Caa particuliers des forces parallèles et des forces 
qui sont toutes comprises dans un plan, n» 262 

Condition pour que des forces données aient une 
résultante unique; équations de cette résul - 
tante; sa grandeur et sa ilirection ; duiis tous les 
cas, les forces données peuvent se réduire a deux, 
d'une iuGuité de manières difTércutcs, n"' 263 

eL2fi4 

Cqaations d'équilibre de deux corps solides qui 
s'appuient l'un contre l'autre , ii' 265 

Equations d'équilibre d'un corps solide retenu par 
des obstacles fixes , dans les principaux cas qui 
peuvent se présenter, n" 266 

Transformation de réquatioa d'équilibre relative à 



on axe fixe , 



n» 267 



Equilibre d un corps pesant sur un plan incliné, 

ii2_2âa 



Mesure do frotiênuHtk Tinstant où l'équilibre va 
se rompre, n° 269 

Charges des difTérens pieds d'nne table horizontale 
qui supporte un poids donné; & quoi tient l'in- 
détermination apparente du problème, n^ 270 

CHAPITRE II. Théorie det momens , pa^c 161 

Les forces étant représentées par des lignes droi- 
tes, leurs momcus sont représentés par des aires 
planes : le théorème du n» 46, relatif au moment 
de la résultante de deux forces, est alors une 
proposition de Géométrie dont on donne la dé- 



monstration 



no 271 



Le moment de la projection d'une force sur un 
plan est la projection du moment de cette force 



sur ce même plan. 



no 272 



Ce qu'on entend par le moment d'un système de 
forces par rapport k un axe ; les momens d'un 
même système par rapport à deux axes situés 

dans le prolongement Tiin île l'autre. Sont égaux 
et de si^tic contraire; il en est de même ù l'c - 
gurd (les nioniens par rap|)ort à un nicmc axe, 
de deux systèmes Je forces égales et contruires, 

n" 273 

E\pressions des momens d'un système de force» 
par rapport aux trois axes des coordonnées posi- 
tives de leurs points d'application ; comment on 
détermine les signes dos termes de ces formules, 

n - 274 

Valeurs des cosinus des angles relatifs à In direc- 
tlon de la normale au plan (}ui contient une 

n» 276 



droite et un point donné , 



Formules relatives aux projections d'un système 
d'aires planes sur dilTérens plans; idcntiti- de ces 

fi 
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formules et de celles qui r<îpondi"nt aui projec- 


charges que supportent les deux points de sus- 


tions des lignes droites sur d'autres droites, 


pension , n" 285 


n"' 276 et 277 

Plan et grandeur de Paire mimma ; propriété carac- 


Parmi toutes les courlies ùopérimètre$ , la chaî- 
nette est celle qui a son centre de t^ravitc le plus 


téristique de ce plan , n<>' 278 , 279 et 280 


bas, 290 


• iV|Jlivl'V9 UvV IlJUUtCiJ9| UvUUI»C0 UO vCiiCv UC> aliO* 

a4 Ha la «•nmnoAtiÎMl CnrCM r^«iiliAnt cIa 

Celle ors projeciinns aes Birea pianca ci ucspro— 

JCCilOnS QCa U|^nC§ uTOKCS f iX * MfOl 
*■ |/v pffvvffKH u un ■ji%cuiv ao itirvv* f uuutqi 


wH OU les lorccB ▼criicaïc» cpii v^iwcn» sur ic* 
dciucus au m von% proporiiooDciics 8 leurs pro* 

lA/^ttnntt ficiFÎvnnlnljaA * ta ^AtirKj» «l^^tiialîlipja 
JvV«IVIlv II Vl l»UII tsi • vV 1 !■ vUUrW u dIUlllAliv 

Alors une psrébolc y calcul de la tension su point 
lo plus bjis 1 €t des charges des points eitrènics^ 
^ui pcu% «ire umv ovus is conBuuciiou aes cnv* 


onoiH.ti ucs C0IIC11110II9 u ci|uiiiDrc uo ce SYSif-ine ^ 


THifij ac /BTf / 


condilioiis pour que deux systèmes de forces 


Equations d'équilibre d'un fil sollicité par des for- 


soient ë(juivalens , n" 282 


ces quelconques , ii" 2Ô8 


Variation du moment principal, produite par le 


Cas d'un fil pesant suspendu Tcrlicalement à un 


ui-|jiuLt. inc. m uu ctriiiro □i5 iiioniciik ^ momcii» 


lirttfil 11 1 pnJkPfff* (i iiii nniHs ii cnn #^1 1 rt^mif # 

l'ULlIb iljku c* l^llolL.l' u Ull IfUliiS il niJll C-AllTTlIlliC 


DrinciDAux mintffiâ * coinrnpnt on pu tlt'Hvtii lu 


inférieure i calcul de son allongement tulal^ 


condition nécessaire et suiTisante pour l'exis- 
tence d'une réaultante unique , n»* 383 et 284 

CHAPITRE UI. Exemple» de réfnàUbn d'un 


n» 290 

Expression delà tension dans le cas général; la 
courbe est déterminée por deux équations difTé- 
rentiellea secondes j valeur du rayon de courbure 


corpt flexible ^ pn{jc 168 


d'après la direction de la tuiigente en cha(]iic 


$ le. E^iàl&rt dm polygone funiculaire , iHd. 

Dana Tétat d'équilibre du polygone , il faut que 
chaque côté toit tiré, suifant ses prolongeraeos, 
par des forces égales et contraires ; équations 
nécessaires pour l'équilibre des forces appliquées 
au polygone, n» 28d 

Construction de la figure du polygone en équilibre; 
calcul des tenêione de ses côtés; cas où ses points 
eitrcoies sont supposés fiscs, n"' 280 et 287 

Les extensions des côtés du polygone sont propor- 
tionnelle» aux tensions qu'ils éprouvent, n" 288 


point, n" .'}(•() 
Application des formules précédentes au cas d'un 
fil tendu sur la surface d'un corps solide, par des 
forces appliquées è set extrémités, et qui sont 
les seules qui le sollicitent j la tensiou est la 
même dans toute sa longueur-; dans son état 
d'équilibre stable, le fi) trace sur la surface la 
ligne la plus courte d'un point & un autre; la 
pression exercée eu chacun des points de la sur- 
face est en raison inverse du rayon de courbure 
de cette ligne , et proportionnelle 4 la tension , 

n<M mi et 302 

L'es résultats sont modifiés par k frottement du fil 


Quand un desnœiuls d i poly-one est rcm[ilucé par 


contre lu surface du corps solide; calcul du 


Un annenu , la force appliquée en c« point doit 


frottement d'un fil sur la gorge d'une ponlie 


partager en deux parties ethnies l'unijle des deux 


fixe, n» 303 


cotes adjacens , 289 
Condition relative oux directions des forces qui 
doivent avoir lieu dans tous les systèmes de 
points matériels en équilibre, et dont la précé- 
dente est un cas particulier, n» 290 
Equilibre d'un puiy-one chargé de poids ; pressions 


On vérifie les six équations générales de l'équili- 
bre du n" 201 , dans le cas de l'équilibre d'un fil 
flexible ; usage de ces éqtiations pour déterminer 
les coordonnées des points extrêmes, quand ils 
sont libres, ou les presaious qu'ils éprouvent , 
lorsqu'ils sont fixes et donnés de position, 


éprouvées par les points liies mixf|uels il est 
attaché, 291 
Remarque analogue à celle du n» 27U, sur les ten- 
sions des cordons qui supportent un poids donné : 
quel que soit le nombre de ces cordons, leurs 
tensions et les charges des points fixes peuvent 
se déduire do la mesure des allongemcus, n" 282 

^ n. Eqmubre d^un fil flexible , page 172 


n"' 304 et 30& 

Condition pour qu'une verge soit élastique par 
flexion; différens efleta que ses parties éprou- 
vent lorsqu'on l'a écartée de sa position d'équi- 

llIlFA* fl /M 1 mf son no 1 i In m m al n mê t f»a •%» ^tfHA 

iiurc ^ uciiniimii uc lu tu/nr cidSl^tiu ^ n** «SUO 


Eouations d'éouilibre d'un fil neiant d'abnrfl nu 
nombre de trois, et qui se réduisent ensuite a 
deux, n» 293 

Intégrales de ces équations sous forme finie \ équa* 


uy puiiicai(-a rtiitiMc.s dux lorfrs (lui rcsu Lli ni u6 

1 exicnsiun ou coniraciion nés nieis longitudi- 
naux et do lu grandeur de leur courbure; valeur 
de la force totale de contraction d'un éléiueut 
de la lame; valeur du moment d'élMsticiié, n» 307 


tion de la chaînette; expression de U tension en 


Duisla courbe élastique proprement dite, la ten- 


uu point quclcornjne, u' 29"4 


sion c»l cousltintc et n'inûue pas sur la couiliure 


Caloul de la tension au point le plus bas , et des 


de la lame; équation dîtîérenticlle de cette 
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ciiarl»e} ooQditktns rdâlives 3i «es extrémités , 

H»« 308 nt 309 

C— oq U Unie est horitootalo, encastrée par un 
bout, et chargée d'un poids donnu à sou mitre 
eitrémilé; calcul de la flexion totale ; comparai- 
son de l'citerision et de la flexion d'une lamo, 
qui peuvent élre produites par un même poids. 

Cas ou la lame est an ressort vertical posé sur un 
plan horiiontal, et chargé d'un poids à son ei - 
tfëmitë sopéricure ; eiamen détaillé des difTé - 
rentes formes que ce reuort pourra prendre, 

no* 311 et 312 

Ce qtt*on entend par la fore* d*un ressort ; calcul 
de cette force d'apria l^sleasion oi) diaprés 1« 
flexion du ressort, prodnites par un poids donné, 

H" 313 

Bitension de» résultats précëdens au cas d'unp 
Tçrgc élastique, droite ou courbe, qui n'a pas 
été tordue sur eilc-uiéme ; ce qu'on entend alors 
par le (ilet tjwyen; valeur du moment d'élasticité, 

no 314 

Pormote qui donne la flexion d^unc verge droite, au 
moyen de la force de ce ressort ; cnicul de cette 
force dans <lifférentes hypothèses sur le contour 
de la section normale; comparaison de la force 
d'un rei.<oft creui it ccllr d'un ressort pleiu, 

n'3ir> 

"Valeur de la difl'érentieUe de la tension en un point 
quelcouque d'une verge élastique dont tous les 
points sont sollicités par des forces quelconques; 
une vcr{;e tirée, par une extrémité, augmente do 
volume en mène tempe qu'olle •'allonge, n» 216 

Equations générales de l'équilibre d'une verge élas- 
tique, eo ayant égard à la torsion , n° 317 

le moment de la torsion est constant «lana 



JLoutfi 



fa longueur de la verge; sa valeur, d'après les 
forces qui agissent n l'une des extrémités, u° 318 
Béductiona de» trois équations générales à une 
■eule) quand le filet moyen est une courbe 
plane; équations relatives aux forces particuliè- 
res qui agissent aux deux extrémités de la verge, 

n° 319 

Cas de la verge uniformément pesante ; détermina - 
tion de sa figure ; calcul de sa flexion et des char - 
ges des point» d'appui , n"»320, 321 et 322 

Cas où la charge totale de U verge est inégalement 
répartie entre se» différen» point» ; formule de 
Lagrange, pour exprimer en série de quantités 
périodiques les valeurs d'une fonction donnée, 
dans uncéteudue aussi donnée des voleurs de 1% 
Tsriâble, no32i 

Détermination de la figure d'une verge chargée 
d'un poids suspendu h son milieu; calcul de sa 
flexion et des charges de ses points d'appui, 

n ' :i24 

UémoDstrotion de la formule précédemment cité* 
(n» 333); autre» formules de la même nature, 

Q»> aâô et 330 



Usage des formale» de ce genre pour la sommation 
d«i séries , n» 327 

Formule de Fourier, déduite de» précédentes, 

CHAPITRE rV. Principe des vitesses virtuelU$, 

page aOQ 

Vérification de ce principe dans le cas de deux for - 
ces appliquées à une moufle, un treuil, une vis , 

on levier, n°» 329 et 330 

Equation générale de l'équilibre d'un système quel- 
conque de points matériels, qui résulte du prin- 
cipe de» vitesse» virtuelle» ; cette équation n^o 
lieu que pour les mouvemcn» infiniment petit» , 
compatibles avec les condition» du »ystéme, et 
dopt le» mouvemen» contraires sont également 
po»»ibles; elle a déjà été démontrée no 89, dan» 

le cas d'un point matériel isolé , n" 331 

notions relatives aux tension» et aux contractions 
qui ont lieu entre le» liens physiques des poiolt 
d'un système en équilibre; manière de représen- 
ter ces forces intérieures ; mnnièrc de représen - 
ter les variations du distance des points du sys - 
tème ; équation qui a lieu entre la variation 
totale et les variation» partielle» de chaque dis - 

n"* 332 et 333 



tance 



Démonstration très générale du principe des vites - 
»e» virtuelle», n°' 334 et 33g 

On fait voir que la proposition directe étant prou - 
vée, la proposition inverse eu est uue consé - 



quence immédiate , 



Ce principe a aussi lieu dans l'équilibre des fluide», 
ainsi qu'on le fera voir par la snite ; autre dé- 
monstration de ce principe, fondée sur la consi- 



dération des moufles 



n"'337, 338 et 339 



On peut déduire du principe des vitesses virtuelle» 
les rèt;lcs du paralléliigranmie des forces et de la 
composition des forces [taralléles ; comment oa 
en conclut le» équations d'équilibre d'un corp» 

340 



solide précédemment trouvées. 



Transformation de l'équation générale des vitesse» 
virtuelles; règle pour en déduire toutes le» 
équations d'équilibre d'un système de points 
matériels, dont les liaison» sont exprimées par 
des équations entre leurs coordonnées , n"^ 341 



On déterminera, en mémo temps, en grandeur et 
en difoctiou, les forces intérieure» qui résultent 
de ces liaisons ; le principe des vite»»e» virtuel- 
le» e»t néce»»aire pour faire connaître , relative- 

ment h deux ou plusieurs points lté» par une 
même équation, les rapports de grandeur de ces 
forces, dont la remarque du n" 200 ne détermine 

que les directions , n°* 343 et 344 

Application des formule» précédentes à l'exerople 



dupolygoiie funiculaire, 



n*' 345 



Propriété de maximum ou de Mummifii qui • lieu 

dans l'équiltlihre d'un système de points maté- 
riels soumis à leurs attractions ou répulsions 
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roatueUeS) en fonctions de» distances, et à d'aa- 
tre» forces BcmbUbie», dirigée» vers de» ccntrea 

fil es, no34e 

Distinction entre l'équilibre ttahiê et réquilibre 
instanianà ^ o» 847 



Propriété da centre de gravité d*nn système de 
corp» peMos dam ce» deui. état* d'équilibre, 

11" 348 

E»einple de 1» ttabilité et de la non-stabilité de ce 
»T»tème. o" a4ft 



LIVRE QUATRIEME. 



DYNAMIQUE. 

SECONDE PARTIE. 



QLAPITRE Principe général de la Dynami- 
que, page 214 

Enoncé de ce principe, dont rantcor est D'Alein- 
bert, et d'après lequel on ramène toutes les ques - 
tion» de Dynamique à de simples problèmes de 
SUtique, n" 350 

Antre énoncé do mênae principe, dont l'a vanta g c est 
de conduire immédiatement îi des équations en - 
tre les données et les inconnues de chn(|ue pro - 
bléme, 351 

En vertu de ce principe , le» tension» de» lien» 
physiques d'un «y»tème de point» matériel» , et 
les pressions eiercécs sur des surfaces ou des 
courbes données, se déterminent dans l'état de 
mouvement, par les mêmes rèî^lcs que dans l'é - 
tat d'équilibre ; les forces motrices gui agissent 
»ur les mobiles se décomposant en forces perdues, 
qui produisent ces tension» ou pressions , et en 
d'autres force» qui font varier le» vitesse» de» 
mobile» \ exemples de ce double effet de» force» 
données , n» 352 

Extension du principe général de la Dynamique uni 
perciutioM considérées comme de» force» mo - 
trices qui ont lieu pendant un temps très court 
et produisent des chan^emcns brusques Je vites - 
ses ; influence que peut avoir le frottement pen - 
dant l'action de ce» force» , n° 383 

Application du principe général au mouvement de 



deux corp» pe»an» posés sur de» plan» înclinét 
et liés par un fil inextensible; tension de ce fil , 
détermination des vitesses initiales , n»» 864 

Mouvement d'une chatoe pesante po»éc sur denx 

plans inclinés} dans quel cas la chaîne demeu - 
rera en équilibre , n" 366 

Mouvement rcctili}^ne de deux points matériel» sou- 
mis il leurs répulsion ou attraction mutuelles , 

Les formules de ce mouvement s'étendent à deux 
corps solides dont tons les points ont des vitesse» 
parallèles ii uuo nicmo droite; mouvement du 
boulet et du canon pendant que le boulet est 
dons lame de la pièce ; hypothèses sur lesquelles 
la loi de |j force de la poudre est fondée; calcul 
numérique de la force de la poudre, d'après la 
vitesse du boulet a ta bouche du canon ; remar- 
que de Lu^rau^c sur ce [)rul)lème, n"* 363 et 358 

Application du principe de U'Alembert au cas le plus 
simple du choc des corps \ données physiques 
de la question, et hypothèses nécessaires à sa so- 
lution , n" 360 

Choc de dcui corps mous ou dénués d'élasticité , 
définition de lu force vice; perte de force vive 
qui a toujours lieu dans ce choc , n° 3fll 

Choc dadeux corps parfaitement élastique» ; con- 
«ervation de la »omme de» force» vive» ; choc 
d'une série de billes en repos par une bille en 
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un 



mouvement ; les lois prét^entes do choo des 
corps sphérîques, mous ou élastiques, sont con- 
firmas par rexpërience , n«* 302 et 863 

Conservation du mouTement du centre de gravité 
dons le choc dn deux corps spbériques, n^ 364 

Théorie imparfaite de la résistance des milieux, 
dans laquelle cette résistance est assimilée à une 
suite de chocs du mobile contre les molécules du 
fluide qu'il traverse; expression de la résistance 
sur une surface plane et sur chaque élément d'une 
surface courbe; calcul de la résistance sur une 
surface de rérolution, «t, en particulier, sur 
une sphère , n»* 366 et 366 

Le coefficient dm la résistance relative au mouTe- 
ment des projectiles dans Fair, qui résulterait de 
cette théorie, «'est pas d'accord avec l'observa- 
tion ; valeur de ce coefficient, que l'on a déduite 
dePeipérience; en quoi consiste réellemeut la 
résistauce desiluides ; elle n'a encore été détermi- 
née, d'après les lois de la Kécanique (n« 191), 
que dans le cas des petites oscillations d'un pen- 
dule , n» 367 

CHAPITRE II. Détermination des momeni d'i- 
nertie et de* ascea frincipau», page 226 

Intégrales définies qui se présenteront dans les 
équations du mouvement des corps solides, dont 
les masses seront décomposées, pour plus de 
simplicité, en ëlémens iiiniiimcut petits (n° 98) ; 
définition des moment iTinerti* et des axes prin- 
cipaox , no 368 

Calcul du moment d'inertie d'an pnrallélipipède 
rectangle, Taie étant une dts ses arêtes, n" 369 

Calcul dn moment d'inertie de l'ellipsoïde, par rap* 
port à l'un de ses axes de figure , n» 370 

Moment d'inertie d'une sphère composée décou - 
ches concentriques de difTéreiites densités, n" 37 1 

les intégrales triples d'où dépendent , en général, 
les roomens d'inertie, se réduisent à des intégra - 
les sin)ple5 dans le cas d'un solide de révolution; 
application à la spbére, au cône et au cylindre, 

no* 372 et 373 

Connaissant le moment d'inrrtie d'un corps quel- 
conque par rapport à uu axe passant par son 
centre de gravité , on en déduit le moment d'i- 
nertie du même corps par rapport à un axe pa- 
rallèle au premier, no 374 

Connaissant les roomens d'inertie par rapport aux 
trois axes principaux qui se coupent en un point, 
on en conclut le moment d'inertie relatif k un 
axe quelconque pas»aut par ce point , n» 375 

Propriétés des momens d'inertie principaux, on qui 
répondent aux axes principaux, no 376 

Avant de démontrer l'existence des axes principaux, 
et d'en déterminer la direction, on rappelle d'à-; 
bord les formules ^'énérales de la transformation 
des coordonnées, n" 377 

Les neufs cocfficiensqni entrent dans ces formules 
sont des fonctions de trois angle» indépeudans 



entre eox; définition de cet trois angles; sens 
déterminé suivant lequel ils devront être comp- 
tés, et comment ils pourront croître dans le mou- 
vement d'un corps solide ; valeurs des neuf cœf- 
ficiens en fonctions de ces trois angles; moyen 
d'obtenir ces valeurs , n»* 378 et 379 

On démontre qu'il existe toujours trois axes prin- 
cipaux rectangulaires qui se coupent, en cha» 
que point d'un corps quelconque, et l'on donne 
les formules propres à les déterminer , n^ 380 

Il n'y a qu'un seul système de trois axes princi- 
poux, quand les trois momens d'inertie qui s'y 
rapportent sont inégaux ; leur nombre est infini, 
lorsque deux de ses momens sont égaux ; si les 
momens d'inertie relatifs à trois axes principaux, 
qui te coupent en un point, sout égaux^ toutes 
les droites passant par ce point sont des axes 
principaux, auxquels répondent des momens d'i- 
nertie égaux , no 381 

Détermination des points singuliers, qui Jouissent 
de cette dernière propriété; application à l'ellip- 
soïde et au paraUélipipède , no» 382 et 383 

CHAPITRE III. Du viourernent d'un corpt to- 



lid» autour d'un axe fise. 



286 



{ I«». ilouvcmont de rotation uniforme , ibid. 

Définition delà citasse angulaire commune à tous 
les points d'un système de forme invoriabls, 

no3&4 



tournant autour d'un uxe fixe. 



Détermination de cette vitesse, lorsque les points 
du système ont éprouve simultanément des per- 

cussion» qui leur auraient imprimé, s'ils étaient 



libres, des vitesses données, 



n° 386 



Cas où le système se change en uu corps solide, 
frappé pur un ou plusieurs autres corps qui loi 
restent attachés apr> s le choc, n° 386 

Comment on peut déterminer la percussion guu 
l'aie éprouve à l'instant du choc ; conditions né - 
cessaires pour que l'axe n'éprouve aucune per - 
cussion ; définition du centre de pereutiion, 

n-^' 387 et 388 

Pressions exercées sur l'axe pendant le mouvement 
de rotation, et dues aux forces centrifuges de 
tous les points du corps ; propriété générole des 
axes principaux dans le mouvement uniforme de 

rotation; propriété particulière des ases princi- 
paux qui passent par les centres de gravité du 
mobile , . n»* 389 et 390 



§ II. Mouvement de rotation varié. 



page 240 



Equation différentielle de ce mouvement; différen- 
tielle de la vitesse ongulaire ; on en dédoit la vi- 
tesse constante provenant d'une percussion, que 

l'on a précédemment donnée , no* 391 et 392 
Calcul des pressions (otales exercées sur l'axe à un 

instant quelconque, n» 393 

Mouvement d'un pendule composé, dans le vide; 
réduction du pendule composé au pendule sim - 
ple, IV ' 394 et 3Qr, 
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Définition dn etntrê ffoteiUatùn { réciprocité dn 
centre d'oscillation et du centre de iuspension ; 
méthode fondée sur cette réciprocité, pour déter- 
miner It longueur du pendule «impie, correspon* 
dant k un pendule donné; on fait voir que pour 
un même corps, il y a une infinité d'axes autour 
desquels les petites oscillations ont la même do- 
rée , no» SM, 397, 398 

Bouvoment d'un pendule composé, dans un milieu 
résistant; la loiiyiicurdu pendule simple qui a 
le mt^me mouvement, ne dépend pas de la résis- 



lanco 



n" 399 



Houvemcnt d'un treuil et de deux corps pesans, 
BDspeodu au cylindre et à la rooe ; application à 
la machine d'Athood , n»* 400 et 401 

PêndmU da Robint ; usa^^e de ce pendule pour dé- 
terminer les vitesses totliules des projectiles de 
l'artillerie , n«« 402 et 403 

CHAPITRE IV. Du vioureiaent c/'uit eorpt solide 
autour d'un point fixe, page 949 

$ l". Formules firéUminairee , iiid. 

Le mouvement de rotation d'un système de forme 
invorittblc, autour d'un point flie, a lieu auteur 

d'une droite variahli- d'nti instant h l'autre, que 
l'on appelle are iastantané de reiation, n» 404 
Détermination de la direction de cet aie, soit par rap - 
port fi lies droites fî\f.'S dans Tintérieur du corps, 
«oit{iar rapport t> des droites Fixes dans Tespnce, 

n° 4(lfi 

Eipression de la vitesse angulaire de rotation du 

corps autour de fate instantané ; décomposition 
de cette vilcsse en trois autres, autour de trois 
uxes rcclaii|^ul.iires, fixes ou mobiles; la compo- 
sition et la décomposition des vitesses de rota* 
tion se fnnt suivant les mêmes règles que celle 
des vitesses de translation , n<>* 40G et 407 

Composante de la vitesse absolue d'un point quel- 
conque du corps, par rapport à trois aies fixes 
dans son intérieur ; composantes de la force ac- 
célératrice, par rapport aux mêmes axes, n° 408 

Momens des quantités de mouvement de tous les 
points du corps & un instant quelconque, par 
rapport il trois axe» passant par le point Tue ; 
cas où ces trois droites sont les aies principaux 
qui 5C coupent en ce point ; si^ne de chacun de 
ces momens, d'après le sens de la rotation autour 
de l'axe correspondant; moment principal de ces 
mêmes quantités de mouvement, et direction de 
son axe , n» 409 

Equations différentielles qui ont lieu entre les trois 
an;;lcs du 378, d'oii dépend la position du 
mobile il chaque instant , et les trois composan - 
tes de sa vitesse angulaire par rapporta ses trois 
axes principaux , n° 410 

Autres formules qui pourront être utiles dans la 
suite, no 411 

^ II. EquttUmê diffêreutiettet du motttement de ro- 
tation autottr d'un point , page 3fi4 



Ces équations, an nombre de trois, s'obtiennent 
très facilement, au moyen de* formules d& 
n" 406 et du principe de D'Alembcrt ; on les ré* 
doit à leur forme la plus simple, en ropporta^ 

les composantes de la force accélératrice d*an 
point quelconque do mobile, à ses trois axes 
principaux; le problème général du mouvement 

de rotation dépend de six équations dn premier 
ordre, savoir, celles qu'on vient déformer, et 
celle du 410 ; cas où la pesanteur est la seule 
force qui apit sur les points du mobile, n"« 418 

et 413 

Quand ce mobile n'est soumis à aucune force mo- 
trice, ou bien, quand il s'agit d'un corps pesant, 
et que le point flxo est son centre de gravité, on 
parvient k iutégrer les six équations du mouve- 
ment de rotation , et k faire dépendre les inoon- 
nues, de deux fonction* elliptiques; dans ce 
mouvement , produit par des percussions ini- 
tiales, les momens des quaulités du mouTement 
de tous les points du corps , par rapport il des 
axes passant parle point fixe, sont coostans; 
leur moment principal et sa direction sont in- 
vgriables, et cette considération facilite l'inté- 
gration des équations du problcme, n"* 414^ 

415, 410 et 417 

Détermination complète des constantes arbitroires, 
contenues ilans les intégrales de ces équations , 
en supposant, pour fixer If* idées, que le mo - 
bile g été frappé, i l'origine do mouvement, 
par un autre corps qui y ttst resté attaché , n" 418 

Diverses propriétés générales du mouvement de 
rotation d'un corps qui n'est soumis à aucune 
force motrice , n" 419 

Détermination de ce mouvement , plus simple qne 
la précédente , mais seulement approchée , lors- 
que l'axa insUntané de rotation s'écarte con» 
stammcnt très peu de l'un des trois axes princi- 
paux du nmbile, et qui se coupent au point fixof 
on retrouve la propriété des axes principaux déjà 
démontrée dons le n» 389 ; on foit voir, de plus, 
que le mouvement est stable autour des aies du 
plus grand et du plus petit moment d'inertie, 
et seulement instantané autour du premier axe 
principal; détermination des constantes aibi - 
traires dans le cas de la stabilité , n°* 420 , 421 

et 422 

Le mouvement de rotation produit par des percus- 
sions initiales, devient plus simple, quand le 
mobile est un solide de révolution , et que son 
axe de figure passe par le point fixe; les incon- 
nufts se déterminent alors sans le secours des 



fonctions elliptiques , 



n» 423 



A u tr ftdé'T'""'it'"Htio" tle la ^stabilité du mouvement 
autour de deux des axes principaux, n'^ 4^ 

$ m. Solution d'un cas particulier du mouvement 
de rotation tPun corpe pesant , page 203 

Le mobile est un solide de révolution dont l'axe 
de figure |»asse par le point fixe ; o» oppoll^ 
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iqmateur U section de ce corps fuitn par ca 
point et perpendiculaire à cette droite; te mou - 
vement parallèle à Téquateur est uniforme; l'in- 
tersection de Téquateur et du plan lioriiontal 
pasaant par le point fiie, t'appellera la ligne de» 
IMUdj; dcfîoition du nœud ascendant , et digtinc - 
tlen de aon iDoutement direct et de »on naou^e - 
«enl rétrograde sur le plan borilOPUl, a°* 426 

et 426 

HaiM ce CM , les six équations dn moaTemcnt de 
rotation s'intègrent , et les inconnue» du pro- 
bléai« ■'expriment exacte ment par des fonctions 
elliptiques; détermination des constantes arbi- 
traires, contenues dans les intégrales, n»* 427 

et 428 

Cas où le mobile se réduit à un point matériel, 

dont la dislance an point fixe est constante; on 
retrouve alors les formule» du ii** 806, rt-Utives 
au pendule simple , no 42Q 

Lorsque l'aie de fi{;urca étti écarté delà verticale, 
et qu'après avoir imprimé au mobile une vitesse 
de rotjtion autour de cette droite inclinée, il est 
ensuite abandonné à lui-mcme, on démontre 
que le niouvement du nœud ngcendant sera di - 
rect on rétrograde, selon que le centre de gra» 
vite (lu corps sera situé ju-de»siisou ini><les»ou» 
dn plan horitontal , passant par le point fixe ; 
quand la vitesse de rotation est nulle, le mou- 
vement du corps se réduit à celui d'un pendule 
composé , n* 430 

On applique les formules du numéro prérédent, 
au caii où l'axe de rotation a été, priuiitivewent, 
très peu écarté de la verticale , et l'on détermine 
de cette manière les valeurs approchées des an- 
gles d'où dépend la position du mobile a un in» 
stant quelconque, n» 431 

On applique les mêmes formules au cas oix l'incli- 
naison de l'équateur demeure k peu près inva* 
riable; il faut pour cela que la vitesse de rota- 
tion soit très rapide \ on détermine , dans celte 
hypothèse, les petites variations de l'inclinaison 
de l'équateur, et le mouvement de ia ligne des 
nœuds, qui est très lent par rapport au mouve- 
ment de rotation, et à peu prés uniforme; ce 
cas est celui de lu machine de BokmtnbtrgÊTf 

nO 432 

CHAPITRE V. Du mouvemeat d'un corps solide 

entièrement libre, page 267 

Décomposition de ce mouvement en deui autres , 
Tnn de rotation autour d'un point du corps, l'au- 
tre de <ra>u/o/i.gi» , commun & tous ses points; 
cas où le second niouvemfut est révolutif , et où 
chaque révolution s'ucliéve dans le même temps 
que chaque rotation ; ce cas a lieu dans le niOU ' 
vcment des sotetUte» , et , en particulier, dans 
le mouvement de la lune, qui tourne, en cun» 
séquence , constamment la même face ver» la 
terre, n^ 433 



DëtermiHation de la vitesse <|ue prend le centre 



Comment on pourrait déterminer le mouvement 



Détermination de l'axe instantané initial qui passe 
par le centre do gravité, et de la vitesse angu- 

laire autour de cet aie; cas où cette droite est 
un de» trois aies principaux qui se coupent au 
centre de gravité , n° 487 

Equations différentielles du mouvement du centre 

do gravité; comment on formerait celles du 
mouvement de rotation autour de ce point, 

n" 438 

Ces deux systèmes d'équations différentielles, ainsi 
qoeles deux mouvemens carrespondons , sont 
indépendsns l'un de l'autre , dans le cas d'un 
corps soumis à la seule action de la pesanteur ; 
détermination complète du mouvement d'un 
dlipsoTdc pesant , frnppé dons un plan pcrpen- 
diculairuk l'un de ses trois axes de (Igure, n<'439 

La mémo indépendance a lieu dans le cas d^one 
sphère composée de couches concentriques et 
dont tous les points sont soumis à des uttruclions 
dirigées vers de» centres fixes ou mobiles; quand 
le mobile s'écarte de In forme sphériqne, ces at- 
tractions influent sur son mouvement de rota> 
tion ; perturbations du mouvement de la terre 
autour de son centre de gravité , ducs ù sa non- 
sphéricité , et produites par les actions du soleil 
et de la lune; ces forces, qui donnent lieu à U 
précsstioH d*$ équinoxes et k la nutation de l'axa 
de la terre, n'ont cependant aucune influence 
sensible sur la direction de cet axe dans Tinté- 
rieur du globe, ni sur la durée de sa rotation 
autour de cette droite mobile duo» l'espace, 

no» 441) et 441 

L'invariabilité du jour sidéral et du jour moyen est 

confirmée par les éclipses que les Chaldéens ont 
observéts ; cuIluI ({ui fait vpir que la durée du 
jour moyen n'a pas varié d'un centième de se - 
conde en 8000 ans , n"* 448 et 443 

Examen dee différen» effets qui peuvent être pro - 
duits par le frnttetnent de 1j> surface d'un pro - 
jectile contre l'uir dans lequel il se meut , et par 
la résistance proprement dite de ce fluide, 

P"' 444, 445 et 448 



d'un corps solide, sur lequel on exerce une on 
plusieurs percussions déterminées; réciproque - 
ment , cette vitesse fait connaître la direction et 
l'intensité de la percus»ion , soit que le corpa 
qui a frappé celui que l'on considère y soit resté 
attaché, ou qu'il s'en »oit séparé après le choc , 

n"« 434 et 435 



initial de rotation autour d'un point quelconque 

dn mobile, si l'on connaissait, en {grandeur et 
en direction, la vitesse initiale de ce point; 
quand ce point est le centre de gravité , cette 
connaissance est inutile, et le mouvement de 
rotation initial est le même que si le centre de 
gravité demeurait en repos, n« 436 
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CHAPITRE VI. J>ti motwement^mmttipê solide 
f$Ê9Mt nr «a |>lait d»aai, page tlA 

% I«r, Ca$m ftm •*« ptê igêfêtitfntttmêmt, Mi, 

On tilpposeni que le mobile toncbe le plan donné 
par on seul point de sa surface , pendant toute 
U dorée du mouTemant } équations différentiel- 
le* liMTeiiwat da emtre 4« gmvilé et da 
■MUfeneat de tetetiett entett de ce point , 

n» 447 

Bqoetiea rétoltante de centecl de mobile avec le 

|llan donné, qui peut être fiie ou avoir un maû- 
venent doinn'; rîtstinotinn entre le cas où le 
point de coiiUcl se dcplace à la surface du mo- 
bile, el le oae en oe petnl e*t oouUeuiettt Tei* 
trémité d*iiiie peinte, eonme dent lejen de le 
toupie, no 448 

Cas où le plan donné ett fixe et horitontal ; on in> 
dH|iie) comme exemples, les petites oscillations 
d'un ellipsoïde homogène ou d'une spîière hété- 
rog;èoej on obtient deux intégrales premières 
det équetiom différevtiellee dm n" 447, qui suf- 
firont pour la solution rigoureuse dn problème , 
ou moyen des fonottons elliptiques , quond k- 
inobile est un solide de réfolution , tv 449 

et 460 

Monvcmrnt d'un solide de révolution , terminé par 
nno pointe , et qui s'appuie , par son eitrcmité , 
■nr un plan dent lee eecilUitîou lont connues , 

n» 461 

Quand le mobile a une vitesse de rotation très ra- 
pide par rapport aux divers mouvemens du plan 
donné, on réduit les équations diCféronliellm dn 
problème à la forme linéaire , ; Ki transforma- 
tion dont Lagrange a fait usage dans le cas de la 
tamkm de la lune , n«* 468 et 468 

Inldgratien de ces équations linéaires ; leurs intô- 
grolcsfont voir qne les osrillations du plan sur 
lequel ic corps s'appuie, s'aiTaiblissent dans le 
«wvenHmt de ton ese de figure) et devieenent 
ïn8eii"iiMp5 qn inf! lu rotation autour de cette 
droite est suiiisaniiiient rapide j moyen fonddinr 
ce réinltat , qui a été proposé pour obtenir I la 
mer nnheriaon artificiel propie ans observotions 
astronomiques, u** 464 et 4ô6 

$ IL Cat où f on a égard on fnttmHÊiU, page 2Sa 

Lois du frottement d'un rorpaen mOOfcment, don- 
nées par rexpénence, Qo 466 

■enveneni d'un coip» gliaaant anv un plan fixe 
beriiontal) et entraîné par un poids donné, 

11»* 467 et 468 

Intégrale de Téquation de cemonTement, dans le 

cas où l'on fait abstraction de la résistance de 
l'air; détermination du coefltcient du frotte- 
ment par deux moyens différens j quiind ce coef- 
ficient cet eonntt,et que Ton incline le plan, 
on détermine ImmédiolcmeDt le mouvement du 
même corps sur ce plan , n"» 468 et 460 

ce de celte proposition, quête frettc' 



ment est indépendant de l'étendiie de la surCice 
frottante et proportionnel à la pression totale ; 
en quoi cette loi du frottement consiste réelle- 
ment ; examen de ce qui arriverait al la inatlére 
de la suilace frottante n*<lait pu partent la 



aieme, 



no 461 



Donble menvcnMnt d*nn corps qui glisie aor on 
plan horitontal , et qui tome en même tempa 
autour d'un axe ycrtical , 462 et 483 

Enoncé des diiTérens cas que peut présenter le 
monvement d*on cecpi «eltde qai roule enr un 
plan ; f rettoipcrt do la jUMmUfÊ et de u atconJa 
ttpic*, n»464 

louTonient d*npe ^>hére qutfonle aor on plan bo- 
riaontel, n* 405 

'OiAmRE Vn. Du «Im ieê tmfpê de fbm» 
ytwlMNifvWj ptge MO 

En quoi consiste le problème do choo des corps, 
dans le cas le plus général , n» 466 

Equations foumÎM par le principe de iHAIeni» 
bert, dana le caade deux cotpede forme quel- 
conque et entièrement libres, n»» 487 et 468 
ludéterminatiou du problème, quand on n'a paa 
égard à la compressibiltid dea mebilea ; équa- 
tion nécessaire k sa solution , et qui résulte de 
cette compreasibilité , quelque petite qu'elle 
suit, n» 409 

Modification des fommlcB dn n* 408, provenant 
du degré d'élastln té fit"? mobiles ; le problème 
est complètement résolu dans les deux cas des 
corps entiérenent dénuda d*éla8lielté, et dea 
corps parfaitement élastiques , n» 470 

Le choc de deux corps n'altère pas les vitesses de 
li^urs centre» de gravité, parallèlement au plan 
tangent k levra aurfeoea, aâené par leur point de 
contact, non plus que les momens de leurs 
quantités de mouvemeni , rapportés à leur nor- 
atale oonunnne, n*471 
Quand cette normale pMaeperlo centre de gra- 
vité de l'nn des deux corps , son mouvement do 
rotation autour de ce point est le même avant et 
eprés lecbev; caa où cette droite paaae par lea 
deux centres de gravité; eas où ces points se 
mouvaient, en outre , sur o«tte normale avant 



le chee, 



n* 472 et 478 



Choc de dons eorpa diaatiqncs égaux eu masse ; 
choc d'un corps parfaitement élastique, contre 
un obstacle fixe j égalité de l'angle de réflexion j 
cette ^alité n'a plua lieui quand on a égard 
au frottement du mobile contre le plan fixe , 

n»* 474 et 476 

On espUqne comment on peut tenir compte dn 

frottement d'un mobile centre un autre , pen- 
dant la durée tlu choc de ces ccuxroobilcs, n» 476 
Influence du frottement et de la rotation dans le 
cbec d*nne apbèrc contre nn |dan lise , tel que 

le clioL- d'un boulet contre le terrain ; exutticn 
des diverses circonstances qui peuvent se pré- 
senter, n*« 477 «t 498 
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Application des fonnoles générales à un exemple 
où la normale commune aux deux mobiles ne 
passe pas par leur centre de gravité ; calcul de 
la quantité de mouvement imprimée k chacun 
d'eux , et qui mesure Tintensité du choc, n» 470 

Modification des formules générales, dans les difTé- 
rens cas où les deux corps qui se choquent ne 
sont pas entièrement libres, n» 480 

Eiteiision Je ces formules au cas d'nn nnmhre 
quelconque de mobiles qui se choquent simul- 
tanément. Eicmple relatif à une sphère en repos, 
choquée par deux autres sphères en mouvement, 

no« 481 et 482 

CILVPITRE VIIL Exemples du mouvement a un 
torps flexible, page 301 



tbid. 



Bypothèsea que l'on fait sur cette cerde ; équationa 

différentielles de son mouvement, n» 483 

Kéductioii de ce» équations à la forme linéaire , 
duns le cas des vibrations très petites ; les vibra » 
tions trantrenaht et les vibrations longituâi- 
naUa coexistent dans une même corde, et sont 
indépendantes les unes des autres ; ces dewx 
aortes de roouvemens dépendent d'uoe équation 
de même forme, aux différences partielles du 



second ordre . 



n» 484 



Intégration de cette équation sous forme finie , 



Défennination des deux fonctions arbitraires con- 
tenues dans cette intégrale , pour toute la lon- 
gueur «le La corde , et pour toutes les valeurs 
do temps, d'après la Bgure initiale de la corde 
vibrant transversalement, et les vitesses initia- 
les de tous ses points, n" 488 

Construction géométrique de la figure de cette 
corde à un instant quelconque, n» 487 

Lois des vibrations transversales qui résultent do 



cette construction , et qui ont été confirmées 
par l'eipéiience , soit par rapporta la tçnsiun 
de la corde, soit par rapport à son poids et à sa 
longueur ; Télératinn dn ton est mesurée par 
le nombre des vibratious dans i'iiiiité de 

temps , u" 488 

Ditconiinuiti des lignes employées dans la con- 
struction précédente; restriction qu'on doit ap- 
porter à la di&continuilc de la courbe qui repré- 
sente la figure initiale de la corde ; cette 
condition restrictive subsiste pendant toute la 
durée du mouvement, et fournit une des équa- 
tions nécessaires au problème , dans lo cas d'une 
corde composée de deux parties do matières dif- 
férentes, n« 489 
Autre solution du problème des cordes vibrantes, 
dans laquelle l'ordonnée courante de la corde est 
exprimée par une série de quantités périodiques, 

no 490 

Cas particuliers où le ton d'une corde s'élève au- 
dessus du fois fondamental, et répond à une par- 



tie aliquote de sa longueur ; naudê dê vOrtOimi 
qui ont lien dana ces sortes de cas, n» 491 
lou des vibrations longitudinales d'une corde ten. 



due, 



n« 492 



Rapport très fimple entre leur nombre et celui dea 
Tibrationa transversales de la même corde, 

n« 483 

$ n. rOntHont tongitidinaîea iPune ttrg» èîath- 
T*' P'ge 308 

Hypothèses que l'on fait sur cette verge; son mou- 
vement longitudinal dépend de la même équation 
nui différences partielles que celui de la côrds 
tendue , et ne différa de celui-ci que par les con. 
dttions relatives aux citrémitég de la verge, 

n«« 494 et 4M 

Solution du problème, analogue à celle du n" 490; 
lois des vibrations dans les différons cas rclatifa 
aux extrémités ; élévation du ton fondamenUl, 
l raison des nœuds de vibrations . po 4gfl 

Cas ou la verge s'étend indéfiniment ; propagation 
M^ores dans une barre homogène, 
cylindrique ou prismatique; conditions pour 
qu'une onde sonore ne se partage pas en denx 
autres; comment la vitesse constante de r^ttâ 
propagation se conclura du ton longitudinal 
d une verge eiasUque de la même matière quëlâ 
^"^^ » no* 497 et 498 

Cas où la barre est terminée d'un côté; réfleiion 
du son à cette eitrémité; les lois de là propaga - 
tion et de la réflexion du son dans un canal cylin- 
drique rempli d'air, d'un gai quelconque, ou 
d'nn liquide , sont les mêmes que dans une barre 
solide; celles des vibrations des verges élastiques 
conviennent aussi aux sons des féitê, et dea 
tuyaux d'orgue*, saul les modifications relatives 
à Temboucbure, n« 499 

$ III. Choe longitudinal dts vtrgt$ élattigutê , 

page 313 

Comment on pourra appliquer les formules du 
n° 49G au choc longitudinal des verges élasti - 
ques; ce phénomène consiste dans l'actioTji 
distance insensible, des points eitrétnes de» d<»ii« 
ver^'cs; les vitesses de ces points varieront très 
rapidement, et seront inconiiut.s pendant la du- 
rée du choc , no ffOO 

Conditions pour que les deux verges se séparent 
après s'être rencontrées, et que le choc se ter- 

n»» 601 et 602 

Equations communes à tous les points des deux 
verges , excepté les points extrêmes par lesquels 
elles se choquent, n** 602 

Application des formules du n" 496 au choc de deux 
verges entièrement libres } sommation des séries 
périodiques qu'elles renferment; on vérifie 
qu'elles représentent l'état itiitiul des deux 
ve""»", n»« 603 et 604 

Les deux verges de même matière et de même dia- 
mètre se séparent dans le seul cas où elles ont 
une même longueur; durée de rechoc; ecliange 

c 
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iviit 

dea vitesses primitives j cas où l'une des deax 
verges est composée de plusieurs parties , dont 
une se sépare des autres après le choc , 506 
Choc d'une verge dont Textrémité est Gxe , par une 
verge entièrement libre; réflexion de celle-ei 
avec une vitesse égale ci contraire h la vitesse 
primitive, quelles que soient les longueurs des 
deux verges ; durée du cboc , n°* 600 et 507 

^ IV. DigTttsion sur l»» intigrtUes des èquatimt» 
ous diffirmces partitUes f page 318 

Le nombre des fonctions arbitraires qne renferme 

rintégrale complète d*une éq\iation aux diffé - 
rences partielle? , peut être moindre que \k nom - 
bre qui marque Tordre de cette équation; il peut 
chanf^'cr «\ec li» variuble par rapport à laquelle 
la série est ordoniico ; toutes les fonctions arbi - 
traires peuvent disparaître, et se trouver rem - 
placées pur dos séries infinies de constantes 
arbitraires; dans ce cas sin;^»ilier, rinté^ralo 
complète est cipriméc par la somme d'un nom » 
bre illimité d'inte;;rales particulières, n"» 608 

et 5f>9 

Exemples très simples de ces diverses transforma- 
tions, no 510 et 6U 
Les séries qui se présentent dans cet exemple , et 

l'intégrale de l'équation donnée , peuvent s'ex- 
primer sous forme finie, au moyeu d'une inté- 
grale déGnie , n<> 612 

Valeur d'une intégrale définie qu^on a souvent oc- 
casion d'employer, n» 613 

Application de ces considérations {;éne'ralcs aux 
équations linéaires relatives à dos problèmes de 
physique et de Mécanique; leurs intéi;r3lcs com - 
plètes s'expriment, ji^cnéralemcnt , par des séries 
d'exponentielles ou de sinus et cosinus , dont les 
ciposana ou les ares sont proportionnels nu 
temps; par la manière dont elles sont obtenues, 
nu est certain que ces expressions eu séries, des 
inconnues d'un prolilème, en renferment la solu - 
tion la plus fjénérale; il y a nii procédé uniforme 
pour déterminer dans i liaque cas les eut ffîcicns 
de ces .séries , d'après l'éut initial du système; 
après cette détermination , si l'on fait le temps 
éi;al il léro dans ces séries , on obtient des séries 
particulières qui re|irésentent les fonctions arbi - 
traires relatives k cet étal initial, mais seulement 
dans l'étendue du système, no« 614, 616, 616 

et 617 

Toute solution d'un problème dans laquelle on n'a 
pas vériGc , à posfriori, l'exactitude de ces der- 
nières séries, ou démontré, à priori, la généra- 
lité de l'intégrale en série dont on a fait usage , 
doit être regardée comme insuffisante, a» 618 

^ V. Fibratitms tranttwaaU* d'une tergê iUuii' 
qiu, page 324 

On énonce les diverses sortes de vibrations dont 
une verge élastique est susceptible, et entre les- 
quelles l'analyse a fait connaître des rapports 
que l'expérience a couGrmés , n» 519 



Equation du mouvement transversal, et conditions 
relatives aux extrémités , no 620 

Calcul du coefficient que renferme cette écfuation , 
dans différentes hypothèses sur la sertion trans- 
versale de la verge, n** 621 

Inté'^ralc en série de cette équation, n" 623 

DélerminatioD des coefficiens de cette série , d'a- 
près l'état initial de la verge, par le procédé in- 
diqué dans le no 610 ; formules du no 617 , rela- 
tives k l'étai initial de la verge; cas où elle doit 
prendre un mouvement de trauslstion ou de ro- 
tation , no* 52A et 624 

On démontre, dans le cas de la Ter^e libre ))!r ses 
deux bouts, la rc.Uité des racines de Téquation 
transcendante qui sert à déterminer les coeffi- 
ciens du temps sous les sinus et cosinus contenus 
d.ins l'intégrale en série, n" 526 

Condition pour (}ue la veri;e exccntc des vibrations 
isoc}iro:ics ; lesi différcns tons que la >er|;e libre 
{teut faire entendre, ilépendent des racines de 
ré([uution précédente; toutes clioses <raiHpur8 
C;^aies, il» varient nvcc la fi;;ure de la section 
transversale, et leur élévation est en raison in- 
verse du carré de la longueur; détermination 
des nœuds de tibratiom qui leur correspondent , 

no* 626 et 627 

Vibrations isochrones d'une verge encastrée par 
une extrémité, et libre à l'autre bout, no 628 

Calcul du nombre de vibrations correspondant nu 
ton fondamental et onx tons plus élevés , dans le 
cas de cette dernière verge élastique , et dans le 
cas de la verge libre aux deux extrémités , 

n ' r>2a 

Comparaison des nombres de vibrations transver - 
sales et lon;^itudinales d'une même vcr^e, w" 530 

CHAPITRE IX. Équation* et propriétés géné- 
rales dit moureiiit ut d'un systînic de corps ^ 

page 338 

§ I". Équation* génirales du mouvement , ibid. 

Combinaison du principe deP'Alembert et du prin » 
ripe des vitesses virtuelles, nO 631 

Elle conduit à une lurrnule générale, d'oti l'on dé - 
duira, par un procédé unilormc, toutes leséqua - 
timis tlilVéreiiticlIcs du mouvement d'un système 
de [idiiits maléricls , dont la liaison mutuelle est 
exprimée par des équations données ; ce procédé 
fera aussi connaître les tensions des liens physi- 
ques , et les pressions sur des surfaces ou sur des 
courbes données , qui auront lieu pendant le 
mouvement, no 632 

On indique l'usage de la méthode fondée sur la va- 
riation des constantes arbitraires pour la résolu- 
tion des équation» précédentes, n'5 633 

Cas où l'une des équations, qui expriment la liaison 
dos points du système , est une suite d'une ou de 
plusieurs autres do ces équations : exemple d'un 
problème indéterminé, quand on fuit abstraction 
de Textcusibilité des liens physiques, et déter- 
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us 



aSm6f qnHMl oa y ■ égatd, quelque petite qu'elle 
•oit, DM 634 et &36 

r«iaittl« «mlogw è ooll* do a* 889 , «I rétative 

aax changeroens brut^utt de vitesse , n» 636 
Consîdt^ration csseutielle à laquelle t! finctra avoir 
^arddaus les usages qu'oo fera de celle lormalej 
eo—ment on ticadn «mnpto, dam coite foraiolo, 
'}c reflet du frodrment peiulant la durée dc» 
cbangemeas brusquex^ ce serait uoe erreur d'y 
ioirodirin tôt «iirft dit/broMowl^e«^a»r«« , qui 
j êqêA éi^ eompri» i^plkitenenl, 637 

et 538 

Équations dillereatioilcs du mouvemeot de trant- 
IttioB d*an •yttèBte ontUrornoot libre, qoî toot 
cellea de son centre de gravité , no 639 

iquations différentielles du mouvement dc rotation 
éa même système; elles conservent la même 
fuvo, ooilqoo le eoaire danoofoment soilan 

point fixO} Oa<IV*U flOii le eentre de grnvitt; du 
système, au 640 et 641 

laa M—ei dca qaentildf de a e OT e awit de toos 
tae poiote d*aii eyilinM libre, «ohent trott axes 

rectangulaires , et leurs momens par rapport à 
ces axes, ne varient pas dans les cbangemens 
brooqoei de vitesse^ éqnalieoe do nonvenent 
ioitîal de translation et de rotation du système ; 

comment on peut les déduire des équations de 
cemouvementàuo instant quelconque, n»* 64a 

elMS 

On retroure, d'une autre manière, les rormiiles du 
n*» 409, relatives aux vitesses de rotation; lu 
«imilitude de la composttieo de eea vitciNS ot 
de la eoaapoaitîon des viletsea de translation , 

pcnt rrm(inirr à l'analo^i** ciitrf fii rnttii>osilion 
des momciis et celle des forces , n° 644 

I n. Xeâ» fMrelM du fwUitt «ëtittatimê, 

page 342 

Développemens en séries des coordonnées des 
points du système, et des espmsions des forces 
qoi Icor eeol eppliqudea , n» 846 

lormation des équations difTércntielIcs linéaires et 
du second ordre , d'où dépendent les valeurs ap- 
pochéesdes inconnues du problème, auxquelles 
vaieim on s'arrête toujours dans les questions 
dp re trurc ; le nombre de rcs équations, égol à 
celui des inconnues indépeadaotes entre elles, 
petti 8*<lever depuis un jusqu'è Iraia foii le nom» 
bre des mobiles; quand les mobiles sont daa 
points matériels en nombre infini, les équation; 
différentielles se changent en équations aux dii- 
léfeoeee partîellea , n* 646 

letégration générale do. ces équations différen- 
tielles ; conséquences qui s'en déduisent ; prùi- 
eijpe dê ta «MMiâUncê dt» petiitê McsBoMsas , 

n« 647 el 848 

Gu où les oieillatioBt eol lieo dana un ■ûli'-" rr - 



Autre lln'nTAnic gt-rf'ral, distinct du précédent , t-i 
qu'on peut appeler prmeip0 de ta tvptrpotiii*» 
dbepaÂiiaoMNeaeMM; applicatiem aombrcwea 
de ee fffiodpe, mm 881 et 881 



sistant, 



n« 64» 



Implea de le oposialeoce des petïtoi oseillallons; 

application du principe précédent au mouvement 
d'«a polnl peMnl mr un eUipiolde , n* 660 



im oMilve é§ gnfilt été» ta 9§Êttrw^ion des 

aireg , page 349 

Loi générale da VégaUii dâ taciiom à ta rèactioa, 

n» 668 

Mb*^ d^ la e«MM«eliMMdb oiaMeaMMtdii ecoire 

digravùi, fondé snr cette loi de la nature;oon* 
séquences diverses de ce principe, W* 664 
Dans le monveaeot d*un système de poiols qui ae 
•oat soumis qa^èleors actions aMilneUeB, les mo- 
mens do leur^ qiiantités dp nnijiiTern»*nt sont 
constans, par rapport à trou aies qui se coupent, 
•eii 8B on point 8xe , aoit an centre de gmvitd 
do système, soit en un point animé d'un mou- 
vement rectiJigne pt uniforme; le même tliéo- 
sèmea encore lieu , par rapport à un point fise, 

quaad lea niobilea sont, ea ooire, aoHîeilës par 
deeforeeadirigdeaTeraeepoiat, a« 665 , 666 

«t 667 

Détermiaatioa de moment principal de eea qoea^ 
titA do mouvement, et de la direeHea de son 

((>tp n* 568 

Dans le mouTement de rotation de la terre , ce mo- 
ment principal est indépendant du leHroidiaio- 
inentdu globe, des explosions volcaniques, du 
souffle des vents, etc. ; conséquence qui en ré- 
sulte relativement à la durée du jour , n» 868 

Autfo dnoneé dee Ihéorèmea pidcédeaa; frineipt 
dê la constrration dei aires , n» 660 

Théorème du ^an imvariabte, dans toute sa géné- 
ralité , a» 881 

Csage de 00 plu et d'une âroitt in9ariablt dont il 
est accompn jiié dan» le système solaire, 562 

Formules pour déterminer ce plan à un instant 
quelconque, en ayant égard ta mouvement de 
tratulation et au mouvement dc rotntion des 
corps célestes ; les termes qui proviennent du 
mouvement de rotation dépendent de la consti- 
ttttioa latéiieoro de oea corpa, et demenreront 
toujours inconnu? ; on fnit voir qu'en iiégliq'^ant 
la partie variable de ces termes, il n'en résultera 
«aoune erreur que lea ebservaliont paiaaent ja- 
meis rendre sensible , a* 888 

Formules du plan iavatiabloiiappertéee «n centre 
du solcU , n» 664 

^ IV. Prùutipu dêifertêi esea* «l de h moindre 
aeticn, pago 367 

Équation et éaoaed do principe des forces vives, 

v 888 

roTis(*q»!»>nccs immédiates de ce principe, n" 5flfi 
Calcul des forces vives dues aux forces qui émauent 
dee eeatroa flxea, eai ellreetiona et i^lalons 
nmlaellea ta corps da ayaléaM, et à lenrs poids, 

II* 607 
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Cm oà les forces qui agiuMl Mr let^pointe d*aa 

fluidr' sont IfMîrs aclions mutuelK";; j nrmi cr- 
forces , on ne dutt pas tenir compte de celles 
^*oa apinlle proprensnt fanêÊ m M e m bin s, 
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d'un axe iix« et soumis à l'attraction miifuellf 
da Ml piûals«D raison inverse du carre de i« dis- 
laMB,. pMBfn qoa h vitciM da tolalloa aa dé- 
pas«i! pns iinr rertnhie limite; en deçà de cette 
liojilc il y a toujours deux splatissemens de l'el- 
•^•«iM»! qni lépoadant àone vitesse donnée; 
au delà, li$gna dBplîqaaaM impossible; aiais 
ce n'est que quand on suppose l'aplatissement 
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liptiVia aait h aanla qyi caaTiaaaa k réquUibr«, 
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pression, 
n» 001 
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tris pen écarté d'une position d'équilibre : con- 
ditian gMala da la ftabUitd da cet équilibra, 
n<» 014, 016, 010 et 017 
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flottant , symétrique par rapport à une section 
vartiaBla; aseUlatians vaitiisalas da oenisa da 
gravité; os'-illntions du corps autour d'un axa 
passant pu ce point et perpendiculaire à cetta 
•aetian, bm ei8 al 019 

CHAPITRE V. De ta mesure des hauteurs par 
l'obiermtion dubarottiètre , page 390 

La pression boromtHrique est égulr nu poids de la 
colonne d'air supérieure ; sa diminution fera 
aannaltra la bautawr Tettlcsla da rdlévatian^ 

a° 020 

Masse totale de l'atmosphère comparée à celle de 
la terra ; limite de la hauteur de l'atmosphère ; 
décroissement dala lampératora b asesnva «ps^an 

s'élève BU-dessu3 tîr h terre, n» 621 

Manomètrs} usage qu'on pourrait faire do cet in- 
stmaiantpaar comparer les intansilés da h pa- 

sauteur à difl'éreutes latitudes , u» 622 

A température t-t:filf, !a densité d'un fluide élasti- 
que e5t proportionaelle à la prc&sioii qu'il 
éprouvo, ce qui eansliina la lai daJMwtfsM* 

n« 623 

Dsaga da cetta lai pour colctilet réUvation de l'ea» 
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dans aa« pomp^ , qii«ad il tm trouva àê Taif ao- 
d«Motu du pistoo , a» 0d4 

HUatetion égal» «t vaifonM 4« tein fu pir le» 

vajiciirs, pour rJes degrés é'^'am de trnipérature, 
metor^ tous uoe preuion constante par le thrr- 
momèira è air; codBeieol i» b diltittioo pour 
chaque degré ; ce coefficient, coanion à loM In 
fluides étaslique* , n'ett pas rigoureuiement 
constant , quand la température est mesurée par 
m tbeioranéli» k nereure ; équation qui donne 
la pression en fonction de la densité et de la tem- 
pérature; calcul du rapport de la pression » \n 
densité, dans Tair parfaitement sec et dans 1 air 
mnmoaimtm dlmoiMité, pour b teni|>àr«tnn 
séro, n"* 025 et 628 

l^uatioa d'équilibre d'une colonne verticale de 
TatuiMphère ; loi de la pression otdo b densité; 
on vérifie que le poids total do b cobnne est 
(équivalent à la pression inférieure, n« 027 

Mouvement d'un ballon qui s'élève dans Tair^ 



Formule pour lu mesure des hauteurs par Tobser- 
valion du baromètre; le coeflîcicnt constant de 
Citto fonnob a'accorde avec la moyenne d'un 
fmul nonlm dohonleiiM nmuHei trif onem^ 

triqtiement, n 629 

Modification qu'on doit faire subir à cette formule, 
iTapirét b remarque du o» 865 , quand on veut h 
foire servir k calculer U hmteor d'un lieu ou- 
dessus dn niveau de b «mr ; nempb de ce caU 
col,. na 

Vennub noim eueto, nab ploa rtople que b 
précédente , et qui suffit aux usngcs ordinaires^ 
comment on peut substituer à Tobservatioa du 
baromêlra, eelb dn degré de fAtullitton de Teen 
k différentes hauteurs , n° 631 

Eemarqoes relatives à la densité el à la force élus- 
tique ou tension des vapeurs; formule qui donne 
b denailé de l'air moaillé } d*apria b tenaion de 
la Tapeur quMl renferme, el ta denaité de Pair 
parfaitement sec, n« 632 

Ceâipnraiien de Telinoiplière aqueuse qui se for- 
merait , si nom atnioiplière n*«aiatait paa , k b 
quantité de vapeur d*eatt quo notre al 
peut contenir , 



duites par relies de la denaité, aaM que b quan- 
tité de chaleur varie, n» 0S4 
Déflnition de b chebnr apéeiflqne , toit k voloaM 

constant , soit à pression constante ; équation 
aux différences partielles d'où dépend b quan- 
tité de «Ibbar en fonction de b preiaion et de b 
denaité, n» 036 

Expérience pmpre k déterminer raccroissement de 
température d'un gas , correspondant à une pe- 
tite oondemation aena perle de ehaleor; ealeni 
numérique de cet accroissement de température, 
i|ui peut auasi se déduira de le viteaae dn ton , 

n« 63« 

tteaaauaicet accroiaaament de tempéretare est lié 

BU rapport des deui chaleurs spécifiqiTP^ dn .'m; 
valeurs différentes de ce rapport, données par 
Teipérience j on le regarde eeuMBe indépendant 
de la terop^tnre al de b praaa i on dans Tair al» 

mospln-nque , ftr57 et 638 

intégratiou de Tcquatiou du n'* Oââ, dans 1 liypo- 
tÛae de ee rapport eonabnt ; loia de b praaaion 
et de Im température en fonctions de la densité, 
quaud b quantité de chaleur est invariable. 



CHAPITRE VL Ha le /Sme élbal^ H de là 
chakttrJe»^, pige 409 

Caa eft Ton a beaein de cennattre ba varbtiona de 
b picaaUNi et de b températare d'un gai, pro- 



Bipresaîon deb quantité deohalmu en fonction de 
In température et de la densité, dans Thypothéie 
que U chaleur spécifique du gai est indépen- 
dante de la température meanrée par un Iberme- 
mèln k air; chaleur spécifique en fonction de la 
pression ; application à Tair atmosphérique ; 
rapport des quantités de chaleur perdue, par 
m néme v^nne d*air, aena diférevtae p re a 
aiena} ce rapport eat ee^Rmé per Peipérience , 

n° 040 

Applieatieii dea fomnles précédei^ k b vapeur 
d'eau ; remarque rebtîYe ans veèUnes à vapeur 

à hantes pressions , n»» 841 et 648 

Mouvement du piston dans uoe oiachine à vapeur ; 
ébt de b vapeur k un inatant quabeoqee; 
calcul delà force vive produite par la chute ou 
l'élévatioa du piston } d^tmia de b vapeur , 

n» 64S 

La force élaaUqne du mébnge de plosieura gaa eat 

é^ale ît la somtno des forrf<j «Mastiques de ces 
fluides; équation qui déternùne la chaleur spé- 
diiqua dn mélange , d'après celles des gas mé- 
langés, en proportion donnée; le rapport dea 
clialenriî ïpi'TifMitifs îi pri"»<iion constante et à 
«nluuie constant , ne peut pas être indépendant 
de b praaaieo dana ba gai mébngéa , n^ 644<|^ 
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CHAPITUE V^. /:quatioHi généralet du mou- 

tmtent des fluides, P^ÎT® ^^"^ 

Oliiet de l'hydrodynamigut; ob&erTation relatite à 
k propriété caractéristique dfli fliridetf nir la- 
quelle sont fondées le» éqmtiimt gén^lea de 
Téquilibrc de- flnidt^s ; comparaison entre celle 
propriété et U loi de Mariai te; on admettra, 
dras e« Imité, que cette {propriété ■ liev dans 
rëtat de meavemenii w 646 

Eipre«»ion5 des cftmposanlps de la vitesse du 
ilaide, en un point et k uu instant quelconques j 
MefoisMaieoi infiDiaieiit petite de cei coinpo» 
aantcs pouf un même point du fluide; accrois- 
eemeatde la densité, et, généralement , d'une 
fepclieQ quelconque du tempe eldw traie eoor- 
domiéee conciddréeB «nuM dee fondione da 
temps, n» 047 

fiqutiooa différentielles du mouTcmcntdes fluuics 
qui ae dddnieent de cdiee de leur dqailibre , par 
le ptiactpe de D^Alembert} équation relative à la 
snrfncc libre d'un fluide en mouvement , n-^ 648 

Quatrième équation du mouvement des fluides j sa 
dëoeBDpoeitiea en dem entrée, deae le cas dee 

liquides; valeur de la pression en fonction de la 
température et de la densité | dans' le cas des 
iuidea élastiques , n*» 649 et 650 

Dfene im liquide en moaTmeol dont le tempéra- 
ture rartf fi'nn point à un autre et avec le temps, 
ia distributiou de la chaleur dépend de la même 
équUon que dem un eerpeedidebélcrogéne j 
dans un fluide éhfltîque, cette équation doit 
ftr(> remplacée pernneenife) donton indique la 
funaatiuit, u" 651 

On etpliqne peurqnoi le qmtriime éqnetioa dn 
mouTeraent des fluides s'appelle équotionde la 
«mtémuitéi exemples de moofemeaa dans les- 
quels elle n'a pas lieu , n» 652 
Cenditiene rdetives le raperficie des Iluidce, que 
l'on a coutume d'a jouter nui (équations de leur 
aouvement, dans les différeus problèmes d'hj- 
imique, vfi W8 
Dn dea équations du mnuTement des fluides 
à un moindre nombre et à une forme plus sim- 
fi»f dans un cas très étendu , no 654 
On démontre, «n fMrat, que si le eonditîon né- 
cessaire pour que cette réduction eitUcu, se vé- 
rifie à l'origine du mouTement, elle seni sutis- 
faile pendant toute sa durée, u"» Qùô 



Uouvement d'un liquide qui tourne, tans cbanc;cr 
de figure, autour d'un axe fiiej on relrou?c, 
d*epide lea équations géoâ'elee de rhydredyne- 

mifjiir, l'rqnntion rlri la surface qu'on ayait Aé- 
duitc précédeuimenl (n° 590) de l'équilibre des 
forcée ocnirifuges , jointes eux fofeee motrices 
des peints dn fluide, n 



CilAFITRË II. De la propagation du son, 

page 4St 

iddicatioQ des ouTragesoû l'on trouvera lesprin- 
eipaitt réraltets qui ont été déduits, jusqo*k pré» 
sent , des équations généralee dn mouvement des 
fluides, n» 657 

Équation générale em différences partielles, d'où 
dépend le théorie du son , dons le supposition dn 
n»664, qui convient enz deoxees particulicrg 
qu'on va considérer, n" 6ô3 

Ces où Vmu «ai contenu dene un tuyau cylindrique; 
le mouvement est le même que snivant ia lon> 
gucur d'un» vcr{;e élastique ; comment les diffé- 
rens tons d'un instrument à vent peuvent servir 
è déterminer le rapport des eheleore spéoifiqnee 
& volume constant et sous une pression constante, 
pour les difl'à'ona gas que l'on fait vibrer dans 
cet instrument, n* 660 

Pmpegntîon dn son k l'air libre, dans le eae où la 
mouvement est semMaMe en tons sens autour 
du centre de rébraniemcnli intégration, sous 
forme finie , de féqnetîM veletife à ce mouTO- 
raent; détermination des deux fonctions orliî- 
Iraires qu'elle renferme , n"* 600 et 661 

La vitesse de cette propagation est la même que 
dens un tvjen cylindrique; intensité du son h 
une grande distance du lieu de l'ébranlement; 
elle dépend , toutes choses d'ailleurs égales, de 
la densité de l'air en cet endroit; à quoi l'on doit 
ottribner , suivent Enler, la différence d'une syl* 
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exemple de cet effet ; ces diverses causes détmi- 
sent totalement la force vivo, et fioisseoi par ré> 
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ves des points rl'ii'if; machine; équation résul- 
tante de la combina tson de celle des forces vives 
dues aux vitesses absoluca, et de celle dea forces 
vives dues aux vitesses relatives; autre équation 
qui se déduit de la précédente dans un cas parti- 
culier , et qu'on peut regarder comme évidente 
cnelle-mtee, n»s 004 et 008 
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Cet oumge pouvaDt seirir à l'enseignement » j'aî dû entrer souvent 
dans des détails minutienx, et suivre, pour l'exposition des malîèrcs, 

roidre le plus propre à en faciliter Tintelligence. La marche que j ai 
adoptée est celle que l'on suit maintenant dans les coin s de Mécanique de 
l'École Polytechnique. On s'en formera une idée précise, en parcourant 
la table analytique des matières à la fin de ce volume. Je me suis 
aossî attaché à multiplier les exemples nécessaires pour éclaircir les 
théories générales; ceux qne j*ai choisis ont été pris, surtout, dans 
l'Astronomie et la Physique, et quelques-uns dans l'Artillerie. 

Sa destination principale est de servir d'introduction à un Traité dê 
Physique math(niati(jnc, dont la Nouvelle tlièoric de l'yiclion capillaire^ 
que j'ai publiée il y a nn an , est déjà une partie; les autres parties se 
composeront des diflérens Mémoires que j'ai écrits, soit sur l'équilibre 
et le mouvement des corps élastiques et des fluides , soit sur les fluides 
impondérables , et que je me propose de réunir et de rendre aussi com- 
plets qu'il me sera donné de le faire. 

On trouvera , à la fin de l'ouvrage , une addition relative à l'usage du 
principe des forces vives dans le calcul des machines en mouvement 
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INTRODUCTION. 



1. La matién est tout tm qui pcat affecter no» 
aa» ifkine moniére queloenque. 

l es corps sont des portions de matière liroïtées 
ea tous sens , et qai ont y par conséquent , une 
/ôfw tA va v o k uM dAerminés. On apelle maê$» 
iN» oorpt, !■ quantité d« iMtièn dont il est 
composé. 

Vb point muOàriêl est on corps infiniment (>etit 
dans totttct aes UîmeDsiimt ; en sorte que la lon- 
gttCnr de toute ligne comprise dans son intérieur , 
est infiniment petite, rV-ît-fi.ilirc , moindre que 
toute longueur qu'on puisse assigner. On peut 
ttfgÊCtitf un eerpt d« ddaenstoiu flniet, comme 
un assemblage d*nne infinité de points matériels ^ 
et sa masse comme la somme de toates leurs 
Mitifi iofiniment petites, 

S. Vo corpaeitaa MMwaMHf, loiaque ce corps 
o« »es parties occupent stippcssiremcnt différens 
lieux dans t'espace. Mais ïtipae» étant infini et 
partMot identique, Doua ne pouvons jager de Pélal 
do mouvement ou de repos d^un corps, qu^en le 
comparant à d'autres corps ou à nous-mêmes ; et , 
pour cette raison, tous les mouvcnieos que nous 
observons sont néeossaironwnt des monvomens 
relatirs. 

Tous les rorps sont moi»^; mais la matière ne 
s« netit j.Huais spontandmanl ; car il n^ auiait 
pas de raison pour qu'un point matériel se dirigeât 
pliîtot tl'nn côté que de l'autre; et, en effet, si 
nous considérons un corps ii Tinstant où il passe 
da Télat da raposi Tétat da mouvement, nous 

reconnaissons toujours que ce cliangemcnt est dû 
à l'action d'une cause étrangère ou sans laquelle 
nons aoocavons qua ee corps poumit d'aiUettn 
aaiater. 

On donne, en génét.i]. If nom fie force à la rause 
quelconque qui met uu corps eu mouvement , ou 
aatilsoient qui landè la numvoir, lorsque son effet 
asi anipandn on ampèdid par ma autta canta. 



3* Lorsque plusieurs forces sont appliquées à la 
fois I nn mêma aorpa, ailes sa modifiant récipro- 
quement, en vertu de la liaison ([ui eiiste entre 
se* parties, et qui les empêche de prendre le mou- 
vement que tend à imprimer à chaenna d*alles, la 
force k laqnalla alla est soumisa. Il pant nÂna 
arriver que ces forces se détruisent complètementf 
de sorte que le corps ne prenne aucun moova- 
ment : on appelle éfittUirê cet dtal partieviiw 
d'un mobile qui reste en repos quoiqu'il soit 
sollicité par plusieurs forces, ou 3utreniant| on dit 
que SOS forces se font ^quiUùre. 

la Méemtpm est la soianca qui ftatla da rdqnl- 
libre et du mouvement des corps. La partie dont 
le but est , en général , de découvrir les conditions 
de réquilibre, se nonasa Atf^na. On appatla 
Dynomiqm i'autra partîa, qui a panr objat do 
déterminir le mouvement que prend un mobile, 
quand les forces qui lui sont appliquées ne se 
font pas équilibra. 

Les géomètres étant parvenus , comme on le 
verra dnus U suite, à réduire toutes les question* 
de mouvement k de simples problèmes d'équilibre, 
il serait naturel d'ci poser d^abard la Statique 
entière et ensuite la Dynamique; mais, pour faci- 
liter l'intelligence des matières » il s paru préfé- 
rable, dans ransaignanaant, da s*aeettpar da la 
partie la plus simple de la DyoâiBÎque, avant do 
considérer les questions fient^rales de l'équilibre. 
C'est cet ordre que je suivrai dans cet ouvrage. 

4. Il y aura trais ahaaas fc eansidérar dans nna 
force agissant sur un point nuilériel : l.i position 
de ce point , l'intensité de la force et sa direction , 
c*est4-dire, l'espace rectiligue qu'ella tood h 
fairo parcourir à son point d'applioation. Toute* 
fois, on ne doit pas confondre un point matériel 
avec ce qu'on appelle un fomt en Géométrie , où 
oaniaidérignaPaiitrdBilédVMia ligne, ouTinlar- 
•action da deui Kf naa qw aa oonpant} Paspaca , 
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que |>urcourt un point naatàiél a*Mt pu DM pim 
une ligne privée de âenx dimensions; mais m 
corps étant infinimenl petit en tous senS| et la 
largeur et TiSpaiaieiir de rcspaoe que la forée tend 
& lui faire décrire , étant uussi innniment petitci, 
ondéterinifieni a« potition et la direction de cette 
fevce, de le nêne leeniire que Ton détermine la 
peeitie« 4tm peint et k direction d'une dteile en 
Géométrie. 

Ainsi, d'obord, ta position dans Teepeeei du 
peint d'application d^uneforee, te déternioefa , pi> 
^éncru], au moyen de ses trois coordonnées paral- 
lèles aux intersections de trois plans rcctangu- 
leires} ce qui, comme on sait, ne laissera aucune 
iadécMioni quand on anre égard , en même tenpi, 
au signe et & la grandeur de LhafjiK; cnnrdonnée. 
Quclquefoia aussi, nous emploierons les coordon- 
nées pelairet , aevoir : te rayon vecteur du point 
donné, ou se distance à leur origine, l'angle que 
fait ce rayon Hvec une rlrnitp fue menée par cette 
origine, et Tangle cunipri» entre le plan de ces 
denx droites et nnptan fixe passant per leseoonde. 

5. Les forces ne peuvent se nesnrer qu'en pre- 
nant pour unité une force ronvonue, et en expri- 
mant per des nonii>rea les rupports des autres 
forces à celte unité; ee qui exige qoe l'on défi- 
nisse , d'une manière précise, ce que l'on doit 
entendre par une force égale k une autre, et par 
nntt fonse doidUe, triple, qnedruple , . . . d'une 
entra, indépendemnent de le nstnre particnlièn 
de ces diverses causes de monvenifnt. 

Deux forces sont it/alts lorsqu'élaut appliquées 
un sens contraire l'une de Pantm , k nn même 
point matériel ou ù deui points liés par une droite 
iftti ne peut changer de longueur) elles se font 
équilibre. 

Si , après avoir reoonnn que deux fetees sent 

égales, on Irs ippli pie dans la même direction à 
un même point, on nura une force dovUê ; si Ton 
réunît oinsi trois forces égales , on aura une force 
triplé; si Ton en réunit quatre, on ensa une force 
quadruple; et ainsi de suite. 

Lors donc que nous dirons qu'une force, appli- 
quée i nn point matériel , est nn oertain multiple 
d'une autre force, il faudra entendre quo la pre- 
mière peut être rep.irdéc comme formée d'un cer- 
tain nombre de forces reconnues égoles à In se- 
oende, «t egismutdans une même direction. C'est 
de cette manière (juc tes force» deviennent, quelle 
que soit leur nature particulière, des quantités 
mesurables que l'on peut exprimer par des nom- 
bras, comme toutes les antres sortes de quantités, 
en les rapportant « nnr tnirtt- fîr leur espèce. On 
peut aussi représenter leurs intensités par des li- 
gnes prn|)ortionnellesà ces nombres, que l'on porte 
sur leurs directions, à partir du point où elles sont 
appliquées : rn <|ui a l'avantage do simplifier Té- 
noncé des tlitiorëmei. 

6. 1m poMils d!e|^icBtjott des forces et lenrt 
inCenaités étcnl einti déterminés , il ne nous reste 



plus qu'à nous occuper de leurs directions. 

Soit M ffr ;. 1rr^^ le point d'application d'une 
force; rcpié^cnlons sa direction pur In droite MD, 
de nmnijbv i|«ie cette force tende k faira oTancer 
le point M , de V vers D; par !' ] n t M menons 
trois axes roctnn;;uloircs HA , MU , 9IC, qni seront, 
en général , jiarallèles aux axes des coordonnées , 
et dirigés dans le sens des coordonnées positives ; 
désignons par », f , 7 , les anL,'tps oi^us ou obtus 
que la direction ID fait avec ces axes , de sorte 
qu'on eit 

A1D = *, B]U) = C, CHD = yi 

je dis que cette direction sera complètement dé» 
terminée (piand ces trois angles seront donnés. 

£n eifet, en ayant seulement égnrd aux deux an- 
gles ■ et C, il faudra q«e la ligne MD se trouve i le 
fois sur deux cônes droits , dont le sommet com- 
mun est nn point W , et qui ont pour axes Im 
droites HA et UB. Il fttudra donc que « et C soient 
tels, que ces deux cAnes puissent se couper; ce 

qui aura lieu iilors suiv.int deux arrêtes situées 
dans un même pian perpendiculaire au pbu AMB, 
et qui feront, avee TaselC, deux angles supplè- 
mens Tun de l'autre. La droite XD pourra dono 
encore avoir deux positions ilill'crentes ;mnis l'on- 
gle -y étant aussi donné, on saura s'il est aigu ou 
obtus , et Ton pourra elwisir entre ces deux posi« 
tions celle qui convient à la direction du U force. 

Cette eonstruction montre, eh outre, que les an» 
gles « , C, y, ne peuvent pas être pris tous les 
trois an hasard* Il existe cffeelivement outre les 
cosinus des angles qu'une même droite MD fait 
avec trois axes rectangulaires, une équation 

CMS cet* C -1- si, (1) 

que l'on démontre en prenant sur la droite HO , à 
partir du point nue ligne ^ale à l'unité, et 

formant un parallélépipède rectanj-le, dont cette 
ligne soit la diagonale, et qui ait ses trois côtés 
adjacens sur les trois axes MA , HB , HC. Ces trais 
cotés seront les cosinus des angles « , C, y; et la 
souune de leurs carrés devant être égale ou carré 
de la diagonale, d'après un théorème connu, il 
en résultera l'équation qu'on vient d^éorira. 

7. On adoptera, dans ce tr.iilé, lu division de la 
circonférence en 360" , du degré en 60 minutes et 
de la minute en GO secondes. La lettre ir sera con- 
stamnsent employée k représenter la demi-cirow- 
férenco , dont le rayon est égsl k l'unilé ; de sorte 
que l'on oura 

us 3,141692(1... 

l e quart <lc l,i circonférence répond à l'angle 
droit ou à l'ongle de 324000"; il s'ensuit que I,1 

I longueur de l'arc correspondant à un auj^le d'un 
nombra qneleonquo n de seeondes, sera le <|tta- 
trième ternie d*ane propcftion, dont le* trois 
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premiers seront 1/3 v , k et 324000^'. En iH#»gnM< 
cette longoenr par «, ilenrétullen 

fi 

* 200284,8 . . . ' 

Le legorilhoie «rdtnairc de ce diviieur ooutaat est 
6,3144261. 

Dons les calculs numérique», ce sont les arcs 
ainsi calculés qu'on devra employer à la place des 
•sglct qai ne f enml pai eompria tam hs tignsi 
Irigcnomt'triqoes sin, ca$ , tamg. 

Pour qu*on puisse, au moyen des angles », C, y, 
représenter la direction d'une force dans toutes 
les positions possibles autour de toil point (t*a|iplt> 
cation , il f.itiJra et il suffira qn'iU s'élcndent de- 
puis séro jusqu'à 180» inclusiTement. Si, par 
«temple , Taxe ■€ est an-dcttu du plan de deux 
autrca axes MA et HB, Pangley devra être plot 
|.»-tii ou plus -rntid que 00<» , selon que la droite 
MU sera située au-dessus ou au-dessous de ce 
flan; il aera i^o quand la direction HD roîneidcra 
avec BC, et éj^nl à 180" <|unnrl KD coïncidera ateo 
le prolon;remcnl MC de SIC. Les cnsinn* df », C, y, 
pourront doue être positifs ou uégalils j luuis leurs 
ainna «eront tonjoura paaitila, puisque eea anglea 
ne dépasseront jiiniais ISO^. 

Eagéiiérol,sinoiu considérons le proloiu'cmcut 
IV de la droite quelconque ID, il est évident que 
las angles qu'il fuit avec les trois aus sent anp|ilé> 
nensde», C y y. En faisant done 

WNMaureu 

eof'aa— eo t n, ces C'=weos oos y^=s— eos y\ 

d'en il snit que les dbecUons de deux forces q u t a g i t- 
senten sens contraire sur un ntënu- point H, Tune 
suivant MD , Tantre suivant MD', se distingueront 
l'une de l'autre |wr les signes des cosinus des an- 
gles qui leur correspondent. 

8. Au lieu des trois angles « , C , y ^ liés entre 
eus par l'équiition (I), on pourra n'employer qne 
deux an};les indcpendans l'un de Tautrc , pour tiu- 
twminer la direction d'une finree. 

En elTcl, soit ME la (irojection de sur le {«l.in 
ABB; appelons X l'angle que fait cette projection 
arec Pose MA , d« sotte qn*on eiC 

AlB=^ 

lorsque cet angle i sera douné , il fera connaitre 
la pooition dn plan CU , et Tangle y aebèvem en- 

stiite de déterminer relie de la droite MD comprise 
dans ce plan, il faudra que l'augle t soit compté , 
à partir do MA , dans un sens convenu , et qu'il 
paisse s'étendre depuis léro jnsqa*à MO* ; Tan- 
gle y ne s'étnndni tn^jonn que dapnis léro jus- 
qu'à iSOo. 

ia projectino snr le plan AOdt la diafanalé du 
penilëUpipédn ptéeddemment indiqué(na 6) sem 



le cosinus de Tangle NB, on égale à stn. y. Si 

l'on projette de nouveau cette projection sur l'aie 
MA , cette seconde projection se déduira île la pre- 
mière, en la multipliant par ces 1; elle eelncidera, 
d'ailleurs , ovec la projection de la diagonale du 

parallélépipède «ur r«! même axe MA , et scro , 
cooséquemmcnt, e^aic ii cos par conséquent, 
onnuia 

ooi « = sin> eotJ'. 
On tronvera de même 

ces C=:«tnysin#; 

et ces deux formnles serviront ft traniFormer les 

équations où l'on aura fait usage des angles «, C, 
y, en d'ntitres où l'on n'emploiera plus que y et f. 
On vérittc iramédiatentent qu'elles satisfont à l'é- 
quation (1). 

0. II existe une nntrc «'qnntion qui comprend, 
comme cas particuliiT, cette équation (l), et qui 
nons sera souvent utile. 

Vnnr ia former, aolenl x, y, t, les coordonnées 
d'un point quelconque H ((î(;. 2) rapportées aux 
trots axes rectangulaires Or, Oy, Os. Appelons r 
son rayon vecteur OH » et • , C , y , les angles ai- 
gus ou obtus que fait ce rayon avee Ica trois ases, 
de sorie qu'on ait , par esemple, 

eOlssy. 

Si Ton iibnisse du point M une prrpcndiculuirc HN 
sur l'axe Oa, In droite OIV sera l'ordonnée », 
et dans te triangle rectangle MOIt , on aura 

M =rcos 

on trouvera de même 

ysfcosC| g ssstr CMm, 

Soit M' un mitre point, et désignons par x', ^, s', 
r*, C, y\ SOS coordonnées, son rayon vecteur et 
les unL;les relatifs è cette droite; nous aurons aussi 

x — r'cos»', y'=r'cosC', j'sr'cosy'. 

Appelons « la distance MM' i on aura , comme on 

sait , 

et si l'on représente par i l'angle MOM'i on' oura 
en même tempe 

n* =f« -f.r'» — Srr' cos i, 

dans le triangle dont r, r*, sont les trois côtés. 
A cause de 

a* -|- y» r.' = r» , x > -f- y r'» , 
la pruuitcre valeur de u* est la même cliose que 
«» = r« + r»» + jy' +«' )} 
en la comparant ii ia seconde , on en conclura 
rr' cos •=:«#' ^ yy' +*e'j 
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pt si I on niTistiluo dans cette éqtiation les v-ilnir-? 
précédeiiles tle jt, y, i' , y' , , il en résuitcra 

cot «ssco* « cos •'•4>câs C cos C-^cos > eosy ; (2) 

ce quMI s^agissait de trouver. 

Lorsque les deux droites OM et OM' coïncident , 
les angles «'^ C, y\ sont les mêmes que C, y, et 
cette fomntese rëdnità Téqnilioii (I). Qaand ces 

deux droites sont perppndirulTirrs Fana à l*ratre , 
on a I = 9Uj, et par con»équciil 

ooa «cos a' -4- cos C cos C 4* ~ 

En mettant dans lt»s valeurs de y, 1, celles de 
cos « et cns C, qu'on a trouvées dans le numéro 
pidoédent, onanni 

# = r f in ^ cos y = r sin > sin « =r r cos y\ 

formules dans lesquelles les trois variables 

font le« Iroia coordonnée! polaire* dn point M, 

telles qu'cllea ont été définies dans le n" 4 , et qui 

serviront, fiar (■0!is»'qm;nt , à Ir^Tîçformer les coor- 
doiiuccs rectangulaires en coorUouuées polaires. 

10. La oonsidéraliondetprojectiona dont on s^est 
servi dans le n» 8, sera sauvent employée dans cet 
ouvrage; il convient donc d'eapoaer ici leor» pre- 
miers principes. 

La fnfêetùm d*one droite enr une entre droite 

est In partir de retie-ci qui est comprise entre les 
pieds des perpendiculaires abaisaëos des deux ex- 
trémitdi de la droite projetée. Ainsi, le> diffé- 
rences x' — X, y' — y^x'—'M, des coorddmiées 
extrêmes sont les projections delà droite MM' sur 
lea axes des s, y, m g itt d'après la première valeur 
de «■ t ta aonime dei oarrét des projeetiona d*one 
même droite sur les trois axes rectani;uluires est 
éjîolc ou rarré de celte droite. Si la droite projetée 
et uollo sur laquelle ou la projette suul diius uu 
même plan ,1a projection est égale et parallèle k la 
Ijase d'un trionplc reetaiigle, dont la droite pro- 
jetée est Thypoténuse j en sorte que si l'on désigne 
par I la longueur de cette droite , par n celle de sa 
projection I et par i Tangle de ces dens droites, 
ont 

X — / cos i 

La projection d'une surface plane sur nu autre 
plan , est la partie de ce plan terminée par la pro- 
jection da contoor de le surface projetée , c^est-à- 
dirc, par la courbe que forment les pieds des per- 
pendiculaires abaissées du tous les points de ce 
contour. Or, l'équation précédente subsiste encore, 
si l'on j met k la place de / l'aire de la surface pro- 
•rléf, et iiii lieu de x l'aire de si projeetiou; 
i eiaiU aiurs l'inclinaison d'un pian sur Tautrc, 
pour laquelle on peut aussi prendre Tangle com- 
pris entre les perpendiculaires n ces deux plans. 

£0 effet, décomposons l'air de la surface projetée 
«n élémens d*une brgenr infiniment petite et per- 
pendiculaires à rinteraeelion de son plan et de ce- 
lui m lequel on la projelle { la projeelioa de 



rTrnqiie élément Bcrii é^jalo l\ tel t'Iément raulli- 
piié par le cosinus de leur inclinaison mutuelle i 
par conséquent , cette inclinaison étant la même «t 
égale è i pour tow lea élémens , la sonme delenra 
projections , nu x , sera égale à leur somme, ou h 
l'aire totale l multipliée par cos s'; ce qu'il s'agis- 
sait de prouver. On conclut de là que le carré du 
l'aire d'une surface plane est égal 0 la somme dei 
carrés de ses projections sur trois pinns re(-t.inç;n' 
laires, en prenant pour l'inclinaison sur chaque 
plan Tangleque fait In normale à la aorface don- 
ner- nver les perpendiculeirea à ce pkn, et ayant 
égard à féquation ^1). 

11. Ijirsque dans une question, on considérera 
un système de forces paraltètea , on pourra suppo- 
ser que l'un des trois oxes rectan:;ulaires n\ , 
MB, lie, (fig. lr« ), leur est aussi parallèle. Alora 
deux des trois angles C, y, les deukdemiera, par 
esvtmple, seront droits pour lotttea cet fbreea; et 
l'équation (1) se réduira à 

CM* • S= 1 i 

d'où l'on tire « 0 mi » — ISO'^. 

Oc cette manière, la direction de cbaque force 
serait fixée, en disant qu*elle fait avec Taxe lA un 
angle nul ou un angle de iSO^j mais dans ce caa 
particulier, il sera plus simple de déterminer cette 
direction par le signe de la force, en regardant 
comme positives lea fproes qui egiasent dans un 
sens , et comme ndgatîTca cellea qui eginent dans 
le sens «>]>posé. 

Au reste , le cas des farces parallèles sera le seul 
où nous considérerons des forces positives et des 
forces négatives ; dans tous les autres cas , les ijuan- 
tités qui représenteront les grandeurs des forces, 
dons le calcul , seront posilivcs , et la variation do 
signe ne tombera que sur les cosinus des angle* que 
leurs directions font avec des axes fîtes. 

12. Ce qui précède renferme les définitions pré» 
liminaires, et des détails suAsanasur la détermina- 
tion des grandeurs et des directions des forces; 
mais, dans cet ouvrage, j'cmploiemi exclusive* 
nient ta méthode des infiniment ^iita; c'est pour- 
quoi il est néceuaire de rappeler, dans cette ittlro» 

ductlon , les principes de l'Analyse infinitésimale , 
et parmi lc> formules qui s'en déduisent le plus 
immédiatement, celle* dont noua pourrons avoir 
besoin par ta aoite. 

Un infiniment prtit est une grandeur moindreque 
toute grandeur donnée de la même nature. 

On eal conduit néoeasaiiement à Tidée des iuft> 
niment petits , lorsque l'on considère les variations 
successives d'une grandeur soumise à la loi de con- 
tinuité. Ainsi , le temps croit par dos degré» moin- 
dres qu'aucun intervalle qu'on puisse assigner, 
quelque petit qu'il soit. Les espaces parcourus par les 
différcns points d'un corps , croissent aussi par des 
infiniment petits j car cbaque point ne peut aller 
d'une position à une autrUf aana truvcrsor ioutcs 
les fUftitient intemédiaimj et Ton nu Murait aa^ 



Digitizeo lj 



IHTHOBUCnOll. 



7 



•igacr racnne disUuice , aussi petite que Ton tou- 
ëm , entre dcax positions successives. Les infini' 
iDciit petits ont donc une existence réelle , et ne 
ca«l pte MaleaMot nu moyen dWattigtlioB um» 
ginë par les j;<*oméfrc$. 

Un infiniment petit peat être double, triple, 

qMdniple , d*mi airtra: les «{oanlitib infini- 

mcnl petites ont entre elles des rapports quelcon- 
ques, dont la détfnninatinu esttin objet efsenliel 
de l'Analyse iniinitôsiniale> 

Sin d > MmtdM infiniment petit», et qno !• 
rapport Jv hh a soit ::u$^i infiniment petit , & est ce 
qu'on appelle un in&ntjnent petit du second ordre. 
Rar exemple , la eorde d'no atc de cercle étant lup- 
pofée infiniment petite, le sinus vcr^e du même 
•rc est nn infiniment petit du second ordre, puis- 
que le rnpport do sinus verse à la corde est toujours 
le même que celai de le corde en dJemétre , et de» 
vient, par conséquent, infiniment petit en mémo 
temps que le second rapport. 

De même, b étant dejii un infiniment petit du 
eeeend ofdre, si Ton suppose que le rapport de e à 

t soit infiiiimCTif petit <in prpmifr ordre, on appel- 
lera e un infiniment petit du troisième ordre j et 
ainsi de snite. 

I! suit do U qu'un produit composé d'un nombre 
■ de facteurs infinimi-nt [ictits du premier ordre, 
devra être rangé daa» la clauedes iniïniaicot petits 
dolVMdivis. 

L*aire d^one surface infînituctit petite dans tou- 
tes ses dimensions est au moins nn infiniment petit 
du second ordre ; car elle est moindre que le carré 
do la droite la plus losfne qu*on puisse mener d'un 
point il Tin autre de son eoutnnr, laquelle droite est 
infiniment petite, par kypotliése. On verra de même 
qu'un Tolome dont toutes les dimensions sont in- 
finiment petites , est au moins nn infiniment petit 
du tr"i«,iéfT!^^ or<ire , puisqu'il est moindre que le 
cube de U plus longue droite menée d'un point à 
■a antre de se superfleie. 

Cela posé , le principe fondamental de l'Analyse 
infinitésimale consiste en ce que deux quantités 
finies, qui M diffèrent Tune de rentre que d*un 
infiniment petit, doivent être regenMes comme 
égales, pnisqu^nn ne saurait assigner entre elles 
•ucuoe inégalité , aussi petite que l'on voudra. 

U en sera de mémo à Td^rd do dons qnantità 
idtaimeot petites du premier ordre , dont la diffé- 
rcDce est infiTiimeTit petite du second ordre, et, 
g^iéralesneut, a i égard de deux tnfinement petits 
dTmi ofdto queleonqne, qnl no diflSront Ton do 
Taotreque d'un infiniment petit d^un ordre supé- 
rieur : on les considérera commo des quantités ri- 
goureusement ^ales , et leur rapport, comme égal 
4Mld. 

1 ( û + ) — Fa =fal, , 
r(o+i, -f.*, ) — F(o-h ^. 
F(a-f-/. -f-/, +h )-F(« 



On énonce encore ces principes d'une autre ma- 
nière, en disant qu'il est permis de négliger dons 
un calcul , sans crainte d'altérer aucunement les 
risnllats, soit les infinioMut petits ajoutés à des 
quantités finies, soit les quantités infiniment pe- 
titra d'un ordre quelconque , ajoutées à des quan- 
tités d*un ordre infërionr. 

13. La diffinnUéllê dbr d*ttne variable indépen- 
dante X, est l'accroissement infiniment petit qu'on 
allnliueà celte variable j la ditTërentieile dy d'une 
fonetioa y de «j est l'aeeroissesMut oetrespoodant 
de cettr fnnrtion, réduit au même ordre de jjrau- 
deur que celui de la variable indépendante , par la 
suppression des infiniment petits d'un ordre supé- 
rieur; d'où il résulte que cette différontiello djf est 
toujours de la forme \dr ; \ éti^nt une autre fonc- 
tion de s. Pour quelques valeur» particulières de jr, 
il peut ameer que le ooeflioient différentiel X de- 
Tienne infini , ce qui rendra la différentielle Xds 
indéterminée; uiuis cette circonstanoo 00 SO pré- 
sentera pas daus la Jlécauiqne. 

Soient fm une fonction donndo do o, e une oon- 
stniiti' :iT!)itraire, et Fx c l'intcf;rale complète ou 
indéfMtê dejxdx. Soient encore a et 6 deux con- 
stentos données. En déterminent h constaolo ode 
maniéro que cette întégrsle soit nulle ou com- 
mcnic quand r — «, et faisant ensuitex = 6j le 
résultat kb — ka sera ce qu'on appelle l'intégrale 
dtfiai», prise depuis o nsa Jusqn*l« =4. Je ladd> 



fsdx , sni 



suivent la notation très 



sij;nerui par 

commode que Fourrier a proposée et J'écrirai, en 
conséfjuenco , 



F6 — ïa=y^* fsdx. 



Si l'on donne successivement à s uue infinité de 
valeurs, croissantes depuis a jusqu'à b par des dif- 
férenem infiniment petites, et que l'on prenne ces 
différences égales ou inégales , pour les valeurs de 
d!r, il est facile de faire voir que la somme de toutei 
les valeurs de la différentielle fsd* sera ^ale à 
rintégnlo définie Fè — Fn. 

En effet, en néj;Ii;;eant les infinirrinnt prlitsd'un 
ordre supérieur au premier, on a , d'après la d^- 
nition de la différentielle, 

Sidone on représente perli, ^««t» ^»,an 

nombre infini do qnontités infiniment petites f tolJes 

que l'on oit. 

et que l'on prenne successivemeut , pour x cid* , 
les couples de valeurs • «t / 1. a 4- i*! et /•, o-}- 
ti^tt et#s. . ..è — ».et#a. Uoardrallera 

)=/'(a+*.)JV. 

+ *,+l.)=:/(0+X. 
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équttioM dont Ja toaiM «it 

+/(*-*.)'•; 

qui r nfcnna letMofèoM qu'il •'•gimit d« 

montrer. 

toraquelii Fonction/^ deviendra îaflnraMtK kl 

densliiDites a «t 6 , c«lla ddnonstration n*aim plas 
lieu, et le thi^firt'-me sera en défaut. I>»n« cas 
d'exocptiou , qne nous ne reacootreroii» pas d«in» la 
mile, rinlë^le délttiie n'«|iltttaiieuii rapport aveo 

la |riiiiiiit> (les valeurs de l.i (îirTt'rrnti ellf , et f\ie 
|ieut même être négative , lorsque toutes cet va- 
ieiin sont potitivea, ou positive , quand elles sont 
ton tes Ii4fttit«l. Pottr faire reparaître le théorème, 
i! f int alors cmpî'clicr que fs ne dcviciinf infinie 
entre x = a et « =: 6, en faisant passer la voriable 
« de Tuno I Toiitro de cm lîmilet, pir udo idrio de 
voleurs imaj^inaires (l). 

Le théorème précédtMtt sVtend sans difficulté aux 
intégrales multiples. Ainsi, par exemple, si /(f,y) 
eotvae fonolton donnée de dont «oriablM inilépen- 
(laiites X cl y; que Ton donne surrcs<iis cineiit ù ces 
variables des séries de valeurs croissantes par des 
I iofloiment petites ; et que Ton prenne 
I temps pour dx, les dilTérences entre lea 
valeurs consécutives de r , et ^««mr dy, celles des 
valeurs consécutives de y, la sonuiii- de tontes les 

valeurs de f{s , y) dxdy, sera i'u*légn\e^^J\Sfji) 

dsdt/, prise entre des limites ronrcnnblcs. 

14. Lorsquis la fouction Js renfermera une quan- 
tité • considérée ceonae ooe conttonte dent Tinté- 

grntion, la valeur de l'intré^rale^ /rdjcsera elle- 
même une fonction de Il y a des questions dans 
lesquelles cette inté^jrale n^élant pas connue sous 
fDrnrafioio, on aura l»e«aitt, néanmoins, de déter- 
miner sa diflrérentiellc par rnjijx'rt :i a. Or, cette 
opération présentera deux ca» dtiTérens , selon que 
tca limitée «et I aanol indépendantaa des «, ou 
qiiVlles en dépendront d^une manière quelconque. 

Unis le premier ras, il sitfFtru de diflerentier/x 
par rapport à • sous le tt^^ue J j en sorte que i'ou 



â. 



En effet , diaprés le théorème du nvmicro précédent, 
le premier membre de cette équation est le coeffi- 
cient différentiel par rappart à « de la lamniB doi 
valeurs de fxdr , comprises depiii<; r — u jusqa^à 
m = tandis que son second membre est la somme 
dM valaura, antre lae mines Uadlai , daoaaftcient 

(i) Voyez , tur ce point, le Journtt d$ fÉC9l* 



différentiel âv frdx relatif à et il aeC évident qnn 
ces deux sommes sont identiques. 
Dans leseeoad cas, lorsque m se change en«4*dW| 
dt 

la limitai devienti^ — di», et pour celteraieon, la 
dk 

somme de»*aleOrtde/rdi-,ourinlégr«lcy^ fxdx 
se trouve augmentée de la valeur de yjrdj:' qui rc- 

pond ksssh «tdk — ~ c*eat-è-dira, ét/l, 

da. 

db 

^ dis; en mémo tempe la limite a se change en « «1- 
4b 

— 4{e« ee qni dimimm cotta intégrale de la valenr 
dW 

da 

àefs, correspondaate àx = aetdjr = — ds,on 
da 

de fa. — d«; donc , à cause de la vuriulton simul* 
dm 

tanéc des deux limites a et b, produite par celle 
de rintégrsle se trouvera augmentée de la diffé* 
rentiella 

et son coefficient diflërentiel par rapport à «, de 
ce coefficient de du.. Par rnnsr-qiunt, en l'ajoutant 
an second membre de l'cqualtoo précédente, on 



4.f*fitdte 

• r' àfs ^ A ^ da . 

pour Ia valeur complète du coefficient différentid 

Quand « nVntrera |>as dans fx , qne cette qnan» 
tité sera Tune des deux limites h ouo,et que ces 
deux limites ne dépendruiit pas Tuoe de laotre , 
oette «pression sa réduira à 

d.J jsd* 



Uj'jsdx 



en qui est , d*aiUeinn| ét idant an Bot-i 
Des rcaDarqoae sembleblea s'apptiquetunl «n in- 

tt'i^rales multiples , dont les rnrffîrirn^ flifTf'rcntiel» 

par rapport à une quantité qu'on a d'abord regar- 



rentiant sous les signes drinté^^'ration , et en ajou- 
tant au résultat des terrov? df'p'MHiiiti"; r1f»<! varintiofKi 
des limites , quand elles dcpcndrunt de celte quan- 
tité devenue variable. 

15. Le calcul intégral fournit des règles pour 
terminer exactement on par approxtoMtion , lea va- 
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des ititu^^rale* définies, sionplM 
ou RralliplM; en sorte qu'un problème est remé 
résolu, lorsqu'on est parvenu à exprimer les iucon- 
nut par d«i intégnlci d« oelte mtore. On dittlm 
qtir Ir prolilème est réduit aux quadratures j parce 
que, d'une part , une intégrale routtiple n^esl autre 
duMe qu'une intégrale simple plosimm foifl répé- 
té etque, d'un autre côté, une intégrale^^ fxdje 

peut toujours Atre représenk-c par le carré égal » 
Faite d'une courbe plane, dans laquelle « et fx 
Mot Im eomÛQtmétB d'un point qncleooqMi «t a 
«IIIm ■I w ctM w â«$ point* «strlsne». 

Parmi Irs c^ifTi'rcntes formules dont on fnit ^^•--.■^7,e 
pour calculer les Tsieurs approchées de cette iuté- 



g rate / Jsdx , nous citeroiu la suiTinte , qui sup- 

pow quo 1m fonetîMii /j tt — ne deftennent 

dx 

point iiifinies entre les limites a et b. 

Conaervona tmilai !•« netationa préeédentea, et 
faiaoaadeplna 

Supposons que les différences fi, tt,ts, etc. , ne 
•ont pat infiniment petites , mai» tenlemeot très 
petites; prennoa-Iet dfalee | et représentons par 1 
lr>ur grandeur rommiuie. Rêoi ftiitona| d'epiéa le 

théorème de Tajlor, 



F(a4. t) = ta tfa + \/2 f a + etc., 

F(a +2i} = F^fl-|- r -f- tffa + i) + 1/2 f f (« + ^) + etc., 
F(o + 31) = F (a 4- 2i) ij [a ^ 2t) + 1/2 (o + ii) + etc. , 



f (o + = F (a+ - + (e + — J) 

4- (n + n^ ^ 1) + etc. 



Donc, en supposant nlz=. b — a, et faisant la 
Mmine de eee éqnatîona, «n evm 

+l/»l»ï/"(n+âl)+ele,î 

t étant un nombre entier ou téro, et les caractëria- 
tiques S indiquant des sommes qui s'étendent aux 
Il valeurs de s' comprises depuis < = o jusqu'à s'= 
n — 1. En prenant successivement fs et J*a,ps 
et/'x , etc., an lien de Fs tift,«a enre de aème 

fb -fa = «/' (a+«'^)+l/2 ^ ï/" Ca+a)+ete., 
fb—fa^znf" {a + etc., etc. 

Gela posé , si Ton veut négliger les puissances de l 
npérienree en carré dana la velenr de VA — Fn^ on 
peom pi«ndre| d^aprèa loe dernière* éqnatioo*, 

1/2 ^ 2/(a4-iT=l/2 1{ fl-fa'^l/4i» (/»*— /e), 
îfii* ï/"(e+a)=l/OI» (/i -fa), 

pour Ip5 Trieurs de sf9 deux derniera termes. Sa 

valeur entière deviendra donc 

Fi - Fa = nf (o -f iJj + 1/2 (fb ^fa) 

- yi2 t*(ff> - 
ou , ce qui est la même chose , 

ffadm=a [t/Zfa +/(n M)... 

. . . +/(a+nJ'-*)+1/3/ï]-l/ia^ {fb-f'a). 

Cette formule sera d'autant plus eiacte, que la 
1 

différenee Ij on — (i — «)« sera plus petite , et que 
n 

les valeurs de fx varieront OH>ins rapidement entre 
les limitée a et A. Le ploa aonrent on penrm négli- 



ger le terme dépendent de t» ; la formule ne renfer 
mcra alors que des valewf de fx qui pourront être 
donn''t-'s m nnnibrps, nntqoe la ferme de cette 
fonction soit counuc. 

19. Bans la théorie des infiniment petits , on con- 
sidère les courbes comme des polygones d'un nom- 
bre infini de côtés infiniment petits. Cela suppose 
que la corde d'un arc infiniment petit est égale à 
cet are , on qne le mpport de leurs lengneurs pent 
ô(rr :tr:s { .ur l'unité; c'est firfment ce qnn 
l'on p«ut démontrer de la manière suivante. 

8oil lerat'n' (fig. 3) un are de courbe infiniment 
petit; tirons les cordes Mm, mm\ m'M', et prolon- 
geons la troisième , jusrjti'à ce qu'elle rencontre le 
prolongement MT de la première, en un point K. 
i'eresMi' est pins grand qne le eorde «■as', et moin> 
dre que la l!;;nc brisée mKm' ; il suffira donc de 
prouver que cette ligne et cette corde, infiniment 
petites , ne différent que d'un infiniment petit d'un 
ordre aopérieur, et que l'on peut prendre le rapport 
de l'une l'nntrw pour l'unité: celo sfrrt vraî^d 
fortiori, a l'égard de l'arc sm' et de sa corde. 

Or, s'il n> e dans i*étendne de l*ere M«Ms1' 
aucun point singulier où la direction de la courbe 
change brusquement, les cordes qui vont d'un de 
ses points à un autre comprendront des angles infi- 
niment peu différons de deux droite. L*angle nV, 
supplément de MKH' , sera donc infiniment petit; 
je le désigneroi pnr X; et en faisant, en outre, 

mK =: a , m'K. = b , mm' = 

on aura , dans le triangle mKm', l'équation 

€* =a* -^b» -\- 2ab coa 

que Ton pent changer en celle-ci : 

*• B ^'-tefi ain* 1/2 , 

2 
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CM » ss 1 — a tia' 1/» f . 



c» 



4ab 



(•+*)• 



•in* 1/3 l. 



(« + »)• 

ponr l0 ctrr< da rapport de k MdrtfeMHi'à h lifM 




ce qai proute qoe le eeefteient de rin* t/B #m 

peut pat devenir infîni, puisqu^il est toujours 
moindre que Tunité. En négligeant rinfiniment 
petit du second ordre , on eue deno l^iniité pour 
le leppert de eà « «f é'egmeh de dé- 

montrer. 

17. Une courbe étant considérée comme un poly- 
geM faiflnitdiiiBel , lee tangentee lerent l«e pro> 
lengement de ses cdtés infiniment petits ; au 
point m, où le c&té est lai^ la tagente sera U 
droite indéfinie T'MmT. 

K Tea déiigiiepar y, i, les trois coondemées 
rectangulaires du point M, celles àn point m seront 
m da^ y 4* djf, m -^d». £n oppelaut dê Vé\é- 
ÉMiil de le coarbe < e'eeti^^ive • evn eAUMm, les 
différanlielles dx, dg, d», seront ses projections 
snr les axes des jr^ y> s ; par conséquent , si Ton 
représente par «i C, y, les trois angles quelisitla 
tfieolieade U droite WS eeee dei peieUèlee i ces 
par le poioi Bi on eme 



ooe«: 



d* 



dy da 



db««|-^-|-4e*sdb* . 

En prenant, sur la courbe que l'on considère, 
un peini liie C , et loppoeant qvee loit Tero (H 

compté de cette origine , cet arc pourra être \a 
TRriable indépendante dont r,y,», seront des 
fonctions données par lee équelioni de le oonrbe. 
Dene oecee, dê eeit poeUir^naie dtr, ijf, dz, et 
par snite cos *, cos f . vm y, pourront étrr positifs 
ou négatifs. Les angle» j-, se rapporteront 

tei^ait en prolongement mT dn cild Kn, on à le 
paitie MeiT delà tangente; les angles relatifs à 
Tautre partie HT' ierant lee snppléaien» de C, y, 
(no 7), 

ta dîreefioB de la leogeaie eu peint Mdleiitdé* 

terminée par les équations (1) , on en peut coti- 
cture Téquation du fim nomioien ce même point; 
mais on obtient directement cette équation par la 
cmaidtetieii suivante. 

Soit k le rayon d'une spliète qnie eon eentro eu 
point M; son éqiiatiou scru 



«*, y', z'j dtf'îif^nant les coordonnéet 
L'équation de 1« splière du même rayon | qui a son 
eei^ en peint es, ee déduira de edle-lk , en y 
mettaat « + dar, y + «fy* e + à la place de 

K, y, z\ en retranchant rcs é']!ia1ion>; l'une de 
l'autre^ et négligeant les loliiiiincut petits du se- 

eond evdfie, U vicat 

(#'-#) + (y y) rfy + (•'--) rf* = 0 ; 

équation qui appartiendra à i'iulersectton des 
deux surfaoM spkériquea. Comme elle est Téqua- 
tion d'tîn ])lnn floiit j-' , j/', sont les coordonnées 
courantes, ce sera celle du pian de cette courbe , 
et, par conséquent , l'équation demandée do plan 
normal , puisque les deux sphères se coupent sui- 
vant un cercle perpendiculaire à la droite IV qni 
passe par leurs centres H et m. 

Bq le dhïMDt per d$, et ayant égard eui for- 
mules (I) , cette équetion devient 

(«'— #}cee«+^'^)eM C-|^ji^->e)«Mf.=0. 

81 



«(»•— x) + 6{y'-y)-f.cfe' — «) = 0 

représente l'équation d'un plan mené par le point 
dont lei eoordoanées aont s, y, s, et pcrpendien» 
laire à la droite dont la direction est déterminée 
par les angles « , < , y , il faudra qu'elle s'accorde 
avec la précédente ; ce qui exigera qu'on ait 

fl = kcos«, 6 = AcosC, ossiheoê^t 

étant \m f irtf^nr indéterminé'. En \ertn del*éqne« 
tion (I) du ir ti, un en condur.i d .uiieurs 

ce qui fait rnnnattrc la vnleur de k, ebstiaetîon 
faite du signe. On aura ensuite 

ooêmssS, CM C ss i., ce» > = -j-i (S) 

ce qui coïncide a^ec les fnrmulf»; r-onnoc* d'après 
lesquelles on détermine la direction de la perpen- 
diculaire k nn plan donné. Le signe de h reste 
indéterminé, parce que les angles «, C, y, peuvent 
se rapporter h Tiinp nu h l'autre des parties de 
cette droite qui sont situées des deux côtés du plan. 

1& On appelle anglt d* eONlAiyeiMe Tangte infi- 
niment petit corepris entre deux tangentes consé« 
riitivcs. Ainsi Hm et mm' (fig. 4) , étant deux côtés 
consécutifs de la courbe, cet angle, au point H, 
eel le evpplément de VaiM', en Pengle Tml, «eoi 
lequel !a tangente BwiT est coupée par la tangente 
suivante mm't. Jo le représenterai par l, en suppo- 
sant que les angles «, C, -y, se rapportent tonjooil 
à la direction de ST, et désignant par C, y\ ce 
qu'ils deviennent relativement à la direction de 
mi, on aura, en vertu de l'équation (2) du n« 9, 

sio* 1^ 1— (cos • cos «'-^cos C cos C'4-cos ycosy')*. 
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D^Wpré* I« tMortoa de Tajior, ott«iini aoni 

cos • ' = cos * -\' d. co» ^ -\- ]/2 d* . cos « + etc., 
coiC a=co» C 4- «i. co« C 4- 1/2 d* . cos C -j- etc., 
«My's=COiy'^d,eosy^\/2d» . CQty^ etc. 

Or, li Ton «nbttito* cm Yilent» dm c«Ue» de 
•ifla I, cl qu'en ail é^rd à Td^netteR 



BiTRonucnoif. 

el I ee dMB fre uU elle 
CM CM » «l* CM C d« 
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(•^ «Mjf d. eot ys: 0, 



on voit '[-ic les qaantitds finies et \c% infinunent 
petits du premier ordre se (tétruisint ; en sorte 
qu'en négligeant les infinioicnt petits des ordres 
B f toond, il 



Eo diffdmiMat rdqailion ptdeddmtop on t, d'iil- 

cos » rf'. ros * -|. cos C tf». cos C -f- COS y d* . cos y 

+ (d. cos »y -\- [d. cos C)> 4- [d. oos = 0 ; 

ce qui change la valeur de sin> 1 en celle-ci : 

sin> 1 s (d. oos«)* -f (d. CM Q> '•^ (dL eo»y)« , 

Ijqucllc stT^ atj^M la vnliMir Je ^> , & cause que 
Tare infiniment petit t est égal & son sinus. 



Lee différentietlet de eoa on Ç| «M>, M dd« 

duiront dr^^ rnrmnlcs (1) du numéro précédent. En 
ne spécifiant pas la Yoriable indépendante, on aura 

. d»* d> • d^rdfd* « 
Aea..= î 

•teaiiuna«a a 

df* =: (ir> -f + ds* , 
dad* ê — dsd^ a diydN y d«d* 

il en résaUeia 



dLcQ»« = ^(dydi«^db4iy)+^ {dai^m— dsd» m) j 



on aara de même 



du 



d.eoaes^(4jPi»y-d^di«)+ ^ 



(dfd* y — dyd* e) , 



d. c«a> «— dW» *) + i ((lydi a — dkd> y) i 

or, ta faiiant h aanna dca canéad^cat Iraia ralaoïa, on tranfa, aptèa foalqnaa tédneliMa, qna 
reipraHÎon de liii^ ^ on da !• , pant aa mattia miu la forma 



^ s= -gp [ (d*d» y — (^dt 9)» ^ ^dêi» M — drd* *}» 

4.(d^a~«bdky)>). 



U earvJi» aa c ad rtw r eil qni a daax c4léa 
conidcutifs communs avec la courba. An paînt H, 

ce rcrclc est donc celui qui pns^e par les trois 
points m, m', dont le centre se trouve à Tin- 
tanaalion 0 daa dans parpaadiculatrai dlavéee 
sur les miltriiT Je Bm et mm' dans le plan de cet 
deux élémens consécutifs, et qui a pour rayon la 
draita aïO. Si en deux dtdmeas sont supposés 
égaux, cette droite diviaera Tangla Van»' an deux 

parties é;:iiles : nous ferons reHc îivpotlu'se sans 
craindre d altérer la valeur du mU j car il est aisé 
d« «air qoa la rapport namérique des deux eMéa 
iiifiinmeiit petits Mm et mm' n^inflne que d'une 
quantité infiiiiment petite sur la firandeur de ce 
rajuti qui ctt, par conséquent, la même, soit qu'on 
prenne ces daûa4té>aoniéBnlilii dgaus, ou quHIa 
soient inégaux. 

La longueur des côtés Mm et mm' étant dt, et 



an représentant par p celle de «lO , la projection 
da f «or Haï aéra 1/1 diri an aarta qna Pan aura 

1/1 di = f eoa AaO ; 

et puisque cet angle HmO est la moitié du supplé- 
ment d« lottdgal à 1/» » 1/1 H an rdsoKaia 

l/9dr = f sin 1/!l#=1/Sf », 

en prenant Tare l/2i a. la place de son sinus. 

Cela étant, si la fUgmÂ etméwn f était ooanu 
d*nne autre manière, on aurait 

i — — 



panr h valanr da l*angle de continganee ; et idci « 
pro'Vîf ment, d^apite la valonr icéeédanle de !• , 

celle f sera 



dsi 



' { (dfd* f — àjfdtM)* 4. {éMj^ » ^ dcdi a)* + (d^ « ^ M y)i ] t/t 
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19, PowMliBfer da connaître la nature il 
de la courbe au point quelconque H, il faut encore 
déterminer ion pian oscuiat0vr, c*e«t-à>dire le plao 
dM &*ux dMéi conMoiliii Mm et mmf. 

Ce plan passant par le poiollf OO poom rapffé> 
•enter sou équation par 

y\ m', étant les coordonnées courantes. A cause 
tpCik doit aussi passer par les points m et m', les 
dUMraotielles première et seconde de cette équa* 
tiiOB| Mtoir t 

def roR( étr« Mlitfkilet aouD* rApiatioa même , 
en j faisant «'s*, y'=Sf# «H «Ptl« 

queToomn 

Adx + Bify -f. C^a as 0, 

Les vrtî' iirs (le \, B, C, qui remplissent ces deux 
conditious sont , couinic il est aise de le Térifierj 

C = D ( dxd* y — dyd» s ), 
B = 0 {dsd/^ s — dxd* «), 
A = D ( dyd» s — dxd* y ); 

D étant un facteur indétcroiiné. £n tes substituant 
din» réqnatïoa do pUn «icnlateiir, et supprimant 
\ à tous let lermei, 0II0 dsvimit 



{it^m) {iiti^fdgif») + ^-^) (dM*<r-d«vd*s) 



Si Ton ipiMllc #1, r, Ici «aglea que fait la 
mala au plan «aouiatanr, aveo d«s paiallélca ans 

^ - y)(d^ s^isd^tf)^ 

et au moyen de I cquatioo du plan osculttleur, on 



aies des x, y, g, menées par le poiai H | OD awa, 
d'après let éqaatioos (3) du a» 17 , 

€Mk=^ii!/i»M — M y), 



cos » = 7- {dsd* y — dyd* x) , 

A 



en désignant par la somme des carrés des trois 
oomérateurs. 
On dAerminera atissi Tangle ioCnimeot petit 

compris entre deux normales conséculivpb, et qui 
sera Tangle de deux plans osculataurs consécutifs, 
comme on a déterminé tout k rbeure Tangle de 
deoi taogente*. £n le désignant pnr 1 , on aura , 
par un calcul semblable à celui du ntunéro pré- 
cédent. 

»> = (d. 00s x)» -f- {d. cos ia)* + {d. cos »)• 
80. Le ceotre de eourbure 0 se tniuve k la foia 
sur le plan oscillateur et sur Tintersection de* 
deux plans normaux coosécutifif ce qui fournit I» 
moyen de déterminer sas ooordomitfea d*aprèt lea 
équations de ces trois plans, qui sont nuiotenant 
connues. 

l'équation Ju jiiju normal en SI étant ( n» 17) 

(z ' — x] dj -\- — y) dy -f (s •' — «) ti* = 0 , 

celle du plan consécutif s'en dédoira en y mettant 
« + dl», f + « + dj> au lieu de x, y, s ; par 
conséquent, la difTérentielle de réquatiuii du pre- 
mier de ces deux plan* , prise par rapport à y, », 



a^ — ji = -Ç. [dg Çdjfd*i — dsd*y) 

— dx {dsd*x — dxi»M)] t 

en désignant , pour abré^^er , par p la mémo expICS* 
sion que dans le n» 18. On aura de même 

n'^isss: ^ [ds (dlscfat ~. djrdis) 

— dy {dxd*y — dyd'jr)] ; 
ce qui fuit connaître les trois coordonnées x', y', 
af du centre de conrbnie 0, et, par oonadi|pient, 
le sens de la courLurf dont le rayon Mcnlatenr ne 
détermine aue la grandeur. 



appartiendra à leur intersection. 
On tire de ces deua équations 

«)(djfdk 9 — iU^ y)— 4rf 

» ») (dsii a dsili *) — d^ dla i 



Eu ajoutant les carrés de ces valeurs de x' — s, 
y' — y, t* — a^ et réduisant, en a 

- + Q^' - y)* + (*' - = f • i 

lYoù il ré:>ui(e que la quantité p est la distance du 
point O au point M , ou le rayon de courbure MO , 
comme on le savait d^. 

21. Les formules des cinq numéros précédoia 
renferment tout ce qui est relatif à la dire<.'tion et 
il la courbure d'une ligne quelconque , plane ou à 
double courbure. RelattTement k une smiaoe quel- 
conque, 00 a aussi à considérer la courbure et la 
direction de son plan t.nucnt; quant i sa cour- 
bure, je renverrai uu .Mémoire que j'ai inséré sur 
ce sujet dans le 81« rallier du Jimnul db T^aals 
Polytechnique , et je ne m'occuperai ici quednoe 
qui conrerne le plan lancent et la normale. 

En unpoiut M, dont les coui données sont y. 
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», réqniiliaa dn fUm tmgMit pvot élm wpi'i w D- 
tée fur 

A(,'-*) + B(y-y) + C(*'~*) = Oi 

étant Im eoordonuées courantes. Ce plan 

ile-ïra ansii )m<<;<*r pur tout autre point M' de la 
surface, iDlinimcot voisiu Je 11 j il faudra dune 
4|ii*oii BalisfiuM è cette éqaatioo, au moyen de 
x' = f -|- àx, y* = y </y, = s ds, ou à sa 
différentielle relative à x\ y', js'^ en y mettant 
X, y, i, à la place de ces variables. Par coosé- 

4|aCBt,MI««IB 

A«b + 1^ + Cds = 0. 
l'équation de la imfaee denoera 

i%-=AfàM qdy ; 

petq désignant des fooclious connues de y^ «. 
L'éqmtien {iréeédente devient done 

(A +pC) ix+(B + g€) dy = 0; 

et comme elle doit subsister pour toutes les direc- 
tiiOBa de la droite MV, c*ett4-dire, pour fona lea 

rapports qu'on petit r-t^blir n^lreds etcfy, il fau- 
dra égalar séparément k zéro les coefiïoicns de ces 
diffifiMalieUea; d*oâ il téndtera 

A + pC () , B + = 0. 

Je tire de là les valeurs du A et B, je les substitue 
dans l*éqnalîan dn plan tangent , et je supprime le 

Si a, l, 9, aent les anglei qne fait la normale an 

point ï, avec les prolongcmens des coordonnées x, 
on aura d'après les égalions (8) du no 17, 



« = 



CM » » g 

l^l + !»• + s* 
1 



(4) 



« = 



1^1 +F' + f» 



le radical sera positif ou négatif dans ces trois 
formules, selon que la partie de la normale qu'on 
voudra eoniidérer, fera uo angle c aigu ou obtus 
nvec la droite menée par le point H , snivant la di- 
rection des 2 positives 

En appelant « l'élément de la surface dont la 
projection s«r le plan des x «t y ait dxtU/, on aura 

didy = i^cosc, 

selon que c sera aif>u ou obtui ; car cet élément 
infiniment petit en tout sens , est compris dans le 
plan tmgani denl rincNnaison snr le plan des » 

et y t"!t l'angle c ou son suppléuu*nl ; et le 
théorème du w 10 convient «paiement à la pro- 



jection d'une surface plane infiniment petite. DV 
prte cela on aura 

• s= dsdy [y^l 4- J>» 

en regardant toi^ours le radical comme une quan- 
tité positive. 

Soit L une fonction donnée de s; rspré> 
sentons par 

L = 0, 

l'é(]uutiun de la surface que Ton considère; en la 
diiférentiant successivement par rapporté x et à y^ 
on aura 



dl 



dL 



;0. 



Je tire de là les valenis de p et et je les sub- 
stitue dans réqnation du pimi tangent qui prend 

la forme 

En même temps , les formules (4) deviennent 

„dL . „dl. 
coaa=: V— -, oos&asV-3-^,cose=V-T-| W 

In faisant I pour alirégery 

[©Hv)Hî)T'=' 



22. Je placerai ici une remarque qui 
penr vérifier ou d^uire les unes des autrui les 

formules Bnaln•J,'ll^s qui rc-poutlcut à diiînrenS akCS. 

Supposons que dans une question tout soit 
semblable k Tégard des trois aies des coordon- 
nées X, y, z. Si Pou a une équation X = 0, relative 
à l'axe des r, il eu existera nne semblable Y = 0 , 
qui répondra à Tose de» y^ et une troisième t— 0, 
relative k Taie des s ; et ces deni autres équationa 
Y = 0 et Z = 0 , se déduiront de X = C , par do 
simples changemens de lettres. Or, voici comment 
ces permutations devront s'effectuer. 

On mettra dans X toutes les quantités relatives 
^ l'axe des h la ptace des quantités artaloîjnes 
qui répondent ù Tase des y^ puis celles-ci à la place 
de celles qui répondent è Taxe des s , et enfin , ces 
dernières quantités à la place des premières, qui 
répoiidoient à l'axe des t. Par cette permutation 
tournante f on déduira Z de \ ; par une seconde 
permutation de la mémo nalore, effectuée sur Z, 
on oblieudr.! Y ; et par une trois ii nu- permutation 
tournante, etfecluée sur T, on retrouverait X. 

S'il s'agit , par exemple , des équations (3) du 
n" 19, dont Ki première répond ii l'axe des x, la 
seconde à l'aie des y, et la tioisiètue à I'a\e des S, 
j'écrirai sur une même ligne, mais en deux par- 
tics f les coordonnées x, y, s, et les ongles x , i» , », 

qui leur corrcspondriil respect iveiuent ; puis , sur 
une seconde ligne, je disposerai ces sis quantités, 
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^usui en ileui partiM| aldAllt tttt ofitra AHUnnt , 
(le sorte qu'on ait 

•ift'i *»<•»»} 

Cda lkU| Je maplMienl dans ta première ëqua- 
tioa (S), «hacHMdea quantités de U h-ne supé- 
rieure pur la quantité correspond ni»t(i di- In !i -n.' 
inférieure i par celte permutation , h ne chaulera 
pM , et Ton obtiendra la IroisiAae éq[iiation (3). Jo 

mettrai de noiivnni , r),fi^ rrllr- ri, fes qiiatltiti'S 

de la ligne inférieure à la place du cellf» i]ui leur 
ea ffwp aadant dan* la ligne supérieure ^ ce qui 
doUMn la noonde équation (3) ; et en opérant de 
nêaie sur cette équation , on rctrouTcra la pre- 
mière équation (3), d'où Ton est parti. 

Cliacuue de ces opérations revient à un chauge- 
aMni d'aict d«» camdannéea dans leqael on fait 

d'nfiorrl totiriirr 1rs' rixes rJes X et des y dans leur 
plan , de manière que l'axe des s positives vienne 
tomber sur Tau des y positives , paît eeluî-ci sur 
Taxe des s négatives; et où Ton fait tourner eu- 
snito (-et axe des y positives, ainsi di'|iluLt>, et 
l'axe des « positiveS| de manière que le premier 
vianva lomber tor TaBedea s positivât; pnît celui* 
ci sur Taxe primitif des X positives; en sorte que. 
finalement, chaque axe des coordonnées positives 
ait prit la pbca d'un autre axe des coordonnées 
potîtÎTM. Cast pour «oit que les équations rela- 
tives aux trois nies des coordonnées se déduisent 
Tone de lautre par de simples permutations de 
ltttrc*y aA tant anenn ebongament de signe ; ce qui 
n'aurait pas lieu Si l'on ne permutait pas simultané- 
ment les trois coordonnées et les quantités qui s'y 
rapportent de la manière qu'on vient d'indiquer. 

A Tolei oneof* ww obaarvation générale , par 
laquelle ja tennineniî eetta întrodnolîon. 

les équations que nous aurons à considérer len- 
fermerout des nombres abstraits, tels (pif< le 
nombre w , les logarithmes, les lignes Lrtguiiuuié- 
Iriqnes, «le. ; dlea eontlendrooC, en outre , d'en» 
très quantités de diverses natures, qui y seront 
anttt représentées par des nombres exprimant leurs 
lapporla à des unitét dioitlet erbitraireaent, 
pourvu que chaque unité soit la même pour toutet 
les quantités d'une même espèce. Or , en clinn;;ennt 
la grandeur d'une ou de plusieurs unités, les 
nonbree qui expriment lea quaolitdt eorretpmi- 
dantes, varieront en raison inverse de cette gran- 
deur; et, nia!;;ré ce changement trvut-Si-rait arbi- 
traire , les équations qui les reulcrmeut devront 
oneoftt enbalater. Il fendra, pour eeia* que Ion 
forme remplis';?- rrrtnines conditions, faciles h vé- 
rifier dans chaque cas particulier , et qu'on appelle, 
dana raco^tion la plu ëlendtto, lea eonditiont de 
VktmtfénéM dê$ fmmtUit, loolo équation qui 
n*y tatisfera pas sera, par Mla eoni, Ineaacte, et 
d«Vta ctrc lujetée. 



\insl , en indiquant par F une fonction donnée , 
suppotont qu'on ait 

F (/;/*,... A "* h '#"•) «* w 

ftp,... désignant deeforoet, f, f,... des lignes,... 

m',... des mottes , t, t',... des temps. Si l'on re- 
présente par n, n\ n" , n"\ des nombres abstraits, 
et que Tuu diminue à lu fois l'unité de force dans 
le rapport de un i n, Tunilé linéaire dane le rap- 

|»Ort de tin 4 a', l'unit'- rir niasse dans le rapport 
de un i n" ^ l'unité de ti-mps dans lu rapport de un 
i n'", ietnondbres f,p l, t,... m, m\... t, t,... 
deviendront nf, nf,... n'I, n't,... n"m, ll''fll'^... 

n"' t, »''' f',. , ft !'('f(ii3ii(Mi (a) devra encore evoiv 
lieu , c'cst-à-ciire , qu on ilovra encore avoir 

F(ii/,n/>,„ t/l, n^/,...n?'as,»'W^.. n"'<,n"'<',..)s50, 

quels que soient n, n', W , nf". Si l'équation (a) ren* 
ferniiiiidos snrru ci s, t', . »-t des volumes r, r',.., 
leurs dinicnsioas devraïuut être rapportées ii la 
mémo unité que lot lignotl» f»-'» ^ m* quan- 
tité"; ,î, t' . r, r',. cl' viendraient conséquem- 
nient » • t', »'* t'^... v, n** par le chan- 
gement de cette «nîid. 

L'équation du VI» 18, q«i donuo In veleor do f, 
satisfait évidemment à cette condition ; car elle ne 
renferme que des lignes finies ou lulioiment petites 
f, dit, it,djf, dM.ê^m, d»f, Mf ni quand on 
change l'unité linéaire et qu'on multiplie , comme 
on vient de le dire , chacune de ces lignes par un 
même nombre n', ce nombre disparaît et l'équation 
n'est pas changée. Celle du même numéro , d'où 
dépend In valeur de f* , satisfait également ù la 
condition de l'homogénéité, en observant que l« est 
un nooriire abeirait qui ne cbange pas, non pH» 
que celte valoor, avec la grondeur dn Tunité 
néaire. 

Il sera impossible que l'équation (a) ne renferme 
qtt*nno tenio quantité d'une mémo otpèce; lors» 

qu'elle en contiendra deux, par exeni;'lf» <lcnT 
forces /et/', et qu'on la résoudra par rapport à 
l'une dVHes , ce rpii donnera 

/ = F (/, *,f n»! m',... tfiff ..,), 

il faudra , pour rhornoc^f'nêité des ([uantités , que / 
soit facteur à tous les termet de la noavelle fonc- 
tiuu F, uu , autrement dit , il fimdm qn^oa ail 

' / = S/; 

W étant «tn f n tctir qui ne contiendra oucone quan- 
tité de b nature de / et/' et ne variera plut avoo 
l'unité de force. 

Quelquefois le principe de l'iioraojrénéité des 
quantités paraîtra n'avoir pat lieu, porce qu'on 
eurn pris pour nnilé de force Vune d» fanes qno 
l'on considère dans la question , ou bien pour unité 
linértire la distance de dent df^ points matériels 
dont qo t'occupe, ou bien pour uoitc de masse 



Digitized by Google 



IRTRODUCTIOR. 



15 



relie de l'un de* corps dtt problioief etc. Mais 

alors, si Ton change arbitrairement ces unités, 
et que la force , la ligne , la masse | le temps, qu'on 
d'abord prâ poar «nitdi, teiral iMiiiloDmt 

ciprtmés par 9, > , *, ''"i ""Irrs quantités de 
ce» diJTérentes natures qui entrent dans l'équa- 
tion (m) détiendront 

f f l t mm' t If 

*— |... — — 1»... — »! ^,..1 —, — |...; 
f» ^A ftfi It 



il Mn donc ^*<iq lit 
/f f t f m * \ 

\* P * * (* M • • / 

équation qu'on peam écrire ainsi 

(•»/"» A - ^',r, m',... 6, t, ) = 0, 

et qui devra nuiintennut Mtt&fgire à la conditioode 
rhomogMilé : fi indique ici une fonetioa foi m 
dédain , dent diiqne ai , de la fendia* donnée », 
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VE vk ccxaponnoii bt os i.sQun:,iBRB des fobces appuqcées 

A VN MEME POINT. 



24. lo»qti''nn point matériel est soumis à l'nc- 
lion siinuIUntc de plusieurs forces qui ne se font 
pas équilibre , il se neot suivanl unedireelran dé- 
terminée) et Ton peut attribuer le mouvementqu'il 
prenid, k une force unique agissantsuiTant cette di- 
rection. Cette force est ce qu'on appelle la ri*id- 
fMM des foroM qoi ont mû le mobile en mouve- 
ment, pt rclles-ci lonl nommëes les compoiontes 
de la première. Appliquée en sens contraire de sa 
direction , la idtulleiite fait équilibre aux cotnpo- 
aanlei, poif qu'elle tend à imprimer au mobile un 
mouveropiit t^:'!i! ft rontraire» celui qu'il reccvr.tit 
de Taction simultanée des composantes, et <]u'il 
vi'j a pas de niton, par confluent, pour qu'il se 
tneave plutôt d*an côté qne de l'autre. 

Sî toutes les composantes sont dirigées suivant 
une même droite , et agissent dans le même sens, 
il fuit de le notion que nonf sTom donnde de la 
mesure des forces (n» 5), que la résultante sera 
ë<;a1e h leur somme. Si le mobile est sollicité par 
deus forces directement contraires, on décomposera 
le plu» (vende en dent entrée , dont Tune , égale k 
In plus petite , sera détruite par celle-ci, et dont 
l'autre , égale à l'etcès de la plus grande sur la plus 
petite , tcn U rdinitente. On conclut de eei âtm 
proposition» que s'il y e un nombre quelconque de 
composantes , dirigées, en partiesui^ anl une liroite, 
et eu partie suivant soo prolongement, la résultante 
acre égale h le somme de celles qui agissent dans 
un même sens » moins le somme de celles ^ni egi^ 



sent en sens rontraire , et qu'elle iii;ira Jans le sens 
de la plus grande somme. Quand les deux sommes 
seront égales , U résultante sera nulle , et les forces 
données se feront équilibre. 

25. Il y a un autre cas dans lequel on détermine 
aussi très aisément U grandeur et 1« direction de 
la résultante. 

Soient MA, MB, MC (Bg. 6), les directions de 
trois forces égales appliquer;! au point M; suppo- 
sons ces forces comprises dans un même plan , et 
les trois ongles ABB, SIC , CHA , égaux entre eni , 
ou chacun à 120»; le point M demeurera en équili- 
brc; car il n'y aurait pas de raison pour qu'il sortit, 
du plan des trois forces , ni pour qu'il se mit en 
mouvement plutôt dans l'un que dans l'autre de 
ces trois angles. Chacune des trois fcrcf^ svr.i donc 
égale et contraire à la résultante de» deux autres. 
Or, si l'on prend sur les direetiens MA et MB de 
deux d'entre elles des lignes égales MO et MU , pour 
représenter leurs intensités, et qu'on achève lo 
losange GMIIK, la diagonale MK tombera 8tu> le 
prolongement MD de MC } l'engle MGK sera de 60*, 
comme chacun des deux autres angles du même 
triangle, qui sera équilatéral} on aura donc Mk s 
MG ; par conséquent la diagonale MK. du losange 
construit sur les deux forces MG et MH représente, 
en grandeur et en direction , la résultante de ces 
d«ux forces. 

Cette prt^sition est comprise dens une entre 
qom nous eUons d'ebord démontrer dens le cet de 
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éum tant» égalw , dont Iw «UfeoUtni «a 

an^Ie quelconque , et (pie IMMtt étaDANNIB «MSilO 
& des forces inégales. 

96. L» rémlttBtede èvn Ibmses <g»l«ii»ap«loa- 
joon en deux parties égales l'angl* compris «ntro 

leurs directions ; mr il n'v Miimit pas de raison pour 
qs^elle se rapprochât davaatage de Tune de ces 
éevt forces, ni pour que m direeliiMi t'éoulât é» 
leor plan plutôt d'un côté que de Taulre : sa direc- 
tion est donc connue > et nous n'auroos que sa 
greo^ear à détenoiner. 

Soient , pour y parvenir, MA et HB (Bg. t) le* 
'^irc<-tion8 des composantes dont l.i valeur commune 
»era représentée par P. Soient aussi 2» raogle 
AMB.ctaDhdirMiûm de ktifodtoiil*, de lorte 
qa*on ûl AHD=BMD = jr. Son intensité ne peut 
d^pf'ndre que des quantités P et eo !• détigMOt 
donc par R , nous aurons 

R =^/(P, X). 

Ditns cette équation , R et P sont les ■seules quan- 
tités dont t'eipression numérique varie avec l'unité 
de force; diaprés le principe de Phomogéndilé de* 
quantités ( n» 23), il faut donc que la fonoliop 
y , dr) soit de la forme Pf Ainsi Von « 

et la qocftioii ieiddoitàddtcnntocr It ferme de la 

fonction f:r. 

Pour cela , je mène arbitrairement par le point 
■ le* qoetf» lignes MA', MA''^ MB', IB^; ]esnp- 
pose 1rs quatre angles A'MA, A"MA, B'MB, B"MB, 
égaux entre eus , et je représente chacun d'eux par 
s. Je décompose la force P dirigée suivant M\, en 
deux forces ^aies dirigées suivant MA' et MA", 
c'est-à-dire que je rc^'arde Iïi furcc P romme la ré» 
Miltanle de deux forces égales dont la valeur est 
incotunc et qui u^issonl luïvaet MA' et MA" ; en 
déngiiant eetle voleur par Q, yauni 

car il doit exister entre les quantités P, Q, la 
aiéme lelatiou qu'entre les quantités R, P, m. Je 
décompose de im'iiic lu furcc P dirigée suivant MB, 
en deux forces Q, dirij^ées suivant UB'el MB' j de 
eette manière, les dons forces P se trooTeni rem- 
placées par les quatre forces Q; par coes^uent , la 
résnttante de celles-ci derro roînridtT, en ;;randeur 
et en direction, avec la force K, résultante des 
deaxfoteMP. 

Or, en appelant Q' I>i résiih irUc t<es deux forces 
Q, dirigées suivant MA' et kIB', et observant que 
A'MD a VMD B ir > s^ cette force Q' sera dirigée 
suivant MD, et Ton aora 

Q' = Q» - 

De même, la résultante des deux autres forces Q 
scm enenre dirigde saivant MD, puisque eelte droite 
eenpe eussi rsagle k*W en deni parties d|a1ct ; 



•I à eanae de A"1D ss VMD ss « «4 eo eturn 

Q" désignant cette secmide résultante. Les deux 

forces Q' et Q" étant dirigées suivant la même 
droite MD, leur résultante, qtji est aussi celle des 
quatre forces Q, sera donc égale ii leur somme j par 
eonsdquentf on doitevoir 

R es ^« Q». 

Maisenad^ 

1 = Pf« s Qf SM i 

et en substituant cette valeur de R et celles de Q' 
et Q ' dans l'équation précédente , et supprimant le 
facteur Q commun à tous les termes , il vient 

fxps — 9 [r -\- s) 9 {x — s). (1) 

C'est cette équation qui nous reste à résoudre pour 
en déduire retprewien de ««. 
87. On voit d*ebord qu'on y satisfait en prenant 

f« ss 8 ces ex ; 

« étant une eenstante aibittaiie i de torte 4|u*eB eil, 
en nCuie temps, 

*3 — 2 cos a z , 
S (jc 4- s) = a cos a {« -f s) , 
f (• — s) = » COS • (« — s) ; 

et oftctivesBent , si l'on substitue ces valeurs dans 
l*é<ptttion (1), on obtient réqnation connue 

Scosujroosas es eos«(«-f e)-f>«oen(«— s). 

Or je dis que cette expremion de la fenetien f» 

est la st'ule qui satifassc à l'équation (l), et que de 
plus, dans la question qui nousooeupe,lacoostante 
a est Tunité , en sorte que l'on a 

= 2 cos X. (2) 

Cela est évident quand < =0; car alors les di* 
reetions des deux forces P coïncident et la rdsnl- 

tante R est é;^nle k 2P, ce qui suppose px =2. Ad> 
mettons qu'il y ait une autre valeur « de pour 
laquelle on ait aussi t« = 2 cos «; je du que Té- 
quation (2) sulisistera également pour toutes les 
valeurs 2* , 3», 4«, .... , 1/2», t/4«, 1/9 e, 
de * , et généralement pour 




t» et 1» étant des numl>res entiers quelconques. 

En effet, si réquation (S) se v«ti6e pour les trais 
ongles s,M,9-~M,i» manière qu*0B ail 

ee&^eee#, fessSoeae, e(«^e)aa9eoa(«— s), 

elleanra encore lieu pour un quatrième angle#^«; 
car, en vertu de l'équation (1), on aura alors 

0 (« s) = 4 cos < eee s — S oos (s « s) ; 

équation qui se réduit è 

f + = S «M + s). 

.3 
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Ainsi l'cqaation (2) ayant lien pour x =0 ets = 
il t'cnrait ffu*ell« mlwUte peur «ss2*{ wjwai 

lieu piHir a- — a et j Oa , i-llf siiLsistcrn pour 
X ~'ia. \ et, cncontinautde même, on verra qu elle 
aura lieu pour s 
Je fali minteituit «m»=£ ; on mura done 

f ( s: 8 ce» C; 

ci delk OD cnnelareque réquation (3) aura encore 

lieu pour f = 1/3 C ; car en IttÎMnt « A4 = l/tC, 
rëqtMtioii (I) deviendra 

(»l/iïC}i=s2 eot C-f S; 

MTottUre 

el/»C S3 8 coa 

Fn f liv Tii fiisuitc j =r 2= 1/4 f, on amn I d^aprét 

rfijiialioii ^1} et cette dt-riiicrf , 

(a 1/4 C}» — 2 ros 1/2 C + 2, ♦ 1/4 C = 8 co« 1/4 C; 

et, en eonliiiuant oipsi, l'équation (9) sera démon- 

trée pour ar = — , c*eat>i«dire, povr loutca lea 

8« 

valeurs de x comprises dans la formule (3). 
Or, lea nombrea «i et » étant ouaai grande qu*oo 

voiiflro, et pouvant nîfmc devenir infinis, on prut 
fuirc croître ces voleurs de x par degrés inlinimcnl 
petite. La formule (3) comprend donc toutra lea 
valeurs possibles de runt;lo et Tcquatiou (2) 
est cotn[)lttetnent démontrée, si tonUTdis elle est 
vraie pour une valeur particulière jr=: « , dilTé- 
rente de léro. Vais, d*après le théorime du n<* 35 , 
lu résuliaute R est dgalei P| dans le cas de «=ffO*} 
on a doue alors 

— 1 — ;:i cos 6t>" j 

donc réquation (2) a lieu pour« = GO <, et coiiié- 
quemmcut pour toutes tes valeurs de x. 
S8. An moyen de cette équationi on etira 

E A SP eoa 

Si done la résultante H et lea dens composantes P 

sont représentées, comme dans len" 25, par des 
droites prises sur leurs directions respectives , à 
partir de leur point d'opplicalina, la force R sera 
le double de la projection de P anr aa direction , 
un égale à la diagonoln dn leaengc oonstruit aw 
les deui forces P. 

Soient maintenant deux forcea întigales P et Q , 
appliquées au point 11 ( fig. 7 ) suivant les direc- 
tions HA et MB j représentons leurs intensités par 
les lignes XG et MU, prises sur leurs directions, et 
aebevona le perallclogramme WStM. : il y «mm 
deux cas à considérer , le premier OÙ Tangle AKB 
sera droit, le second où il sern ni^u ou obtus. 

Dans le premier cas, tirons les deux diagonales 
HK et 611 qui ae coupent an point L ; par lea pointa 
G et H , menons les p0rjnèlts G!S' et HO à SI, ()ui 
reucoutrcat en N et 0 la ^rallcle & GH, menée par 
le point H. Le point L est le milieu de H. etd« 



GH{ et «MHM, da» «n rectangle, le* dens dia» 
genalca aent égales, il a^enanit qn*on a 

6L as Ul «s LH = UL. 

Lea deux paTallélegiammea GUOf et lUiO aont 

donc des losanges ; par conséquent, d*aptte la pro- 
position précédente, la force MG pourra ciro re- 
gardée «omme la résultante des deux force* MA 
et U , et U force ME oomme la tésnltante de HO 
et ML. IlonO} en aubstituant aux deux forces don*» 
nées li.'urs composantes, nous nurons , au lieu de 
MU et MG, les deux forces et MO, qui se détrui- 
sent, puisqu'elles sent égales et oontreirea, et lea 
deux forces Ml., qui s'njontcnt et donnent nnr' rr- 
sulUnte représentée en grandeur et en direction 
par la diagonale HK. 

Dans le second cas , menons par les points G et 
n (fii;. Sj, les perpendiculaires G£ et IIF à la dia< 
gonale HK, et les parallèles GR et 110 à cette 
même droite; par le point H,mcnona auui la 
perpendiculaire MHO k cette droits IK. Les deux 
parul!éIo;;ranimes GEMN et HTMO seront des rec- 
tangles qui auront leurs cotes Hk'S et MO v^aux, 
comme étant lea baulenrs deadeus triangles «^[aux 
G.MK et IIMK. D'après le prcnnier ras , on pourra 
remplacer les forces MG et MB par leurs compo- 
santes rectangulaires HE et HN, MF et MO ; au lion 
des deux forces données, on aura donc les deux 
forces MM et MO, qui se détruiront . comme étant 
égales et contraires , et les deux forces .ME et HF 
de même direction, qni s^iyontcront et donneront, 
à eanse de XE = FK , une résultante représentée 
en grandeur et i n direction pnr lu diajjonule MK. 

Concluons donc que la résultante de deux 
forcée quelconques, «ppliqucesen un mémo point 
et représentées pnr des Ii;^iics prises sur leurs di- 
rections à partir de ce point, est représentée, en 
grandeur et en direction, par la diagonale du 
parallélogramme «onalmit aur lea deux forcée 

données. 

S9. Voici les conséquences qui se déduisent le 
plus immédiatement de ce tbéorèmr* 
On voit d*abord que toutes les questions qu*«n 

peut proposer stir la compétition de deux forces 
en une stule et sur la decompontion d'une force 
en deux entres, sont ramenées i la résolution d'un 

triangle. En efTet, les {grandeurs do la ré.iull.inte 
et des deux composantes sont représentées par les 
trois côtés IK, MG, G&, du triangle MGK^ et les 
trois angles de ce triangle aont eenx que fait la 
re'sultanle avec chacune des composantes et le 
supplément de Tangle compris outre les deux com* 
posantes. Il s'enauit donc que trots de ces six 
cboses, les trois forces et les trois angles compris 
futre leurs direc lluns, étant données, on trouvera 
les trois autres en résolvant le triangle MGK \ ce 
qui suppose une foroe au moina an nombre des 
données. Par exemple, soient P et Q les valeurs des 
deux composantes, et as Tangle compris entre 
lenra direeUona; on demande leur résuliaute R 
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«Afangle x qu'elle fiMl ITM U Amm P. On awa 
dTibord réqmtion 

P»ar déterminer la vi|f>r;rde R} et fl«ll«de #M 
àiàmin de cette pruportioa : 

f in « : sin M : : Q : R. 

î<t l'rquilihrp a lirn cntrr trois forrpi P , Q , S , 
•pplit|inres en un uiéinc point H (fig. 0), tuivaDt 
l«t dtMetions VA, MB , HC, il faut que dMenne de 
ces forces soit é(;al« et directeneni «ppotie à la 
résultaïUr i^t's deni autres; et eomme cette résul- 
tante est cuinprise dans le pUn de ces deux forces, 
il t'eiirait d'ebetd que tes Irait foraev données 
doivent aussi être dans un même plan. Soit HTï le 
prolongement de SC; la résultnnte deP et Q sera 
dirigée suivant HD, et si on la représente par R, on 
■ON R=S. II*«iUmin, «o oaitt|wrMii In force R k 
rhai line de ses oompoMntM, «n ^<Pmftèë m qu'on 
vient de dire, 

R : Q : : sin AHB : sin ARD , 

R : p : : Aia arb : sin bmi) j 

à cause do 

sin AID = sin AMC, «to RHD = «in RVC , 

il en rcsiiUcrri donc 

9 : Q : p :: lin AIR : tiii AMC : «ïn me, 

ce q'ii montre r['ic qii.-.iiil trois forces sontcnéqui* 
libre autour d'un nième point, la grandeur de 
diêem* d*elle» peut être leprésentée par le linot 
de Tangle comprii «atre Un direetiom dea deux 
autres. 

Du point O, pris «ur la direction de la résultante 
R on «or eiHi pratongcinanl, f abaiaao dea perpen- 
diculaires OE et or tor les diraetioi» dca eo^o> 

santés P et Q ; on aura 

OE = JIO «in ARD , OF = MO aio RRD. 

Si donc on multiplie par MO lOB doua derniers 
termes de In proportion 

P : Q : : sin AMD : sin ARD , 

il enrésnUera 

p ; Q ;: OF : OE} 

en sorte que les mmposuntes sont en raison in 
terae des perpendiculaires abaissée» sur leurs 
dttoeliom , d*ua point quelconque appartenant à 
la direction de la résultante. Réciproquement , si 
les composantes P et Q sont en raison inverse des 
perpendiculaires OE et OF, abaissée» sur kurs 
diroeliont, d*nn point 0 prit dont leur plan , oc 
point appartiendra à la direction de la résultante; 
car, en divisant par MO les deux derniers termes 
de la dernière proportion, on obtient U précédente, 
qntddIenBijM cette direction. 
JO. in rdanllanla de deux foreca dlanl connue, 



il est aisé d'en dédnirt; rfllc triiii iin-T'Itrc ([iiel- 
conque de forces appliquées à un même point et 
«itnéea on non titudea dans un même plan. On 
pr wH i f n d^abord la i^nllanlo do deux de ce* 
force»; ensuite, on composera cette résultante 
avec une troisième force , ce qui donnera une se- 
conde rdtultante , que Ton composera do mémo 
iiYi'c une quatrième force; et Ton continuera de 
même jusqu'à ce qu*on ait épuisé toutes les for- 
ces données. Dans cette construction , il est aisé 
de wlr que ai les grandeora de tonfet Im forces 
sont rcpr(?sentép<î pir îf*; côtés d'une portion do 
polygone , parallèles à leurs directions et tracées 
dans lèsent delenr* aetions, la résultante sera 
représentée , en grandeur cl en direction , par la 
droite qui joindra les deux extrémités de cette 
ligne brisée et fermera le polygone. J.'ordre dans 
lequel letoôtdt pamllèlet aux forées se toeeéderonC, 
sera indifférent. Quand le polygone se fermera de 
lui-même, la résultante sera nulle ^ et les force* 
données se feront équilibre. 

Il «oit de 11 que quand les forces donnéea «ont 
ou nombre de trois, non situées d nn niAme 
plan, leur résultante est, en grandeur et en direc- 
tion, la diagonale du parallélépipède dont cet trois 
forces sont les cités adjacent. 

31. On petit «ffTeetuer d'une manière plus sim- 
ple cette réduction d'un nombre queloonqne de 
forces à «ne seule, en eontidértnt d*al»ofd locae 
particulier de trois rr)rccs rectangulairet , auquel 
on ramène ensuite le cas général. 

Soient X , Y , Z , les trois coiupo&anles, K leur 
rétnitanto, ft, « lea anglea qu'elle fait avoe 

X, Y, Z. D'nprê* ce qu'on vient df voir, R f "-t lii 

diagonale du parallélépipède dont X , Y , £ sont 
lea trois edtà •djaoens ; or , ce parallélépipède 
étant fcelangle, il a^enanit qu'on aun 

fttfisZ'+Ts^-Zs. (•] 

K enfdsuUeanarî quoai l'on joint l'oxtidniitd do 

la diagonale R fc celles des trois côtés X, Y, Z. on 

formera trois trianç;les rectantjles , dont 11 sera 
rhypuléinise coininuric ; d'où Ton conclura 

X=:Rcosa, Yi=Rcos6, it=iRcosc; (£} 

équations qui s'accordent avec ]à précédente, à 
cause que les trois angles a, 6, c, sont liés entre 
uns fê* oetle équation (n^ 0) 

ooa* • cota é «f- cota e s= 1. 

Lorsque les composantes X, Y, Z, seront don- 
née»., l'cipiation (o) fera connaître la valeur de la 
ré»ultante , et les éqnntlons [1) en tictermineront 
la direction au moyen des trois angles a, c; si, 
au contraire, la force R est donnée, et qu'il t*agiss« 
de i<i décomposer en trois forces rectangulaires 
X, Y, Z, qui fassent avec elle des angles donnés 
a, h, c, les valeurs des forces demandées seront 
immédialemenldélermioéct par letréquaUons (è). 

Si Vone dot conq|»ofantet| la force Z par eaom» 
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pic, est nulle, R n'est plus U résultante que des 
deni forces X et Y} ello est comprise dans leur 
{(idti, et sa direetion dépend seulement des deux 
«nglet « et 6. Gei angles «1 It takw d» E srat 
•tondétaminéa pirlw ëqualimi 

ft>ssXs-|-Ts, X SB R €01 «, TsBcmI. 

Supposons actucUonent que M (âg. 1») 
mit le peint d*applicetion d*aD eeoibte qndeoDqoe 
de forces donnc'es. Représentons ces forces par 
Pi F, F', «tc.f et, pour fiser les idées , supposons^ 
que II droite BD teit la direction de la force P. 
Les directions det «utres forcca ■ontioatiles à in- 
diquer dans la figure. Soient », C^y, les an^'les 
que fait la direction MD avec les trois axes tec- 
lengulairee SA, MB, MC, tneBét erbitreirenMBt 
per le point M. Désignons de nàm» pw 
les angles que fait la force P' n\oc ces m^mps mes; 
par C", y", ceux qui répundcut u la iurce 
P*i ete. Tout ce» englei sont donnés et doivent 
s'étendre depuis léro jusqu'à 180t> 7) , afin que 
les forces P, P', P", etc. , puissent avoir toutes les 
positions possibles autour du point H. 

Décomposons duicnne de ces forces ma trois 
autres dirigées suivant les nxcs MA , MB, MC. les 
composantes de la force P, seront P cos « | P cos C, 
P ces y; celles de la feroe F' seront P' ces 
F cos C, P' cm >' , ete.; et ces eeoifoaentes egi* 
rout suiTant les axes ou suirant leurs prolonge- 
mens, scion qu'elles seront positives ou négatives. 
Par exemple, la direction MB tombant, eïDsiqne 
Tsxe se , au-dessus du plan AMB des deux autres 
axes , 1 j composante P cos y de la force P tend à 
élever le point M, c'est-à-dire qu'elle agit sui- 
vent WCi et, dans oe cas , P ees > est ooe qnen- 

tité positive, puisqu'on a ^ < 90^. .\u contraire , 
si cette direction IID tombuit au-dessous du pian 
AKB, on aurait ^ > i>o >; la composante P cos y 
serait négative, et, en même temps , elle tendrait à 
abaisser le point M, c'est-à-dire qu'elle unirait sui- 
vant le prolongement de MC. £n ayant duuc égard 
eux signes des eompesantcs , on voit , d'après ce 
•{u'oci a dit dans le n° 24, que toutes les forces di- 
rigées stMvaMt un même axe et son |iro1iinf;ement, 
te léduiseui à une seule , égale à leur sutuiiio. 

De cette manière, les forces données P,?*, F', etc., 
seront remplacées par trois forces tectangnlaîres; 
et en désignant ceUes«ci par X, T, £, on van 

X = P cos * 4- P' cos *' 4- P" cos «" etc., I 
Y = P cos C 4- P' cos C 4- F' cos C" -i- etc., V (e) 
Zs5Peos>4-^co>>' + I^'(»sy'-|.ete. S 

Les valeurs de X , Y, Z , pourront être positives ou 
négatives, et leurs signes feront connaître le sens 
de lenr eetion. Si la force X est positive, c'est 

quVn»" p.^'it suivant Tnic JÎA nu dans k- sens des 

COUipOSHUt^P cos a , P' (OS a', ctC, qUÎ SOUt pOSÏ- 

tives} si elle est ue^jaiivc, il en faut cenclure 
qu^dle agit suivant le prolongement de lA ou dans 



le sens des composantM négatives ; «1 de même 

pour les forces Y et Z. 

Cela posé , soit K la résultante des forces données 
P, F, F', etc., on des trois forces X , T, Z ; soient 
aussi l, c, les anzlr"; que sa direction incnnnnc 
fait avec les axes MA, MB, MC. Les voleurs de R , 
a, e, seront donnén par les éqo^lnns (a) et (b), 
dans lesquelles on mettra les formules (c) à la plaee 
deX, Y, Z. Les anglesa, b, c, pourront Ttrc :.i^Mis 
ou obtus } à cause que U force B doit toujours être 
unn quantité positive , les signes de leurs cosinus 
seront les mêmes que ceux des quantités X , Y , Z, 
en vertu des équations (6'. l)t: celte roanière| 
la force K sera conipièlcmcul dclermuiée en gran- 
deur et en diraetien. 

33. La grandeur de la résultante R ne saurait 
dépendre de la direction arbitraire des axes MA, 
MB , MC ; elle dépend seulement de la grandeur des 
forces donndos et des angles compris entre Icnrs 
direction; ; fi , en effet, on en peut trouver UM 
expression qui ne contienne que ces quantités. 

Ponreela, désignons par PMP', PfflP", P'MP", etc., 
les angles compris entre les directions des forces P 
et P', P ri P", V et P", cto. O'sprès réqaftUon (a) 
du 11 ' d, ii(ju:> aurons 

cos PMF =cos « cos «'-f-cos C cos C'4-cos y cos y'f 
cos ifip"=«BS • oos«''4'eos C oos€"-|-cos y cos y", 
ceeFlF'asoes«'ooi«''-i-oesC' ooeCi'4'OM>' cosy", 
ete. 

Mens aurons «umI 

cos» • -|- cos» c -|- cos» y = 1 , 

cos' a.' -j- COS» C -\- COS» ^ = 1 , 
COS» m" COft* C" + COt* y = l , 

«te.| 

et , cdâ diant, si Ton ajoute les cerrés dm for^ 
mulet (e)t et qn*on eit ^ard à féquatien («), il 

vient. 

R» = P» + P»» + P"» + etc. 

-f 2PP' COS PMP' -I- 2PP" cos PMP" 
4- ;2I"P'' coi P'MP" + etc. , 

pour le carré de la valeur R dont il s'agit. 

84. On dédnit aussi des équations (i) et (e) une 
propriété de la résultante, qui nous sers utile dans 

un des numéros suivons. 

Dans une direction quelconque , je mène par le 
point H une droite, dont Rappelle 0 l'autre extré- 
mité. Soient h, k, les nn.;lps A!ffO, BMO. CMO, 
que cette droite foit avec les trots mes MA, MB, 
MC. Désignons par RMO, P.1I0, P'MO, etc., les en* 
gles compris entre cette nié m »■ drfiitc MO etletdi» 
rections des forces R, P, F F', etcj on aura, 
comme tout ù l'Injure 

cos RMO = ros g cos a cos k cos b 4" cos k cos c, 
oos PMO =r cos g cos a, ^ cos A cos C -|-cos k cos y^ 
cos FlOa ros f ces «■ + cos AcosC-f cos ft cos y', 
ete. 



iizûu by GoOgI 



STATIQCK, P&EUÈRfi PARTI£. 



11 



Vwfièê tt fnaàkn de cm fomnln «t Ict é^M- 
ti«M(l»Xt 

et , en vertu de« formules suivaatM , si Ton ajoute 

les équations (c) oprès les «Toir nmltipliées , la 
première )>ar cos g, Im deusième par cos h, U troi- 
éèm futeot il Ml rémlton 

KcmUO =PeotPIO + V cos VIO + etc. ; 

ce qvi montre déjà que la composante de la résul- 
tante R , suivant un* dvction quelconque MO, est 
égale à la somme des romposnntet deP^ P*} P" etc>| 
aaivant cette même direction. 

Ccin po«d, Je pMjclte h droite HO sur let di* 
rertions des force» R, P, P', P", etc. ; j'uppcle r, 

f/f f', etc., SCS projections | de sorte qu'on ait 

r=rïO rosRMO, 

p = MO cos PMO , y — MO cos l' IlO , etc. , 

en considérant chacune des quantités r, p, p' , 
p''f etc^ comme poittÏTe ou comme négative, se- 
lon que la projection qu'elle représente, tombe sur 

!•» direction même de la fnrcp ou sur son prolon- 
gement. Si donc on oiuttiplie pur MO i'équutioo 
préeddente, on 

Ir = 1^ -f + FV + «te. i {d) 

f qui nnr«mo la propriété do la rénltanle q»*!! 
s'agissait de démontrer. 

36. Pour qne les forces P, P', P", etc.,j soient e« 
équilibre, il suffit que leur résultante R suit nuile, 
«t flotto condition «il ndoeasaire si leur point d*op- 
plicdtionX estonttéremnntlihrej mais Téquation 
&=0, ou 

X. Y» + Z.= 0, 
pant avoir lieu, à moins qu'on ait séparémoni 
X s= 0, T = 0) Z = Of 
c^csUà^ire , on Tcrltt des éi{Qati^ (e), 

P cos * -f- P' cos a' P" cos *" -\- CtC. = 0 , . 

P COS C + P' co» c -J. P" cos C" + etc. = 0 , > («) 
P cos >4-P' cos y' + P" cos 7," -I- etc. = 0 , ' 

Telles sont donc les i^uation$ iféquUiire d'un 
point nwtériel qu'on suppose entièrement libre. 

Dnns cet état, chacune f!r s f orrcs qui le «(ill r-itent 
doit être égale et direcleinciit contraire ù la rv^uU 
lanto de tontes les autres; c*est en effet , ce qu'il 
est aise (le vérifier. 

Soit R' la résultante des forces P', P", etc. Appe- 
lons cf, b',e, le» angles qu'elle fait avec les axes 
MA. , MB , HC I et faisons, pour abréger , 

1' = ces + f" DOS «» + etc. , 

y = P' cos c P" cos C" -i- etc. , 
1' = F cos y' + P" co» + etc. j 

nous snrens, d'après le n* 3&, 

X'asVcestf', VssVcmV^ Vss««m9't 



et par «onséquanl, an vortn dos dqnntioas d'd- 
quilibra , 

P cos « = — R' cos 0* , 
P cos C = — R' cos f , 
P cos 7. = — R' cos e*. 

En ajoutant ces équations , après avoir élevé leur» 
deus awmbiw an eand , on n 

P» s K> , 

à cause de {a" 6) 

cos» » -f- cos» s -}- cos» ^ = 1 , 
cos* a' 4- cos* ^ -f* 1^** c* = 1 1 

nn aura donc P = ^ R'; mais cnmme ces forces 
doivent être toutes deus des quantité» positives, 
il font prendre P =s V. Us équations précédentes 
deviennent alors 

cos<(=3— eosfl^i eosC=— cosV, eosy»— ooso'î 

par conséquent , le» angles C, y, sont snpplé- 
mens de a\ b\ c', et répondent à une force dont 
la direction est le prolongement de la force R' (n»?). 
Il s'ensuit donc que la force P est égale et direc- 
tement opposée à In résultante R' de toutes les 
aulxns forces P', P", otC} co qu'il s'agissait do 
vérifier. 

36. Si le point M, auquel sont appliquées les 
forces p, p», p", etc., est assujetti k rester sur une 

surfi'^r donnée, il ne sera pl"« nécpssnire, pour 
l'équiliiire, que leur résultante soit nulle j il suffira 
qu'elle soit normslo i la surface, puisqo*akitscUe 
ne pourra faire glisser le point M dans aucun sens 
sur cette lurfttce ; et , de plus , cette condition sera 
nécessaire ^ car si elle n'était pas remplie , la ré- 
sultante se décomposerait on deus forces, Tune 
normale h la surfacr- rt qti: er rait détniitc, l'autre 
tongente et que rien u'cmpécUcrait de faire glisser 
le mobile. On n'aurait donc qn*k dicreher dans 
chaqoe cas , la direction de la résultante des 
force» P, P', P", «"te, et à examiner si elle est per- 
pendiculaire à la surface donnée, pour savoir si 
l'équUibra esisteia; mais il vant mienx, cobmm 
nous venons de le faire pour un [ int 1 I rt- , expri- 
mer le» conditions de l'équilibre par des équations 
entre les données de la question. 

Or, lacompiManto normale de chacune des forces 
qui agissent sur le point 5Î, est détruite par la résis- 
tance de la surface i par conséquent, cette résis- 
tance équivaut k une force égale et contraire * la 
totalité des forces détruites. On com^oil donc que 
l'on peut taire abstraction de la surlacc donnée, 
et considérer le point matériel comme entièrement 
libre, pourvu que l'on Joigne ans forées dounccs P, 
P*, P'', etc., une nouvelle force do grandeur in- 
connue et perpendiculaire à cette surface. 

Soient donc M cette force , et a, /<, r, les angles 
quo sa direction fait avec les axas lA, MB , HC; 
cbaennn des équations d'équilibre qn'ou vient do 
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trouver ^ra au;;nieiitée d'un nonvrau tcriM, de 

sorte qu'au lieu dus équiitiunis (0), on aura 

N cosA-f Pcos*4-P'< os.t'-fP*'f os »"-f ctc.=:0,i 
N cos^-i-P C+Fcos C'-j-l^'cos € '-(-etc.=oJ(/} 

Je déiigne par y, s. In Iroit mordonnéei 

de M rapportées 0 des axes parrallélcs h M V, MB, 
IC, et pur L = 0 Tccpiution de I.1 surface dontici- ; 
ta direction du U furce ît étaut , par hypothèse , 
celle de la normale an point I, on lun , diapré» 
lea dqvatioD» (6) dn n« 21 , 

dl dl dl 

C«IA=V — , COt/»=:V— , cMff = V— , 

^ d» 

en faiaant , pour abréger , 

Le signe (le V sera im onnu, parce qu'on no sait 
pat d'avance suirant quelle partie de la normale 
doit être dirigée la force N; mais V disparaît lors- 
qu'on élimine N entre les dquattooa (/); et al Ton 
a égard aux formulea (e) , on trouve 

A dl f/I. dl 

djf ds d» 

ponr lea denx éqitatioro néoeaaairei ettuiBiintes 

«le rvfnt;!il»re d'un point matériel nuujellï k de- 
meurer sur une surface donnée. 

S7. Si la poiîtton de ce point sur cette surface 
nVst pas connue, letéquollout Joiwlesh l'é- 
qnatinn Honnée L = 0, serviront à déterminer les 
coordonnées des diflerens points de cette surfarc , 
«à le Bolnle pourra demeurer en équilibre. Lorsque 
ta position tera donnée, on aura aeutenient à vé- 
rifier si les coordonnées t , y, s , ilcs |M)ints d'aj»- 
plicatioQ des forces données satisfont uux équa- 
tioot (g). Hait , dana ce eas , on aura det équations 
pins simples en faisant cafncider Ton de% axes MA, 
MB , MC, le premier, par exemple , avec l'une des 
deux parties de la normale ; d'uu il résultera 

cos A = i 1 , cos ^ — 0 , cos » =3 0 ; 

ccquicliun^c les c tjualiuns (/j en celles-ci : 

±Ji+ P cos • -J- P' cos -J- P" cos + etc. = 0, 

P cot C 4- P' cot 4- ^ «0» C" 4. etc = 0, 
P coa > 4^ pf cea y' 4» F' CM >" 4- etc. = 0. 

Ces deux dernièrea éqoatîona font voir, ce qui ett 

d'ailleurs (Hidcnt, qnc dans te plan tangent à la 
surface donnée, les composantes des forces appli- 
quéea au mobile doivent ae faite équilibre, comme 
si cette tarface n'esittait pat. 

î.n résistance W, que la swrfncc oppose aux 
forces P, P', P etc., Mt égale et contraire à k 
fnatêm qn*elle en éprouve. Kn vertu det éqaa- 
tiout celte pveiaion, dent PéUt d'éq^ttbrc, 



ett la résultante même du eoi HtMOt. Dont la pra- 
tique, il r n Tititlra calculer la grandeur au moyen 
de l'équution (a) , pour savoir ci la surface est ca- 
pable de la lopporter. Si le mobile ett Moleoicnt 
posé sur cette surface, qui sera celle d'un corf» 
•oUde, U faudra, de plus, quu le sens de cette pres- 
aioQ toit tel qu*^ appuie le mobile sur cette 
surfaee; eondilion qui ne peut être etpriméepar 
une équation, et qu'on devra vJ^rificr dans eliaque 
casi, en déterininaut la direction de cette force 
d'après les équations [b). Cette vériflottioA lefeiu 
plus simplement au moyen d« la premiiM det 
trois équations précédentes. 

En effet, supposons, pour fixer les i«lées, que la 
partiede la normale avec laquelle ona fait eoTueidcr 
l'nxc MA, suit la partie située dans la coaoavitéde 
la surface. Un saura si les angles donnés <» , 

etc. , sont aigus ou obtus \ et le stgne de la 
somme X det compoiantet diriféet tuivant cette 

droite sera connu. La quantité devant être po- 
•itivci il faudra, dans l'équation dont il s'agit, 
c'ett^Hlire, 

±N + X = 0, 

prendre le signe — ou le signe 4- devant , selon 
que la tonune X tera potitive ou négative. Dant 

le premier cas, on aura cos x =z — 1, cl la pression 
contraire à I*i sera dirigée suivant SA; dans le 
second cet, on aura eut & = 1, et la preation agira 
tuivant le prolongement de eette partie détermi- 
TH-c de la normale. 

:i8. Lorsque le point matériel M sur lequel 
ogittent tetforcet P, P', P", etc., tera attujetii à 
rester sur deux surfaces données ou sur leur 
courbe d'intersection , il suffira, pour Téquilibre, 
que la résultaote de toutes ces forces puisse to 
décompoter en deux foreea perpendîeolairM eux 
surfaces données, et qni seront détruites par leurs 
résistances. ÏM joignant donc auK forces P, P', 
P'', etc., deui foroea normatet k cet lorheet, mait 
inconnues en grandcor, on pourra faire abtlrac- 
tioit des surfaces, et eontidérer le naobilo oonme 
entîèrememl libre. 

N et N' étant donc cet nonvellet foroes ; x, /«, », 
les angles qui déterminent la direction de 11 par 
rapport nus axes HA , MB , MC , et a', ft.\ ceux 
qui déterminent de luémc la direction de Pi'i les 
équationt (a) deviendront 

IS cos A-|>K' cos A'-f-Peot «4'P'oOta'4*^^*^''^fJ 
N cos /u+IS' cos fi'4-P oot C4*Fcos r4-etc.=0,Ub) 
Il cet 1 4>N' oot v'4'P cety4-P'oot)^^ete.ssO.) 

D'ailleurs, en représi.-nlant par x, y, les coor- 
données du point M, rapportées àdcsaxespaïallèles 
à MA, MB, MC,etparLssOetL'ssO,les équa- 
tiont det deux aorfaeet données, lea valeurs de 
ros >., cos M» cos r, seront les mêmes que précé- 
demment, et celles de cos a.', cos f*', co» r', s'en 
déduiront en y dmngeant L en L'. Si l*on aubaUtae 
cet valeun dans lea trois équations (b), «1 qu'on 
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flimine ensuite II et W entre ellet, on aura Téqna- 
tion d"« quiliV rf k laquelle devront utisfaire les 
forces doDuces P, P', F", etc.; ou bien, si ia po- 
aitio* éu BMlnl« B*«al |nw dmuiée aiur llalaneo 
tion des deux surfaces, cette équation d'équilibre, 
et les équations L = U et L'=0, détcnniaeroai 
•es trois coordonnées y, s. 

Qotnd 11 pontion du nwbila es4 donnée «nr la 
cmiiiia où il doit rester, on obtient immpHiatemrnt 
rdqooaon d'équilibre des forces F, P', P", etc., 
on proMot U* axea MB «I MC, auxquels répondent 

l«« ODglct M( ^1 't >»y't <lons i« pl*n 

des normale* au T «Iimu surfares données. Le troi- 
CÎèniO ose KA lumbc «lors sur la tangente à leur 
coorbe d'inlcnoclion; il oat done porpendienloiio 

aux forces oorniules !V cl ^"; en sorte que l'on 
a x=00«, x'=80o, ci, en vertu de la première 
ê4}uaUoo (k), 

P M» • + V 00» W + F CM + «le. » 0 , 

povr rdqnelien denandée. 

Cette équation exprime que la somme des com- 
]»f)Sf»nte5 rif \\ I'', P ', etc., t.m^enles à riiitersets- 
tion lies deux sutUces données, est égale à léro} 
e« qni eat, on cffol, b oeadilion pour qne le poinl 

M ne puisse pas plisser sur crlte courbe. AprA* 
s'être assuré qu'elle est remplie, oo déterminera 
les valeurs des forcée R et H', et le aens dona lequel 
oBoa aftisseot, au moyen des deux dernières équa- 
tions {h). Si Ton pr»-ntl ensuite des forces i^i^aies 
ci contraires à fi et ^', et qu'on le* réduise à une 
seule par la règle du parallélogramBO des forées, 
eoHe-ctsera la résulte»to des foreoa?, F, P", etc., 
et fera connaître l i pression exereée sur la courbe 
donnée, k laquelle elle sera perpendicubire. 
19. Par ee qui précède, on Toil qoe quand le 

mobile est astreint à demeurer sur une courbe 
donnée, il n'y a qu'une équation d'équilibre ) qu'il 
y CD a deux lorsqu'il peut se mouvoir sur une 
anillice donnée, et Imia lorsqu'il est entièrement 
libre; en sorte que le nombre de ces erjnntinns 
eopoente, wmme cela doit être etTectiveiuent, à 
nManreqnolea monvMMns poaaîMaa dn mobîlo 
sont aooins limités. Ces dÎTerteoéqnaiions peuvent 

être rrnfcrniée'! <!nf(^ nue senlp formule, qui de- 
viendra, par ia suite, 1 cquatiou générale de l'équi- 
Kbra, npplieeble k nn ayatèno qveleonqno de 
points mater!?!;. 

Pour obtenir cette formule, supposons que le 
mobile soi! transporté d*on point M, qn*U occupe 
dans sa position d'équilibre, en un autrepointO 
infiniment voisin de M, et tel que ce déplacement 
soit compatible avee la condition à laquelle le 
a^ilo est aanO"^* 1i*a entâèrement 

libre. Désit^uons por r, p, p', p'\ etc., les projec- 
tions de la droite infiniment petite MO sur les di- 
rections des forues R, P, P', P"j etc., dans la 
prcnièra peoilton du mobOt } et considérons cha- 
«nnn dn tm praJasMani «ohm «no qnaniilé 



positive on négative, selon qu'elle tombe snr la 
direction même de la force à laquelle répond, 
ou sur son proloagement. Si l'on suppose que la 
roroa R soH h réanitonto dos fovoaa P, F, F', etc., 
te produit Rr sero toujours nnl dans le cas de 
l'équilibre : il sera nul pour un point matériel 
eotièreneot libre, parce qu'alors la résultante R 
devra être égale k téro; il le iora eneore pour vn 

point assujetti il tlrnu iirer sur une surf.ice ou sur 
une courbe donnée, porce que, d'une part, ta force 
â devra être dirigée anivant la nomale, et que, 
d*un uutrc c6té, la droite inflnimenlpolila 10 ap* 

pflrticndra au plan tancent on à I» tnngente, ce qui 
rendra nulle sa projection r sur la direction R. 
D^aprèsréqualion (d), qtt*ono démontrée précédem- 
ment , et qui a égulement lieu quand k droite 10 
est infiniment petite, on aura dooo 

toutei les fois que les forées P, P', P", etc., se fe- 
ront équilibre. Réciproquement, l'équilibre osla- 
tera quand cette équation nnra lieu pour tous les 
déplacemens possible» d'uu point matériel entiè- 
rement libre , on asiroiot à realer snr nne surfaee 
ou sur une courbe donnée. 

On appelle vittstê tirtueUt d'un point matériel 
en équilibre , toute droite infiniment petite , telle 
que KO, qu'on peut lui faire décrire, onobaorvant 
les conditions auiqurlles il peut être assujrlti : et 
le principe d'équilibre contenu dans l'cquatioa 
qu'on Tient d'écrire, sur lequel nous reviendrai» 
par la suite, se nomme le jprsaeqM dê$ vittitu 
virtuellet. En l'uppliquant successivement d un 
point matériel euticrenieot libre, assujetti k rester 
sur une surface, mslrcint è demeurer sur nno 
courbe, on retrouvera sans difficulté les équations 
d'équilibre que nous avons précédcuiuieut obte- 
nues. Cbacune des équations (rj se tlcduira de la 
formule en prenant pour M le d^tlaeamenl 
de M sur l'un des axes MA, MB, MC ; on obtiendra 
les cquatiuut d'éqiiilibre qui ont lieu dans le cas 
d'un point assujetti i rester sur nne anrfiMO don- 
née, en considérant ses dcplaoemens soivsntdeux 
axes tracés du m s lr> plan tangent; et I<i formule (t*) 
fournit immédiatement l'équation d'équilibre d'un 
point oatroini b realer sur une eowbe dénuée, on 
prenant pour MO l'élément de cette courbe, et 
pour f, fl , p", etc., les projections de cet élément 
sur les directions des forces P, F| P'', etc. Les 
angles que oaa direetione font aivoo la tangente à 
k eonrbo , étant m, «Ic, on •nia alors 

fsMO c«s oy jfssBO ces ^srKO ces etc.; 

en supprimant le facteur MO commun à tous les 
termes de Péqnation (t) , il en riFsnlteFa 

P cos • -)- P' cos «' F" cos • ' etc. s=: 0 . 

comme pvécédcnnwnt» 



Digitized by Google 



24 



T&AiTÈ DE HiCRAIQUE. 



CHAPITRE IL 



1>B LEQnUBBB LBVIBB. 



40. On contiiléfeni ici un kvkr eonraie une ligne 

«Irwitc ou courlie T.C.T T'c!- 10) incite nsihlc , et tle 
forme invariable, qui no peut que tourner, dan^ un 
plan t «atour d^un de ses points C suppose fisc, que 
Ton appelle le point d'oppin du levier. Ordinaire- 
ment il n*y a que deux forces qui soient appliquées 
À cette madunt, et dont i'une a pour objet de tenir 
Feutre en dqnilîbre; la première e'eppeîle la jni»r> 
«once^ et la seconde la r^slrlonee* lais , pour plus 
de çrrn*ru!it<* , noti» siippotrrons q<i\in nombre 
quelconque de forces, dirigées dnns le plan du le- 
vier , at^isaent en diSéreot point» de eette ligne; et 
il s'.i ';r;i rlr trouver les conditions de leur équilibre. 

Je ne me propose pas, dans cet ouvrage, d^appli- 
quer anz diverses mediine* les lois de T^uilibre 
qui j seront exposéei. Four ce qui re;:ardc les ma- 
chines simples, je renverrai aut Tmités l'It-men- 
taires de Statique ; mais la loi de i equilibre danslo 
Invierdtant un principe delà Mécanique , il est né* 
cetsaîre de non» en occuper; et l'on va montrer 
comment ce principe est lié à relui de lu composi- 
tion des forces qui agissent sur un point isolé. 

41. Lerwfue plutienrt foreet «ont appliquées è 
un corps qn'nn ,n[ij!ose de forme invariable, on 
peut transporter le point d'application de chacune 
de eee forcée en un entre peint du corps pris tnrse 
direclion on iur lOO prolon'^fment. Si une force 
donoL-e P agit, pnr exemple, à rcitrémité E du le- 
vier, suivant la droite A£, et que M soit un autre 
peint Bppartenent k eette direelien , qu'on anppote 
lié au levier d'une manière invariable, ileit pernie 
de remplacer ht force P por une autre force de même 
intensité, agissant au point M suivant la droite 
■A. En nèist , on peut d*eberd appliquer an poiot H 
deux forces égales entre elles , agissant en sers 
contraires I i'une suivant MA , l'autre suivant son 
prolongement MA'j si , de plus , on anppeee que 
ehacune de ces forces soit égale k P, celle qui agit 
tnivant MA' délmin la force P appliquée nu point 
Braivant £A,, puisque ces deux forces égales agis- 
lent en mm oottiniree «wt eslrémitéa de la droite 
MEf d« longueur inveriablei par hypethèie; il ne 



reetere dene plot qne le fenw P eginenl en peint 

M dans la direction M\ , et par laquelle la force 
donnée P, qui agiaiait au point E , ae trouvera i 

placée. 

Les Curées agiaeent souvent si 

mettent en ti rnivrmfnt iiii qirf!1f; (fiident h mou- 
voir, soit en les tirant par le nio|end'un fil qui leur 
cet etlaefaé^ toit en lea pouamt par le moyen d'une 
berre appuyée contre leur surface. Ce fil ou cette 
barre sYlpnd on se contracte plus ou moins ; c'est 
quand ils ont cessé de s^slonger ou de se raccour- 
cir qu'on lee conaldère eonne dce lignes inverie- 
bles qui représentent la direction de cliuijue force, 
dont l'action est la même alors que si elle s'exerçait 
immédiatement aux pointa de 1» aufraee du mobile 
où ces lignes viennent abnuttr. Un levier n'est pas 
non plus , comme on le suppose ici , nnc liicnc do 
forme invariable i c'est une burrc qui âécbit un 
tant soit peu , ets'ëlend on «eeontracte aiiaai d*ttne 
petite (|uantité , en raison des forces qui j sont ap- 
pliquées. La forme qu'il <!nit prendre serait très dif- 
ficile à déterminer d'avance j luau c'est quand il y 
est pervenu qu*on le considère comme inveriable, 
et t'est à cette ligure, très peu difTércnle de sa 
forme naturelle, que se rapporteront les coiuiitionB 
d'équilibre qu'il s'agit de trouver. 

dâ. Supposons qu'une seconde force Q agisse à 
l'antre cTtrt'mil'- F du trvii-r, suivant la droite FB , 
et que les deux direction» LA et Fit soient cMupti- 
ses dans le plan où le levier peut toumer ; ces deui 
droites, on leuia prulongemcns, viendront se cou- 
per ••Il nn cerinin point M, que l'on pourra prendre, 
d a(irt:g ce qu'on vient de prouver, jiour le point 
dTepplication cosamun k P et Q. Gela étant, pur la 
r!jt;Ie du para!!(5lu^rammedesforccs, OU déterminera 
la résultante de ces deux forces, de laquelle M sera 
aussi le point d*appltcetien. Or, pour qu'elle soit 
détruite et que le levier demeure eu équilibre* il 
sera nt r( lire que sa direction vienne passer par 
le point il appui C; et cela suihra, puisqu'en jr 
transportant cette résultante, elle sera détruite 
par la réristaaoe de cepnml fine. Vapréiee qi^n 
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a TQ dan» le n° 29, si Ton abaisse du poiot C des 
perpeodimilBiNf Cfi et CE iv In diieetiMs des 
force* P «tQ, on aitm doiM», d«M 1« eu itoTéiiui- 
tibtc, 

p : Q :: CH : CG; 

et, rrrijirnqijemenl , l'équilibre exigten quand 
cette proportion aura lieu. Par conséquent , en up- 
pdmt p et 9 les perpenifoahiim OG it CH, Téqua- 
timi drégoilibiB lara 

Oo appdle wument ^mtê farcê jpar rtpptrt é «m 

poinf , produit de cette force par la prrpenflint 
laire abaissée de ce poiat sur sa direction. Aiusi , 
lAconditira 4'éipiil3n« dan* le letter eoMM*«ik 
«tt qm Ict iDOntoa à» la puiMancc et de la résis» 
lame, pris par rapport nu point d'appui, sont 
egaui I ce« d«u& force» leuduiiit d ailleurs à faire 
tmnmer %9 levier en tma oppoaéa. 

s; Vi-.u ^nppose les droites CG et CH liées inva- 
rittblcuieiit uu levier, on pourra prendre G et fl pour 
les peints d'application dM fOToei P et Q , et rem- 
placer le levier cic figure quelc<UU|ne £CF par le 
IcTier coude (iCH (fig. 11% Lm p<«rpendiculaire8 
CG et CH s'appellent les brtu de Imner, de la puis- 
Mneect de la idtistaoec. La eonditien de rëqaili- 
bre ne dépend pas de la grandeur de Punç^lc GCR; 
cl c'est aussi ce que l'on peut Toir A priori. 

En effet, si do point C et d'un rayon CH on dé- 
crit l'aie de eenlelH', qn'oB le ioppoie lié inva- 
riabloment au levier, et qu'on nj^yilifjue au point 
H' deux forces égales à Q, agissant en sens con- 
tntrea, iniTant les paHies H'B' et W de la tan- 
gente en oe point , il est évident que la force Q , 
dirigée suivant II'B'', sera détruite (Utr la force Q 
dirigée suivant HB j car ces deux forces tendent à 
feiretounier le syetïne en des sens oppeeé», et il 
n'y aurait pas déraison pour qu'il obéit plutôt ù 
l'une qu'à l'autre. La seconde de ces deux forces 
«e troOTcra done remphcde par la fotee Q dirigée 
suivant H'B', et l'angle GCHsera changé dans l'an- 
gle GCli'. plu<î ç;rjnd ou plua petit, sans qoe l'équi- 
libre soit troublé. 

Parce dwagement, rengledet dent bna du le- 
vier pourra devenir 180 • on léro ; alors le levier 
aera droit ^ la puissance et la résistance seront des 
force» parallèles dirigéet dana le même aens on en 
•en* OMitraires ; et , pour l'équilibre , il faudra toa- 
jonrs que leurs intensités soient en raison inverse 
des longueurs de leurs bras de levier. 

48. Si Ton appelle K te tdankante dca deox for- 
CCS P et Q concourantes au point M (fij;. 10), et m 
l'angle AMB compris entre leurs directions | on 
.«.(n^M) 

R» = P» + Q» -I- 8PQ cos 

et la valeur de R fera connaître ta charge que le 
point d'appui C «are k erippotter dana Tétet d*dqiii* 
libre. Appliquée en ce point, le force K nninpow 



direction la droite CD, prolongeneni de MC. La 
6gure 10 soppose le p^ C «itné eotie lea pointa 

d'application E et F de la puissance et de h résis- 
tance. Le contraire a lieu dans la Hcorf» 12; mais 
les raisonnemens qu'on vient de luire s'appliquent 
à ces deux cas : ils dilTérent l'un de Tantre ea ce 
que, djn« le premier , Ir-; f orces P et Ç m 'ssrnt 
de deux cotes diiTcreiis du levier, et l'angle AHB est 
aigu , an lieu que , dana le leoeod eas , ellea agis» 
sent d'un même côté, et l'angle AMD est obtus. 

Les trois points E, F , C , restant les mêmes, si 
le point de concours M des trois forces P, Q, &, 
a^éloigne k Piiifloi, eea.foress deviendront parallè- 
les. Dans le cas de la figure 10, l'anf^le m devient 
alors infiniment petit j on a cos m = 1 , et consé- 

E = P + Q. 

Dans te foeend Ml , o*cat le sai^lémenk do Pattglo 
M qu devient infinînent petit; ea a doneeoi m sm 
— t,ol 

R = Q-P. 

en supposant? < 0 Par conséquent, la résultante 
de deux forces parallèles est égale à leur somme ou 
à lenr différence, selon que ces forces agissent 
duis le même sens on en sens opposés; et quand 
leurs directions sont contraires , la résultante agit 
dans le sens de la plus grande. Dans œs doux cas, 
les composantes P et Q sont en raison iavevao de 
leurs distancesCG et Cil a la rcsultanfe. 

Cela étant, si l'on mcue une perpendiculaire 
comoinne enx trois forces parellèles , et qu*im ep- 
pelle a la partie GH de cette droite (Hg. 13 et 14) 
comprise entre les deux composantes P et Q, et s 
la distance GH de la tésultante R k la eowpotanto 
Q qn*oD suppose la pins grande, on aura 

P : Q :: « : n qp «, 

et) prenant le signe snpérienr on le signe inCërieur, 

selon que P et Q agiront dans le même sens (fig* 13) 
ou en sens contraires (Gg. 14). On en déduit 

P : Q ± P :; « : a, 

et, parconséiiuent, 

_ aV 

'**q±p' 

ce qui fera connaître la position de la résultante, 
dont la valeur sera en même temps Q :t 

44. Lorsque les forcM P et Q agissent en sens 
contraires, et «pi'elles diffirenttrés peu rnnede 
fautre, leur réiultante, tonjour<! t!ir)?ée dans le 
sens de la plus grande, se trouvera située à une 
très grande dlftanoedeaforces données. Mais quand 
elles seront rigoureusement égales, cette distance 
deviendra infinie ; ce qui signifie que deux forces 
égales, parallèles et agissant en sens opposés, ne 
penvent être remplacén par une moIo fnto} et, 
on «BMt il n*j aurait anottoo nisonpouriiuo coHo 
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force uniqoa agit plutôt «Uns sd sen» qae dans 

Deux scniliI.ihTes forces agissant aux extrémités 
J'un droite GH (fig. lô), feront louninr vvUe ligne 
autour de son milieu K j effet qui , évidcmuieul , ne 
saurait être prodoil par Paotion «fane aenle force. 
On pent les remplacer d'une infinité d« manières 
différentes par deux aalrea forve* qui tombent daua 
le même eat { car on ne èbangera rien k litur action 
en appliquant, par exnnpic, aux points G et H 
snivîiiit les prnlongemens GE et IIF de la droite 
Gll , des forces égule» et de grandeur quclcou- 
quc; er, la rriauttante âv$ forcée dirigëet suivant 
G A il GE, t'I relie des forces diri|;écs suivant IIB 
et HF, seront cucnrcdes forces égales , parallèles et 
dirigées en sens opposés , suivant des droites GC et 
VDt ^ résaltantes remplaceront les forces pri- 
mitivesqui agissaient suivant G A ut ÎÎH Si l'on np- 
pelle P Itt grandeur commune de ces deux forces, 
ei « lew distance anlnelief l*une ci Taulre de ces 
deux quonlitéi chattgcront pnr Topéittion qiieiMHia 
indiquons; mais leur produit a P demeurera con- 
stiint, ainsi qu'on le prouvera tout à Tlicuro. 

45. Au reste, ee ces particalicr est le stmt dans 
lequel un système d'un nombre qiiciconqTic de 
forces P, P'y P", etc., comprises dans on piénie 
plan et eglisant sur des points matériels liés 
entre eux d'une manière invariable, ne puisse pas 
se réduire k une seule force. En cfTi-t , soit que les 
deux forces P et P' concourent en un point , ou 
qii*elles soient perallèlea , on les réduira k une seule 
force Q, per la règle du paratlétogramnie des for- 
ces, ou par celle dti numéro prtVt'dcnt. On ré- 
duira de même à une seule force Q', cette première 
fdsnltante Q et I*^ puis h une seule force Q", le 
fleoonde résultante Q' el P'"; et oinsi de suite , jus- 
qn^àoe qu'on oit réduit toutes les forces données à 
deax seulement , qui se rédnironl elles-BéaMS i 
une sicule force R, à moins qu'elles ne tombent 
dans le cas d'exception dont il s^ngit. 

Dans le cas général^ cette force R est la résul- 
tante des forces données P, P', P", etc.; et si Ton 
joint aux composantes une force R' égale et con- 
traire àR, il y aura équilibre dans le système. La 
grandeur de R et sa position dans le plan des forces 
données ne dépemba nnllenient de ronbedans le- 
quel on aura pris ces forces dans les réductions suc- 
cessives qu'on vient d'indiquer { car, en changeant 
cet ordre , si Toti porvenaiti nue force S dilTÂente 
de R en grandeur ou en directtOll| il faudrait que 
l'une de ces deux forces prise en sens contraire fit 
équilibre à l'autre i ce qui serait impossible. 

Pour réquilibre des forces F, P*, P", etc., quand 

elles seront appliquées n nn levier situé dans leur 
plan , il faudra d'abord qu'elles se réduisent à une 
seule force ; car ai ailes se lédnisoient i deux forces; 
parallèles S et S' non réductibles à une seule , et 
que 8' fût la |)lus rripproebée du point d'a(ipuî , on 
pourrait décomposer S' en deux forces et Q', pa- 
rellèles «t agissant dans le mtae sens, dent le 



première serait directement opposée à S et ta se- 
conde passerait par le point d*appiii: ees deax 

composantes seraient l'une et l'autre moindres que 
S' ou S , la force Q' serait détruite , et il ne resterait 
qu'une force S — Q, qui ferait tourner le levier duns 
le sens de S. Les forces données étsnt réduites è 
une force titiique R , il faudra , en outre , pour l'é- 
quilibre du levier, que cette force vienne passer par 
son point d'appui. Cette condition s*exprimera par 
une équation, ao mojen du théorème que nous 
allons démontrer. 

46. Considérons d'abord deux forces seukiucnt 
et leur rëbultante. le moment de cette résultante, 
par rapport à un point situé dans le plan des trois 
forces , sera égal à la somme ou à la différcncodes 
momens des deux composantes par rapport aumème 
point : « la différence , quand te oentro des momens 
est situé dans I le des composantes, ou, dans 
son opposé , au iuninict j à la somme , quand ce 
point est bors de ces dens angles. 

Bn effet , soient P et P' ces deux forces, MA et 
EA' (fip[. Itl et 17) leurs directions, Q leur résul- 
tante ai^issaiit suivant MB, C lu centre des momens, 
fj f^t 9» ^ perpendiculaires €•» Cn^, Ci, abaissées 
du point C sur la direction de P, P', Q. né'-nnipo- 
soni cbacuoc de ces trois forces en deux autres, 
dirigées suivant la drotte KG et suivant la perpeadl> 
cnlaire KÊÈf à cette droite; et considérons les 
coaaposantea peipendieulairca. On a évidemment 

9 

eee lU ss sin MC = ^ , 

c 

en désignant par e la longueur de la droite MC ; 
donc la composante de Q suivant HK sera égale à 

Qî 

De même , les composantes de P et P' perpen- 

0 

Vp V'p' 

diculaires à MC seront — et — . Elles agissent en 
c c 

sens contmire, qnand la ligne MC traverse l'angle 
AMA' ^tig. 16) , et dans le même sens , quand elle 
tombe hors de cet angle. Or, la somme de ees com- 
posantes, dans le second cas , et l'excès de la plus 
grande sur la plus petite, dans le premier, doit re» 
produire la composante de Q, puisque Q est la ré* 
sultantedeP et V; en supposant la composant* 
de P plus grande que celle de P', et supprimant In 
diviseur commun c, on aura donc 

Qg =:= P|> ± Pyi 

ce qu'il s'ngiss. ut de pronver. 

Si l'un imagine que le point C soit fixe et que 
les perpendiculaires Gi^ Caf, Ci, forment on sys- 

lênie inv;iriuble, les Torets P, P', Q, qui peuvent 
être etnseis a-^'u aux extrémités o^ a', b, de ces 
droites, ne pourront produire qu'un mouvement 
de rotation autour du centre des momens. Or, lUo- 
speetion de la figure 17, à laquelle répond le signe 
supérieur dans l'équation précédente , nwntre que 
i|nand le point C tnmbe hors de Tangle ANA', «t de 
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•m oppoaé ftu Mmmei, let trois forcM P, P', Q, 
tMdmi fc f«ir« toaraer leon poinfs d'application 
lians te mtmt sens autour du point C ; au contraire , 
lorsqup ce point tombe dons Tun de ces doux an- 
gles, |j figure 19, qui répond au signe intérieur, 
fait Tob <|iie les fiirem P et P* tendeni k faire tow- 
ner les points a et a en sens opposes; et l'on voit 
aoasique , dans ce cas , la résultante Q tend à faire 
iMrner «on point d'applicatiBB daoi le mèide amt 
qtte la composante qui a le plus grand moment. 
B'après cette remarque, le tlu'orèine qu'on vient 
de démunlrer revient à dire que le moment de la 
féfldtonle de dens forces est égal à la loaitM ou è 
bdifflrenee dea monsens de ces deux forces, selon 
qne le» composantes ti iulent à faire tourner leurs 
points d'iippiicatioD dans le même sens ou en sens 
appoaéf autoar du centre dea momens , et (|ae la 
n?<u!l:ititc t' in! "i f.iirr tourner dans le seaa de la 
cosnposante qui a le plus grand moment. 

Ce théorème ayant lien poor des forces dont les 
directions font un anjjle quelconque, doit en^'ure 
subsister lorsqu'elles deviennent prirnllèles ; c'est 
effectivement une cooséquence fucite à déduire de 
ée k oompoeition des forées de ce genre (n» 43). 

47. l'avantage de ce dernier énoncé est de 
pouvoir farilcincnt s'étendre à un nombre quel- 
conque de forces P, P', P' , etc., dirigées dati» un 
aéne plan. En reffardant le centre des momens 
comme !:n [tuint fixe, uiilour duquel les forces 
tendent k fuire tourner le système de leurs points 
d'application , liés entre eux d'une manière Inva- 
tiable, lemoosent de la résultante est égale à la 
somme des momens de<i fnrres qui tendent à faire 
tourner dans le même bcaa qu'elle, moins la somme 
des momens des fofCM qni tendent à faire tourner 
en sens contraire. 

Pnur fiicr les idées , snpposons que les trois pre- 
mières furce» Pj P', P tendent » faire tourner dans 
m même sens, et tontes les entres dans vn sens 

npposé. Reprenons l.i série de réductions du n" 4''ï. 
Soient ia résultante de P et P', et Q' celle 
de Q et P", ou de P, P', V. Soient aussi p', f/'^ 
ff 1^ perpendi<.'ulaires abaissées du centre des 
momens sur les directions de P. P' ^ Q , Q' } ttOas 
■oroos, d'après ce qu'on v ient de voir, 

= pjj + py , Qï + p > 



et, par conséquent , 

QV » + P'p' + P p" 
De même si Ton désigne par 9, la résnllanle de 

toutes les autres forces P'", F" , etc. ; par la pcr- 
peodiculairo ali.ussée du centre des momens sur sa 
direction j par p ",p"i etc., les perpendiculaires 
abaissées dn même point sur les directions P"** 
P** , etc., on aura aussi 

Q 7, — P"'p"' 4- P"p>» 4. etc. 

Or, la résultante R de toutes les forces données 
sera ceUe des dMixforces Q' et Q, ; si, donc, on re- 
présente per f la perpendii ubire abaissée du 
centre des moment sur l.i direction de R . fi si l'on 
considère que ces forces Q' et (^^ tendeut a lairo 
tourner en sens opposés, on aium 

selon «pie sera plus grand on moindre qotl^jj,» 

Dans le premier cas , la force R tendra à faire tour- 
ner dans le même sens que la force Q', et, consé- 
qucmroent , dans le même sens que te* trois 
force* F, F*, P". ^ous supposerons que ce soit oe 

premier eas qni ail lieu, et en substituant poUT 
<^ <j' et Q ry leurs valeur», nous aurons alors 

Rr = Pf + Py + p"p"_P'y< p.» p.» — etc. ; ( I ) 

équation qui renferme te théorème qu'on votdail 
démontrer. 

En supposant que le centre des momens soit le 
point d'appui du levier auquel les forces P, P', 
P", etc., sont appliquées , il faudra, pour Téqui- 
Hbrede ce levier, qu'on ait 

Pp + p'^' -1- v"p'' — r y" — . pwpif — oto.=o, (2) 

puisque dans ce cas, ces forces doivent avoir une ré- 
sultante qni doit passer par le point d*apFuI C"^ ^> 

et pour laquelle on a donc r = 0. 

48. On peut rendre l'équation (1) plus générale, 
en supposant que par des décompositions et re- 
compositions des force* P, P*, P", etc., on les ait 

transformées en d'autres forces S, S', S", etc., dont 
i'ei>send;le soit équivalent aux forces données. En 
dési-nniit par s', s", etc., les perpendiculaires 
abaissées du centre des momens sur les directions 

de S, S', S", etc., on trouvera , par le même raison- 
nement (juc dans le numéro précédent , 



S* + S» S» + S" s" + etc. =Pj» + Fp» + P'y — t'y —pif pw — elci (3) 



équation dan* laquelle on devra prendre avec le 
signe -f-j '"î' momens des forces S, S\ S", etc., qui 
toident à faire tourner dans le même sens que P, 
F, V\ et avec le signe — , lesmomen* de celles 
qui tendent à faire toomer dâu le mime tens 
que F",P'v, etc. 

Le cas particulier oà les forces P, P', P", etc., 
sont irréductible* à une seule , est compris dans 
celte dernière équation. .Sniriit nlors S et S' deux 
tmce» égales, parallèles et non directement oppo- 
*é*s; et appeloa* h leur distance mutnellei Si le 



centre des momens est situé entre leurs direction*, 
on aura a s' ~ h ; elles tendront ii f -ire tourner 
dans le même sens autour de ce point j uu don- 
nent dono le même ligne b leur* nMmen*| e& il en 
résultera 

8* H- S^** = 



Si, an eontaire, le centre deenomens n'est pt*4 

pris entre S et S', et qu'on suppose s > s', on aura 
$^^=h ; ces dciu forces tendront à fa ire tourner en 
I opposé 'f on devra donner le*iga«^*ni 
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deSalIetigm ^aanomoitdeVi elil aorémUert 
8» ^ = S]l. 

Par conséquent, I l lu it i n (3) dcvitadra toujours 
SA = P|» + py + — P"p " — P«|)„ — etc. 

Son second membre se composant de quantités 
ipiisont toutes données, il en résulte que si les 
valent» de S et Jk viettuml I changer, leor prodoit 
demeurera cooitant, aioKÎ qu*on l'avait d^k dit 

plus haut. 

On cuiiclut aussi de cette dernière équation que, 
quand «on «eeend membffe eit ont , les feieet don» 
nées ne peuvent pas tomber dans le cas d'excep- 
tion oii elles sont irréductibles ù une seule j il s'en- 
anit done que Téquation (2) exprime à la fob que 
leifercet P, F, P",ete., ont une râoltante unique, 
et que celte résultante passe par le centre des mo- 
meos ; par conséquent , elle est l'équation néces- 
aaiie et toAMute pour réquitibre du lérier dont 
ce centre Oït le point d'appui . La résuliaiitc R que 
Ton obtiendra par la série des réductions du n» 46, 
eiprimera la charge qu'il aura à supporter j quand 
die ten noile, lea foreetPi F| P"| ete., ee feront 
équilibre dans leur plan lans I0 secourt de ce 
point ûse. 

49. La condition de rdquHibre dau le levier 
pentauuisVxprinier par iiuo éqoatioA analogue à 

la formule du u'^ 39. 

iiotcnt, par exemple, H, M , M' (iîg. 18), les 
point* d'appUcation des trois feroes P, P*, P^', qui 
O'^isscnt sur lo levier FTF, snivoiil des directions 
nkf n'A', M" A", comprises dans son plan. Faisons 
tourner infiniment peu ce levier eotour de son 
point d*appui C, de sorte que M, M', M", viennent 
enin, m', m''. D'aprr-s la définition du n<» 39, les 
arcs infiniment petits fflm, M'm'^ M"fn", que Ton 
peut prendre pour des lignes droites , seront les 
vitesses virtuelles des points d'application M , H', 
H", des trois forces que l'on considère. J'abaisse 
de m, ml, m", des perpendioulaiies ma, m'a', m" a", 
sur les droites HA, VA', ■"A", ou sur leurs pro- 
longcmens; Ma sera la projection de Mm sur la di- 
rection même de la force P qui tend à faire tour- 
ner le levier dans le sens de le rotation qui a en 
lieu ) H'a' et X"a" seront les projections de S'm' et 
M'^i»" sur les prolongomens des deux autres forces 

et P" qui tendent à le faire tourner dans le sens 
oppoid. Pour cette raison , je considère la pre* 
nièra de ces projections comme une quantité po- 
sitive, et les deux autre<i comme des quantités 
négatives. Je représenterai ces trois quantités 

Cela posé, en vertu du principe des vitesses vir- 
tuelle*} la somme des forces données multipliées 
reepoelivieinni^ par les projections ainsi définies 
des vitesMS virttwiles d« leurs points d'applieatîoOf 



est ntdle dans lo cas do réquililm , et téoipittque- 

ment l'équilibre a lieu quand cette somme est 
zéroi sorte que l'équation d'équilibre du le- 
vier wt 

p« 4. 4. p» V s= 0 ; (4) 

et, en ciTet , il est aisé de vérifier qu'elle coïncide 
aveo celle que 1*0» a déduite do la considétation des 

moniens. 

Pour cela, désignons par j;, J»'*p"# l"" perpen- 
diculaires CG , CG', CG", abaissée! du point G 
sur les directions des forces P, P', P"; par c, é , c", 
les distances CM , CM', C.V", de leurs points d'appli- 
cation au point C^ et par ^, y', y", les vitesses vir- 
tuelles lei^ HW, M'W. L*arc infiniment petit Hm 
se confondant avec sa tangente , b s triangles Mma 
et CHG ont leurs côtés perpendiculaires Tua à 
l'autre, et sont semblables ; on e donc 

Ma \ Mm . \ CG \ CM \ 

et h cause de 

Ma := « , Mm = ^| CG s^J'i CK ^ e» 
on en dédoit 




o 



Onaundomênw 




en observant que «' et /v'' sont, par hypothèse, des 
quantités négatives. l)e plus, la forme du levier 
étant supposée invariable , les trois arcs Hm^ M'm'^ 
Whri^, décrits en même temps, répondent \ un 
nièuie aoi^le ; et en les divisant par leurs rayons res- 
pectifs CM , CM', CM", on aura trois rapports égaux. 
En désignant par ( la grandeur commune de œs 
rapports, on aura done 




et , ()ar coiisetiucnt , 

« = p&, «r' — — .s" — — 

Or , si Ton substitue ces valeurs dans l'équation (4), 
et qu'on supprime ensuite le facteur I eonunun è 
tous ses tenues, die deviendra 

ce qui est cffeetivemettt réqnatton d*équilibre du 

levier que nous considérons. Réciproquement , si 
Ton multiplie celte dernière équation par S, elle se 
changera dans Téquation (4). 

Le raisonnement serait évidemment le même, 
quels que fussent le nombre des forces données P, 
P', P", etc, et le sens dans lequel elles tendent 
k fairo tourner le levier. 
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50. La composition des forces purallèles se 
déduit, ainsi qu'on Ta tu précédemment [a" 43}, 
de la règle du parallélogramme des forces, en con- 
•Uéraut les brees données comme des forces dont 

If pfiiiit t!'- rnnroiirs est à l'infini; mais rn s'.ip- 
pujaitt toujours sur cette régie, on peut aussi 
obtenir le résnitaoto de deux forées psralléles par 
un autre moyen qu'il est boB de connaître» 

Soient P et Q les deut composantes, «piMfint 
aux points £ et F de la droite iiiûesible £F, suivant 
les directions psmllélcs SA. et FB, dens le même 
iens(fig. 19^, on en sens o|i|)Osi«s fÇf^. 20). On ne 
cbongem rien à ce sjstémc de forces, en appli- 
qnant aux eilrémitds de cette droite des forces 
éfalrs, dirigées en sens contraire l'une de l'autre, 
suivant ses prolon^etnens EC et FI), et dont la 
grandeur commune sera représentée par H. Je 
prends la résnltante des forées P et S expliquées an 
point E, qui sera une funx P' agissant suivant 
une droite EA' comprise dans l'angle AECj de 
même la résultante des forces Q et S, qui agissent 
au point F, sera une force Q' dirigée suivant une 
droite FB', comprise dans T in^le BFD ; et si l'on 
ekcepte le cas du n» 44 , ou les forces données 
Pet Q sont égales et B|;bient en sens opposés, les 
deux droites £A' et FB' ne seront pas parallèles. 
Par conséquent, en supposant leur point d'inter- 
section k lié invariablement à la droite £F, il sera 
permb d« le prendre pour le point d*application 
comnuin aux dens fnrees P* et Q' (n» 41). Par ce 
point K, je mène les droites E'F' etHU', parallèles 
4 la droite Ef et h la direction des forces P et Q , 
pni» je décompose cbacnne des forces F et Q' 
snirant ces parallèles : il est évident qu'on retrou- 
vera de cette manière les composantes S et P, di- 
rigées suivant U' et KH, et tes composantes S «t 
Q, iliri^ei-s suivant KF' et KH (fig. 19), ou suivant 
KF' et KU' (fig. 2U). Nous aurons donc les (|uati e 
mêmes forces qu'auparavant, mais appliquées 
tootca quatre h un mime point K. Bn ti^iprimant 

tes dent fnrrc» S, il n- t^ri Ir-s deux forces Pet Q, 
dirigées suivant la même droite kH, dans le cas 
de la figure 19, eu suivant cette droite K.H et son 
prokagementRH', dans le cas de la figure 20, qui 
suppose que Q est la plus grande des deux forces 
données. Donc, la résultante de ces deux forces 



leur sera parallèle i «t en la désignant par E, nous 
aurons 

R = Q ±P, 

selon qu'elles seront dirigées dans le même sens 
ou en sens opposés. 

Pour déterminer le point 0, où sa direction ^ien 
dra couper la droite EF ou son prolongement, je 
supposerai que £' et F' soient les intersections des 
lignes AE et BF avec la droite E F'; les deux qua- 
drilatères KE'KO et FF'KO serontdcspûriillélogram- 
mes ; et si l'on prend leurs dtagouales K£ et KF 
pour représenter las lésttltantetF él Q', oo aura 

S : P :: 10 : KO, 
s : Q :: TO : KO, 

pour les rapports des composantes. On cenelut 
de 11 

P : Q : ; FO : EO ; 

re qui fera connaître la position du point 0 qu^un 
pourra prendre pour le point d'application de la 
réiultente K. 
On en déduit allait 

P : Q ± P : : FO ; EF , 
Q ; Q ± p : ; £0 : EF , 

les signes supérieurs se rapportant à lu figure 19, 
et les signes inférieurs à la ligure 20 ; en ayant 
égard k la valeur précédente de K , on aura done , 
dans les deux easi 

P : Q : R : : FO : EO : ZF ; 

ce qui raontre que chacune des trots forces P, Qf 

R , est proportionnelle k la diitmrc mnnprise 
entre les points d'application des deux autres. 

Cette proportion , el, per suite, la position du 
point 0, sont indépendantes de l'angle sous lequel 
les directions des forces données sont coupées par 
la ligne EF , qui peut être une droite quelconque 
aboutissant par see extrémités k ees deux diree> 

tions. 

61. On résoudra maintenant, sans aucune diffi- 
culté, toutes les questions qui peuvent se présen- 
ter sw la composition des deux forces parallèles en 

une seule et mr l u déeoin|tosition d'une force en 
deux autres qui lui soient parallèles. Nous n'en- 
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trf-rniis dans ûuriin détail à ce sujet; et nous ne 
reviendroQS pas non plu» sur le cas particulier 
deiforcM égtle* et non iltraetenient oppusées, que 
BOUS avons exclu de la démoiutration précédente 
et qui a été suflîsamineiit examiné dans le n» 44. 

Je vais actuellcmeut considérer un nombre quel» 
omM|ne de foreet ptrallètes, dont une partie egtt 

dans lin sens vl l'aiilrf [urlic 'I.itis In s«'iis oppost-, 
qui sont situées ou non situées dans un même plan, 
et appliquées h des points liés entre eai d'une ma- 
nière inTariable, par exemple, è différena ]ioinU 
d'oii corps soTidc. 

En composant deux de ces forces en une seule, 
puis celle-ci et une Ireisiéme eiHsere en une seule, 
et ainsi de suite, on |>arviendrn à délerminpr la 
grandeur et U position dans Tespace de la résul- 
tante de toulM lea foroet données, à moins que les 
deux dernières forces qu'on aura à considérer ne 
tombent dans le cas d'exception ihi n ' -14. Ct-tte ré- 
sultante sera ëf idemnient parallèle à la direction 
commune des composantes ; de plus, elle sere 
dgeie à la tomme de celles qui a;;isseat dans un 

mi*mr scn*, moins In somme de l'otîps qni agissent 
en sens contraire, et elle agira dans le sens de la 
plus grande somme. Si done on regarde les unes 
comme dcsqnantilrs positives, cl les autres comme 
des quantités négatives (n» 11) , qu on les repré- 
sente toutes par P, Vf P'', etc., et leur résultante 
par B, oneure toujout» 

B=P-Hl^ + V" + «(e. 

tu. Si les forces données Tiennent à tourner au* 

tour d<" leurs points d'.ipyiîication s.ins cesser d'ètie 
parallèles, leur résultante tournera aussi autour 
d'un des points de sa direction j car sou point d'ap- 
pUoation, qu^on trouve en composant successive- 
ment les forces données, comme on vient Af l'indi- 
quer, ne dépend en aucune manière de la directioo 
commune de ses foraea, et reste, conséqoemment 
le même quand celle dlreetion vient à changer. 

Ainsi , par eiempl**, sopposons que les forces 
données soient ou nombre de trois, P, F', P", di- 
rigéessuivant les droites MA, l'à', W'K» (fig. SI). 
Soit d'uburd rVB I.i direction de ta résultante de P 
et P', qui sera égale à P P* ; soit ensuite N'B' la 
direction de la rtedlente de P+F et P"; cette 
dernière force P" étant supposée, dans la figure, 
agissante en sens rontruire de I' et P' , et plus 
grande queP-^P . Concevons maintenant que les 
trois forées P, P', P", tournent autour dos pointe 
M, H', H", en conservant leur par.itlélisme et te 
sens relatif de leurs actions. Soient Ha, M'a', M"a"^ 
leurs nouvelles direetiona. Dans ce nouvel état, 
k résultante des fentes P et rencontrere la 

droite MH' uu même point "N rpi'rniparavant, puis- 
que la position de ce point no dépend que du rap- 
port des eompoaeutes, et nullement de Tengle que 

la droite MM' fait avec leurs directions (no60}; 
elle sera présentement dirii;éc suivant la droite 
Hb parallèle à Ma et M'e'^ et encore éifale à P P'. 



Par la même raison, ta r '"inîtaiitc dr P-f-'^ cl P" 
rencontrera le prolongcmcut de la droite MM' au 
même point \ qu'auparavant, et sera dirigée sui- 
vont une droite !V V/' parallèle li TSb ; par conséquentf 
tes trois forces P, P', P", toiirnnnt niitour de leur» 
points d'application M, M', M ', leur résultante 
toomem aussi entour d'un même point H'. 

Ô3. Nous appellerons cintre des forces parallèles 
le point dans lequel viennent se couper toutes les 
directions successives de 1* résultente, quand see 
composantes tournent autour de leurs pointa d'ap- 
plication, qu^on suppose invariables. 

On verra par la suite combien le centre des 
force» parallélea est importent l considérer , sur- 
tout dans tes questions relatives à Téquilibre et au 
mouvement des corps pesans. On peut déjà obser- 
ver que si un corps solide est sollicité par den 
forces parellèlee quelconques , que Ton détermine 
te centre de ces forces, et qu'on le suppose (îie, 
l'équilibre aura lieu dans toutes les positions que 
le corps pourra prendre autour de ce point, pourvu 
que les forces données restent toujours parallèles 
et appliquées aux mêmes points de ce corps; car 
alors leur résultante passera constamment par le 
point fiie, ee qui suffit pour qu'elle soit détruite. 

Les coordonnées du centre des forces parallèles, 
rapportées i trois axes rectangulaires, dépendent, 
comme on va le voir, des produits de ces forcen 
multipliées per les coordonnées de leurs pointe 
d'npplicntinn. \ cause que ces produits se présen- 
tent dans un grand nombre de cas, on leur a donné 
un nom particulier; on appelle «semenl d'une 
forc0 par rapport à un plan, le prodoit de cette 
force et de sa distince à ce plan. Ainsi , P 
étant Tintensitc d'une force appliquée en un 
point dont les ooordonnées sont m, y, m, les pro- 
duits Ps, Pi/, Vx, seront ses momens pnr r:ipport 
oux plans dcs;r et y, des x et des y et s. Les 
momens de eette espèce n'ont rien de commun ^ 
en générol, avec les momens par rapport à un point 
qti'on a déHnis d.ins le 42. Ceux-ci dépendent 
de la direction de la force, et sont iudépendaos de 
son point d'application ; les momens par rapport 
à un pian dépendent, nu contraire, de la position 
du point d'application de la force, et sont indé- 
pendant de sa direction. On m fait usage des 
derniers que dans le eas des forces parallèles ; ea 
sorte ipi'its peuvent être des quantités positives 
ou néj^ativcs , à raison du signe de U force et des 
coordonnées du point oà elle est eppliquée. 

54. Soi-nl M, M', M", etc. [^^-. 22) , les points 
d'application des forces parallèles P, P', P", etc. , 
dont il sera inutile d'indiquer les direeUottS. Me- 
nons arbitrairement trois nies rectnn^ul aires Ox, 

Oy, Oz^ qui seront ceux des cot-rtf i inées ; dési- 
gnons par s. U s coordonnées de M ; par y', 
celles deV, par x", y", j", celles de 1", ele. ; 
et supposons que toutes ces coordonnées et ces 
Torces sont des quantités données qui peuvent 
être positives ou négatives. Soient encore Q« Q', 
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Ç ', etc. , !c8 projerlîoni des points ÎT, M', IH'', etc., 
•ur le plan des x et y ; en sorte qu'eu ait 

MQ^z, MQ' = 5', M'Q" = etc. 

JEoiui, représentons par jr, , y, , x, , les trois 
coordonnées du centre dci forces parallèles dont 
il •'•git de Ifouver loi valmira. 

Li r<:-;.il(atite P-|-P' ilcs iliui forces P et P' 
reacoiilrcra eu un point K U droite MJl' ou son 
prolon^'ement, selon quo cei dowi forces seront 
do néaio signo o« de tigno «ontraiiej imii dans 
loB deux cas on aura 

P' : P -I- F :: m : mv. 

Soil K la jiriijLi lion de !S sur te plan des x et y. 
Par le yoïtit II, luenoos la parallèle HGU k la droite 
QKQ', qui rcnoQDti» le» droite» RK et X'Q' aux 
point» G et B, de sorte qa*oo eit 

« GK s i 

luf : np :: jifi : vh; 

cl de cette proportion jointe k b pcdeddenloi on 
«ondim 

(P 4'p'}nG8P'. m 

k edto dqmtien, XijoDle r^itien identii|iie 

ce donne 

(F + P'}IfK=Pe + 

le réittUante des deux force» P 4* r et P' ren- 
contrera en un point la rlroiti! ?{TI" ou son pro- 
longement, sclun que ces deux forces ouront le 
aBéme «igné ou des signe» contraiiesj et si K' «st 

la proji ction de îl sur le plan desjrety^ on (roo- 

^tr.i, comme dans le ca« précédent, 

( P + 1" + P" ) »'Jt'= (P + p/ ) + p»^j 
par conséquent, on anm 

(F + F4-P»)R'&'=P« + P'«' + P»o» 

On continuera niênip jusqu'à ce qu'on ait 
épuisé toutes lis forces données P, P', P", etc.; 
eCeIR Oit leur résultante totale, on aura tinalunieot 

Bs, =Ps + PV + I . 4-etc. 

La figure i>2 suppose que tous les points M*, 
■"(Cte., R, R^ete., sont situé» d*nn mémecAté 

du plan drs T r f y, ou que leurs ordonnées paral- 
lèles à l'aie des s sont toutes de même signe; mais 
tleaft aisé de voir que si Tcquation précédente est 
vraie dans ce cas , elle le sera onoore lorsque ces 
coordonnées serorit en partie positifes et vu partie 
oéij.lives. En elTet, transportoos le plan des x et y, 
pnralUlenent Itui-ménie, è une diitancc quel- 
conque A de sa position primitive. Par rapport i ce 
nouTMU plan, soient Z, Z', Z", etc., les coordon- 
% «le., et Zj, celle du centre des 
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foreai paiallttas, de aorfe qu*M «ît 

Z,»s.-.A, 2«^k, ZW-il, Z*=Ba"-k, etc.; 

si Ton retrancbe d« Téquation précédente l'équa- 
tion identique 

RA = PA+P'A-|.p"A^.ete., 

il en résultera 

RZ. = PZ + P'Z'+F'2"+otc.î 
««quntioii danslaipi. il,. U-.; nrdonni<c5 Z,Z', Z",elc., 
peuvent être positives ou négatives. 

On voit donc que, dan» tous les cas, le moment 
delà r.%n!( inted'un nombre quelron(|ue de forces 
parallèles par rapport a un plan choisi arbitraire- 
ment, est éi;al à la somme des niomens de ce» 
forces par rapport au mémo plan. 

65. En preniint successiTeincnt les momens par 
rapport aux trois plans des coordonnée», on aura, 
d'après les notation» piécédente», 
B*. = P# + pf^r» + pw*" + etc. , 
By. Py + py ^ r'v" -1- etc., 
Rs. = Ps 4- ft' + + etc.} 

et i cause de 

R = P -I- P' + P" ^ etc., (1) 

les t rois coordonnées du centre des forces pamN 
léles seront complètement déterminées. En menant 
par ee point une droite parallèle am foices don- 
nées, ditns le sens indiqué parle si;: ne de R, ea 
aura la direction de la résultante. Ces quatre équa- 
tion» renleramront , de la manière la plus géné- 
rale, la théarie des forée» paraliélea. 

La somme des momens des forces P, P', P" etc. 
est égale à séro, par rapport à tout plan paasant 
par le centre de» force» paniHèlé» ; car, en prenant 
ce plan pour celui des x et y, il faudra qtt*on lit 
■*> — conséquemment, 

Ps + PV + P«s" 4- etc.=0. 

Dans le cas particulier P, p', P ,etc., se ré- 
duisent à deux forces cjjalcs, agissant en sen» op- 
posé, leur »oaime E est égelek léro; ce qui reod 
infinies les valeurs de *, , y. , Le centre 
des forces parallèles est dono alors situé à Tinfini, 
ou plutét ce centre n*esiste pas , non plus que la 
résultante. 

66. Lorsque tous les points d'applit atinn M, M', 
9", etc. , des forces données sont ktiués dans un 
même plan, il est évident, par la natnro du centre 

des forces parallèles (n» 62), que ce point, s'il 
existe, devra aussi se trouver dans ce pinn ; c'. ^t 
au»»i ee que l'on peut conclure des équations 
(1) et (a). 

En désignant par a, b, e^ trait 
nées, on aura, dans ce cas, 

* = " -f- *y + «» 
a' = e»^+ 

etc. 
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Je $ubstiti!o rrs valeurs de a\ i^'^Cto*|dllH la 
troUième équation (1); tl %icut 

R«, =r ( Px + r' . ' + 1" + etc.) o 
+ (Py + l'y' + r y ' + «te.) 6 
4- (P + P* + P» + etc.) «. 

Bn vertu des deux autres équations (1) «t de Vé- 

qiiation(2), on peut retnpiaccr par Rxi , Rj/i , 
R, les cœfliciens de a, b, c; et en supprimant en- 
BOite le facteur commun R, on a 

ce qui montre que le centre des forces parallèles 
oppartient au plan des pointa H\ H", etc. 

Lorsque tous ces points sont sur une même 
\\f,ne droite, ce centre s'y trouve é^alruicnt; et il 
suffit de la première des équations (1) poiirdétcrmi* 
nar sa position, en prenant cette droite pour Tazo 
des X. Si, dp phî<i , li s forrts P, P', P", fie, sont 
perpendiculaires à cette droite , les momcns que 
nous eonsîdtfrons actoellemrntse confondent avec 
les raomens par rapport k nn point , qui esi ici l'o- 
rigine 0 des abscises x, et la première équation (I) 
coïncide avec Téquation (l)du n» 43. 11 est aise de 
voir, en dTet, qae parmi les forces données P, P*, 
P", etc., celles qui tendent à faire tourner autour 
du point 0 dans le même sens que la résultante R, 
sont toutes les forces qui ont le même signe que 
lenrs distances m*, s", etc., h ce point, etqne 
celles qui tendent à faire tourner dans le srn& 
opposé, sont les forces qui ont un signe contraire a 
ceini doces mêmes distance*; pareontéqnent, les 
momens daa premières s'ejoutfnt, et ceux des 
dernières «e retranchent, conformément è dénoncé 
du numéro cité. 

C7, Les équations d^équilibro des força* parallè- 
les P, P', P", etc., sr déduisent aisément delà 
théorie qu'on vient d'exposer. 

$*iln*eiiste aucun point fiso dans le système, il 
faut, pour Téquilibre, qu'en séparant Tune de ces 
forces, par exemple la force P, toutes le? mitres 
oient une ré»ultaute qui soit égale et directement 
Opposée I P. Soit done K la résultante des forces 
F, P", etc. ; puisque les forces P et R' sont égales 
et dirigées en sens contraires , elles doivent être 
égales et de signes dilTéreiis , ou, outrcment dit, 
on doit avoir P -|- R'=0. Mais est la somme des 
eomposantes P', P", elc : W f-n réstlltedeoe,pour 
la première équation d'équilibre, 

p P' + ^ etc. = 0. (a) 

Pour exprimer , en < utre, que les forces P et R' 
aentdizaetemenl o^^usées, soient C, ^, les trois 
ewwdonnécs du emtm des forces parallèlea P* 
P"y etc., de manière qu'on ait 

R'» = Fr' 4- r'V + etc. , 
R'C Py -f F y' + etc. , 
= P's' + P"s" + etc. 

Ce centre étant le pumt d'application de leur ré- 



sultante R', il sera néccssairn qu'il se Ironvc stir 
la direction de la force P, p»)ur <[uc R' soit direc- 
tement opposée à cette force, ou, ce qui revient av 
même, ce centre et le point d*appUceliOn H de la 
force P doivrnt f'!r«- stir une même parallèle à la 
direction coiiiatuiie des forces données. Si donc on 
prend, pour plus de simplicité, le plan des « et y 
perpendiculaire à cette direction, il faudra qnc ces 
deux points soient situés sur une mémo perpendi- 
culaire à ce plan j ils auront alors la même projeo- 
tton sur ce plan; par conséquent| ieuirs coordonnées 
seront 1rs inrmcs parallèlcRient MU 0Sesdes««t 
If, de sorte que l'on iiura 

» j , C = y. 

Je substitue donc x et y à la place de « et C dans 
les deux premières équstions précédentes, et, à 
cause de R'= — P, Il vient 

P* + P'*' + P'V' + eto.:=0, i 

équations qui signiGeiil cpic la somme des momeu 
de toutes les forces P, P', P est nulle, etc., par 
rapport aux plans des s et Sf et des y et pa- 
rallèles i leur direetion. 

Ainsi , l'équilibre de ces forces exige que les 
équations (a) et (6) aient lieu en même temps. Ré- 
ciproqiiemeiit, quand ces trois équations sont sa- 
tisfaites, l'équilibre existe; car si l'on considèfeln 
résultante R' de toutes ci-s forces moins WBM^ on 
aura, en vertu de ces équations, 

R' = — P , R'« = — P* , E'C = — Pv , 

et, par conséquent, 

• ~ »i « = y; 

en sorte que celte résultante spra r-ule et directe- 
ment opposée & la force P , qu'un avait omise. Il 
n*estpas nécessaire, pour cela , que les deux plans 
par rapport ouxqucis la somme des aaimiensdes 
forces données cstxéro, soient perpendiculaires 
runàl'autrci il suffit qu ils soient parallèles à la 
direetion de ces forces | et Ton peut aussi s*as«u- 
rcr facilcinrut qtic si cette condition est r!-:Tiplic 
pur rapport à deux plans parallèles à cette direc- 
tion, elle le sera également par rapport i tons lee 
autres. 

Concluons ilnnc que pour réqiiilil)rc d'un sys- 
tème de forces parallèles, appliquées u un corps 
solide entîètement libre, il est nécessaire et il 
suffît: 

1» Que la somme de ces forces soit égale à téro ; 

2» Que la somme de leurs momens soît nulle 
par rapport i doua pians quelconques parallèles k 
leur direction conminnc. Quand toutes les forres 
seront comprises dans un meute plan, cette se- 
ceode condition sera déjà remplie par rapport à ee 
plan, et il suffira qu'elle le soit, en outre, per np* 

port il un autre plan. 
S^. 5i l'un des points de ce corps solide est sup* 
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posé fiie , il suffira , pour Téquilibre des force* 
parnl1c-1<?'! . qtie la somme de leurs momeas soit 
ouUe par rapport à deux plans passant par ce point 
•t pmlt^ à knr direetioa^ el il ne tera |iIm 

rii'^reî'înirr qiip leur résnltnritr snit (';Tnlp à ri^Tn; 
car alors les distances de celte résultante à ces 
étoK |»l«m «erant n^et : die eelneiden deoc 
avec leur interseetiop, «t Kts d4lnû|« per U ré- 
sistance du point fixe. 

Lorsque ce point sera le centre des forces pa- 
relUief, la loame alet noaieiM sera sëra par rap- 
port à tons les plans passant par ce point ; par 
conséquent, les forces données se feront équilibre, 
quelle que soit leur direclion cofluntme; ce que 
noos sat ions déjà (no 53). 

8i le eofpa solide est nlean pat na ase fiie, a«- 



tour duquel il ait seulement la liberté de tourttcr, 
il suRîro, pour î'équiliLre des forces parallèles ap- 
pliquées en ses différons points , que la somme de 
leort neoMM soit égale k téro,psr rapport a« 
pl^in mené par cet axe parallèlement à leur dirMS> 
tion ; car lear résultante tombant alors dans ce 
plan, elle j roneonliera faie fixe, et sera détruite 
par M réiialanee. Lorsque Taxe fixe est loi-mème 
parallèle aux forces données, le plan Hont i! s'agit 
est ludétermioé) la condition d'équilibre s'éva- 
nottit par eenséqnanl ; ee qui doit être , puisque 

des forces qui sont toutes parallèles à un axofixo 
ne peotent faire tourner un corps solide autour de 
cette droite, de sorte que, dan* ce cas, l'équilibre 
a lieu indépendaiBBent de leora iaUnaSié» et âe 
lem dislaaoca i cet ase. 
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m. On appelle iadU tf reawBOW l jwseafsiir on 

grntili , la fnrrr- fjni préciptlf If; ""orps vers la 
surface de la terre aussitôt qu'ils ne sont plus sou- 
lenos. Son aclion s'eieree aor tons lea points ma- 
iMala, énm des directions perpendiculaires à 
cette surface, ou suivant des lî-^nes rtrticales Les 
directions prolongées de la pesanteur en difTérens 
liens de la taire ^ convergent done vers son eeniref 
k cause de sa forme à peu près splidrique ; maî=. rn 
ajsnt égard à la grandeur du rayon terrestre , re~ 
talivemant aux dimendoDS des eorps que Ton 
eensidère ordinairement, on pont supposer , sans 
erreur sensible, la pesanteur paratlèlf h cllsoniéaie 
dans toute l'étendue d'un même «rorps. 

L^observation a prouvé que l*iotennté de octte 
force Tarie à la surface de la terre avec la latitude, 
et qne sur une même terticale elle varie aussi avec 
rélévation au-dessus de cette surface ; mais il faut 
que lea changemens de lianlear et do latitude 

Sotrnt trf^ mn^irlt-Tiblr'^ p.iur qui? rf»5 v;irr!)tioUS 

dvvieunent sensibles, et elles ne le sont nullement 
dans rAeiMlMd*nn corps de dtmeo^ona «rdinairee. 

80. On oondot de là que la résultante des forces 
paraMèlea en nombre infini, qui ofiisent snr tons 



Isa pelolf dVm eorpe pOMMt, est indépendante de 

sa forme ; cette résultante est ce qu'on appelle le 
ptidt du corps. Dans les corps kamo^ènM, le poids 
est éridemment proportionnel sn votane} maie 
une expérience journalise nous montre qne les 
corps de nature ililTcrcnlc n'ont pas le môme poids 
sous le même volume j ce qui peut provenir de ce 
que Tattiaolian de la terre , qni est la eattse pria» 

cijirilc r!r In pesanteur, comme on \r vrrra parla 
suite, dépend de ia nature des points matériels sur 
lesquels elle agit, ou bien, do ee qne les oorps 
héUrogineê renferment, sons des volumes égaux, 
des quantités difl'ërentes de points matériels éga- 
lement pesans. Nous expliquerons, dans un autre 
chapitre, coninent on a eoocln, dn nuniTanisnl 
observé des corps pesans , que c'est le aeceod de 
ces deux cas qui a lieu dans la nature. 

Il en résulte que le poids d'un corps quelconque 
est en raiaon composée de sa masse et de l'intensité 
de la prsnnlfiir r^ans le lien où il est situé. Ainsi, 
en appelant P ce poids, M la masse, et g la mesure 
de là g«trité| on a 

P — ^M. 
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Cette quant rte 17, indé]»end«ntr> Hr la naturr par- 
ticulière de chaque corps, est, comme on voit, le 
poids de celoi dont on ptmé arbilraiiemaBt la 
msse pour unité. On verra par la suite comment 
«.1 valeur il rlé déterminée en difierens points rie 
la terre, d'après le raouvemeot des owps soumis à 
k Mttle «elioa d« le gnvité. 
Noat pottvoM mtÊi derin 

et) déM;;nant par m le poids du corps ton Tlinité 
do %ulumc, et son volume par V. Le poids <m est ce 
qu^un appelle la pêtmtnir spéct^iqut du corps que 
Von comidère; ddnoninotion impropre, puiaquo 

!a pesanteur est commune à tous le» corps d^fs- 
péccs difTérentcs, et qu'on devrait reasplacer par 
celle de poids spécifiqm, 

EnGn, si Ton représente par D la masse, sons 
Tunité de volume, du cnr|i« qnr* l'on considère, D 
sera ce qu'on nomme la demiU de ce corps, et 
l'on «ma 

Telles sont Irn ëquafioni qui ont lira «ntre lot 

cinq quantités P, g, ÎI, D, V, dont chacune doit 
être esprimée namériquemeat , en la rapportant à 
une nntlé do ton espèce. 

61. Le gramme, ou Tunîté do poids, est celui 
d'un ('t nUTn^'tro cube d'eau distillée et prise à son 
flMurtmuiM de densité , qui répond à environ 4o du 
fhennomMro oentîgiade. Ce poids varie avee le 
lieu qu'il occupe; mais comme les poids des autres 
corps, qu'il sert à peser, varient exactement dans 
le même rapport, il sVnsuîtque le poids dVn corps 
queleonque, exprimé en grammes, cstpaitontle 

même, et qu'on n'a pas besoin <!c rlirp en quel 
endroit il a été déterminé. O'sprés les expériences 
de M. 8a1lftittm, le poidi do eentlnélrecakedrefttt 
^ dialillde^ à totampéwlnfe téfe, «al 

On prend communément pour unité de densité, 
relie de l'eau diçtll!('-f îi cette dernière température. 
ixi densités ii un grand nombre de substances ont 
m dëtonninéea par retpdrienoe, et etprindea en 
nombres ou moyen de cette nnilé. Ainsi, par exem- 
ple, la densité du mercttre à cette mène tempéra^ 
tweeat 

13,6076, 
et elle engnenle eu diminne de 

l 

65541* 

pour rliiujne dfL'rf^ df rliminnlion ou d'an:;meTi- 
tattOH de iu lempcraluio. La densité de l'air, prise 
•«aai à la tempdratnre de le gleoe fondante, sous 
la pression barométrique de 76 centimètres et à 
à'Ohaervatoira de Paris, a été trovvdedgaleè 




et, pour chaque variation d*an degré dans le ton* 
pdratore, elle varie, en sens centfaire, de 

0,00376, 

comme orllf do tout autre pai. 

Le poids de la colonne de mercure qui exprime 
la presaion baionidirique , variant avec la latitude 
et !' éId<ration au-dessus de la surface de la terre, 
la densité dcl nir, «;oumise à une f>res<îtf>n d'une 
hauteur doiiuec, varie en même temps. V01I4 pour- 
quoi il ne «sIBl pea d*eaaigner cette liantenr; il 
faut encore dire & quel lieu elle se rapporte, comme 
ici i l'Observatoire de Paris. Le r.-)pport de la den- 
aild da mercure h oelle de l'air , qui répond ans 
oemlirea précddeni, est 

lOdrn. 

Dès qu*on altriboe nn ptiénoméne, tel que la 

chaleur, par exemple, à une substance matérielle, 
celte substance est soumis^ "i In pf snnteur j et l'ex- 
pression impondènbU ne doit s'entendre que d'une 
matière dent la denaitd est tî faible, qu*dle échappe 
à tous nos moyens d'investigation ; en sorte que 
sa présence n'au^'mriite ni le poids ni la masse 
mesurable du corps dont elle fait partie, co 
quelque quantité qn*dle 8*y trouve. 

62. Les poids sont k"; fi rrc5 qui nous sont le 
plus familières, et dont nous pouvons, au moyen 
de ta belanee, déterminer les rapports avec le plus 
d'exactitude et de facilité. C'est pourquoi il est 
naturel de les faire servir dp terme de comparai- 
son aux forces d'une autre nature. Ainsi , lorsque 
la foroe mnaculeire d*un animal , ou toute autre 
force , agit sur un corps par l'intermédiaire d'une 
corde attachée i sa surface, nous pouvons toujours 
cooMveir qne cette force aeit équivalente è un 
certain peide déterminé , et aew penvona mtee , 
sans chanijcr sn direction, remplacer son action 
par celles de oe puids, en le suspendant k l'extré- 
mitd de la eorde, aprèe avoir fait paaaer ce1le>ei 
sur une poulie fixe convciMblement placée. 

Le poids fournit la mesnre la plus commoilc de 
la masse ; sans le secours de la pesanteur, il serait, 
en effet , trèo diflleile de déterminer le rapport dea 
masses de dctii ( ar|;s. On verra pur la suite qu'on 
pourrait, tt la rigueur, le conclure du choc mutuel 
de oea corps; mais il est beaucoup plus simple 
de remplacer le rapport dea maasea par oelui de* 
poids, auquel il est é^al en chaque lieu de la terre, 
en vertu de Téquation P=^B. Toutefois, on doit 
avoir une idée préalable de régeltté et du rapport 
des masses , indépendamment de la pesanteur qui 
n'est (pi'nne propriété secondaire des corps, puis- 
qu'elle deviendrait tout-à-fait insensible, sans que 
les maasea eussent diangé , en lea tranapertent k 

une distance sufTisommentgran î' '* 'a terre. >*ous 
reviendrons sur ce point daus un autre endroit de 
cet ouvrage. 

63. Puisque tous les pointa d*un corps pesant 
ient aoUiettét par dea fiaêcei perailèlcS| il t^enauit 
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que si on lui fait prendro succ«>sÎTement dh cDies 
positions par rapport à la direction de ces forces, 
Imir rë»altant« pMMni comUnuncnt fMtr nn cflu^ 
tain point de ce corps. Tr p l'nt , que nous nvons 
appelé, en gcaéral , c«/itre dUis forée* farallèfat 
(do 63) , prend ici 1« nom particulier d« CMlrv d» 
gravité. Sa propri^ié caractéristique dans les corps 
solides , qui ne sont soumis qu'à la seule action de 
la pesanteur, consiste en ce que, s*il est supposi: 
ftie , le corps raqucit il «piiutiant ratto en ^ui- 
! ihrr fi.Tn'; totjtrs !c5 pti?i(ion5 pfissihles autour de 
ce point, puisijue) dans toutes ces positions, In 
fférallMli des fetoat eppliquéei k Ims l«t points 
dm coipt V teai puter par le point fixe. 

On conçoit nijssi r^iio quand un corps solide pe- 
sant Mt releitu par un antre point fixe, il est néces- 
•aiie et il niSI , pour r<qmlibte , qoe la droite qai 
joint ce point et le centre de gravité soit verticale { 
ce centre pouvant d'ailleurs se trouver au-dessus 
ou au-deuous du point fixe. En effet, le poids du 
eorpa élanC une force verticale «iqdiqeée à son 
centre de ^rrivifi-, sa direction coïncidera, dans 
cette hypothèse, avec la droite qui joint ce centre 
et le point Gxo, on evee son prolongement; par 
emaéquent , cette force sera détruite par la résis- 
tance do point fixe, coantasi elle y était iauné- 
diateneat appliquée. 

Varie mène raison , si Teii sospend en corps so- 
lide )>esant à un point fixe, par le moyen d'un fît 
dent l'extrémité inférieure est attachée à un point 
de sa surface, la direction de ce fil sera Tcrticalo 
daM réiat d*ëqittUhre ) et son prolongement ira 
pn'î'irr par le centre de graviti- tlu corps. Tl en sera 
de weme si Ton suspend, une ou plusieurs autres 
fois, ce VBàm» corps aupoiet flse, ettattadnnt 
Tcxtréroité ialiidiWIM d« fil à d'autres points de sa 
surface. Lps proIonn<»m<»n-> du fil, tracés sucressi- 
vement dmis i ioicricur du corps, s'y couperont à 
eon centre de fravité; ee qel fourait on moyen 
pratique de déterminer !n [ i ^ition de ce centre dnns 
no corps de forme qoclconqoe, homogène ou bété- 
le^ddo* 

Uses tontes Ica qoealieiia d'équilibre relatives à 
■n corps solide , on pourra fuiro abstmriion delà 
pesanteor de ses diverses parties, pourvu qu'on 
«l^«te an «utrea forces données qui agissent sur 
ee corps , une force égale h son poids , et appliquée 
verticalement à son centre de gravild. Ainsi, par 
exemple, dans te cas de l'équilibre du levier, il 
iMdn eemprendre an nombre dea foreea données 
dont le somme des raomens doit être nulle, par 
rapport au point d'appui (»• 47), le poids du le- 
vier agissant k son centre de gravité suivant la di- 
rection de la pesanteur. 

64. Lorsque I on mnn.iît les centres de gravité G 
et G' des deux parties d'un corps, et leurs poids p 
et j/, en en dédnit immédiatement le centre de 
gravité K, de ce corps ; car ce centre est le point 
d*application sur la droite GG', de la résultante 
des forces paralièies p et p*, qui agissent dens le 



mémo sens k ses eilréruités G rt T.'; «-t , pour cn 
délcriuincr la position , on u coust:;<|iiL-iiinieat 

GK : GG' : : p» : p -f 

De mémo, si l'on connaît les centres de pravitéR 
etGd'uu cttrps et de l'une de ses parties, et que 
les poids dn eorps el de cette partie soient F et p, 
on en conclura le centre de 'invité G' de l'autre 
partie ; car ce point sera situé au delà du point & 
sur le prolongement deU dnateflilL, aadisfanoe 
Qii pefait ts sera déterminée par le proportion 

GG' : GR :: P : P ^ p. 

Si nn corps est divisé en nn nombre qneleeaqne 
de parties dent Isa poids et les centres de gravité 

soient connus, on en pourra dédnir'* son centre de 
gravité por une suite de proportions ^ mais il con- 
viendra miens de déterminer ses trois coordonnées 
au moyen du théorème relatif OOS monons dco 
forces parallèles (a'* 54). 

Soient , pour cela , p, ¥ ip ' > i P^l^ des 
différentes parties du eorps ^ et P Mn poids lotet, 
de sorte qu'on eit 

Soient anssi jr, y, s, les roonlonnées du centre de 
gravite «le lu purtie dont p est le poids; f', y', m', 
celles du centre de gravité de la partie dont le poids 
est p' ; etc. Tontes ces quantités seront dennéss psr 
hypothèse; et si Ton appelle «i , yi , J!i , les 
coordonnées du centre do gravité du corps entier, 
rapportées aux mêmes axes que les précédentes, 
o a anra , d'eprés le théorème cité , 

P«,^pâ ^i;e'4.pr'<" + ete., 
P». =Pîf +j/p'+,,^y + ete., 
Pei = ^« p^e' + fé* + etc., 

ce qui fait connaître les valeurs de #t * y> > '> • 

05. On petit , fJin5 rf% équations , remplacer le» 
poids par les masses auxquelles ils sont proportion- 
nels. In désignant dene par m, wi, wf, ete., les 
masses des difTcrcntes parties du rrjr[ 5 dont les 
poids sont représentés parp, p', p'\ etc., et repré- 
sentant par H la masse totale , de sorte qn'on ait 

a = ■» -I- m" + etc.,. 

il en résultera 

MjPi = oir 4> m'*' -f- m"x" -f- etc. , i 
ffly. = my + «y + m'y" + etc. , [ (l) 
■ei s= «M + mf jP + mV 4. eCe.} > 

ce qui montre que le eentre de gravité est Indé- 

peniktttt de l'intensité de la pesanteur, et qu'il 
sera toujours le même point du corps , h différentes 
latitudes et à différentes hauteurs au-dessus de la 
surface de la terre: Bn eoosidérant que ee peint no 
suppose pas l'action de la gravité, et qu'il ne dé- 
pend que des masses et de leur disposition respec- 
tive, £uler et d'autres auteurs rappellent esnirs 



Digitized by Google 



se 



iintrtùi ronlf la dénomioatioa de oenln d» gra- 
vité a plus gëaëralemeat {krévalu. 
SI la amte ■ • été" divisée ao m nombro infiai 

de parties infiniment petites m, m', m", etc., on 
pourra prendre tel point qu'on Toudra de ohacune 
d'elles pour son centre de gravité, puisque les 
coordonnéet, ramntdiwiuflcse, d« Umm 1m points 
d'un même élément , ne différeront entre elles que 
d'un iafinimeut petit. Les seconds membres des 
éqttktioi» (1) M compofOTimt ■Ion dVne infi- 
nité de termes inâniroent petits , dont les sommes 
seront des intégrales diîfiiiifs , <r;iprès le théo- 
rème du n^' 13 étendu aux iutëgraies roullipies. Par 
cootéqneni, on poam ioujoiin , pit le* léglM dn 
calcul intégral , déterminer exactement ou par ap- 
proiimatioa le centre de gravité d'aa corps quel- 
conque, saiMcwmlIro oelaid*aQcan«de«««ptttiM, 
Dans un «Mpsdonl lODlcs les partitt ml h«iaM>« 
gènes, leurs rncïtcs sont entre elles comme 1r<« vo- 
lumes j on peut donc alors substituer les volumes 
•os lauMs , dont 1m dqvatiom (1); et ai l'on f«> 
présente par Vie volume entier, ttpjr r, v' ,v'' , etc., 
SCS partiu correspondantes à m, m'^ in"^ etc., on 
aora 

V«as« + «' + «' + etc., 

V*, — V£-\- ff' + r"x" + etc., 
Vy, = py + p'y + i^V + «le., 
V«, = e* 4- tf»' + e"*" + etc. 

Le point qu'on détermine par ces équations est le 
ccntn du forces paxaUèlMappiiqiiéM à toot 1m 

points (i'iin r r:r|-<;,rt prnpf»rtionne11es onsélémensde 
son volume^ ce puiiti s'appelle le cenire degravùé du 
«dme , quoiqu'un volnne n'ait ni masse ni pesaii* 
teuf. Om appelle aussi centre de gravité d'une sur- 
face ou d'une ligne , le centre des fot( pnraild-lcs 
appliquées k tous leurs points , et proportionnelles 
h leurs éléneas. On dëierminera sm ooerdonnéM en 
remplaçant dans les ériuations jirccédetites , les 
volumes V, v' , , etc., suit par les aires de la 
surface et de sm parties , soit par les longueurs de 
la ligne et de sm partîM* 

86. Lfç masses M, m, m', vC\ etc. , et les dis- 
tances mutuelles de leurs centres de gravité, sont 
IUm entie dlM par use dqvatieii facile \ déduire 
des équations (1). 

Ponr rfin , plaron? l'origine dos coordonnées ou 
centre de gruvUe de M; ces équalious deviendront 

ms ^ wlé ir"x" etc. = 0, 
Mf 4. my 4- + etc. =s 0, 
m* -I- 4- 4- etc. ss 0. 

£ii fiûsBnt le carré de la première, on en oondiit 

m* X* -if m*» + m"» *"» -|- etc. ss 
— ZmHiitif — Sunn^m" — Zmlii^éfl* — etc. 

J'ajoute , aux déni nombrM de cette équation , la 

quantité 

m (m' m" 4- etc.) z» + m' (m -f m '-t-etc.)*'» 
+ m" (m + m' -H etc.) + etc. } 



il en résulte 

-|- mm" (i — 4" m m" (x' — j:";' -|- etc. 

T a srconde et la troisième équation (I) donneront 

de même 

M (my» -j- m'y'» -}- m"y"» tiic.)— mm' ^y— y*)» 
-f mm" (y — y"). -|- m'm" (y» - y")» + etc., 

M (m»« -J. m'*'» + m"*"» + elc.)=«m'(»— *')» 

Or, si nous ajoutons ces trois dernières équations, et 
que nons fassions 

*•+»•+»•=•*! 

**» + y» + - r'' . 

etc., 

(» - *')• + (y — y*/ + (» — »')* = p" , 
- + (y - y"> + (* - = f'* , 
(*'-*")' + (»'- f")* + (»•-«")' = p"« . 

etc., 

■ottsaurona 

a (wr» + nV' + m'y» + etC.}=3MmV 

-|- mm"r'> -|" ni'in' y» etc. , 

pour l'équation qu'il s'agissait d'obtenir, et dans 
laquelle p, f', f", etc., sont les distancM mutuellM 
dM centra de gravité de m', w/*, elc, et r> 
r", etc. , les distancM de cm prànta au «entre de 
gravité de M. 

67. On déduit autti dM équations (1) une pro- 
priété curieuse de Téquilibre d*nn point matériel 
entièrement libre. Vciri m qnoi elle consiste. 

Soit 0 (Cg. 23} le point en équilibre j représen- 
tons en grondeurs et en directions , par Im droltea 
OA , OA', OA", etc., les forces qui le sollicitent ; si 
leurs extrémités A, A', A'', etc., sont les centres 
de gravité de masses égales, le point 0 sera le cen- 
tre de gravité de ce système entier. 

En elTet , en appliquant les équations (1) ù ces 
masses, et supposant que n soit leur nombre, on 
aura 

•Mti = « -|- *' -H *" + etc., 

«V. = lf + îi' + ir" + «te.| 
n«i =s « -1- s* + a" + ele. 

D*un autre cèté, si Ton désigne par an- 
gles que fait la force 0.\ avec trois axes rectangu- 
laires menés par le point 0; par «', C, y, ce que 
ces angles deviennent relativement h la force OA'j 
par*", C", y", ce qu*ils deviennent relatlvemeot è 
la force OA"; etc., Im équation* d'équilibre de ces 
forces seront 

OA cm a. 4- 0\' e us cl' 4- OA" cos -f- etc. = 0 , 
OA cos i 4- OA' cos £' 4- OA" cos C" -J- etc,= 0 , 
OA ces > 4- OA' cos y' 4- OA" oos y" 4. etc. ss 0. 
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Or, en plaçanirorigine dct eooidoaiiéa»«u point 0, 
ou aura 

9= OA OM «, y = OA CM Ç , s =z OJkcosy f 
s* = OA'eo» f'=: OA'ooo s'= Qhf eus » 
««=OA''cat y<'=OA''cotC", s^sOA"cMy", 
etc., 

pon r les coordonnées des points A , A', A", etc. En 
vertu des équations d'équilibre , on aura donc 

* -f- j' + + t'ic. = 0, 

f + jr* + y" + etc. = 0, 
« + s' 4- :t" + «le. s= Oi 

Si =0, yi = 0, siss 0, 

pour Iw coordonnées dn centre de graTtlé dos 
ses égales; par conséquent, ce centre oobddera 
avec le point 0; ce qu'il s'agissiiit de démontrer. 

08. 11 y • bcaocoup de cas particuliers où le 
enntra de fjtniÊâ est ianédistenent ooiMa. Ainsi, 
U centre de grarilé 4*«m sphire «a d'nn eUijMàUn 



est évidemment au centre de figure ; celui d'un pa- 
rallélipipéde , à riotersection de ses quatre diago- 
nales; celoi d*nn cylindre I bssw ptrallètes, eu 
milieu de son axe. Le centre de gravité d'un cercle 
ou d^une ellipse est aussi au centre de fignre, et 
celui d'un panllélogramnie, à rinteraectton des 
deux di«(^nales. Le centre de fnvtté d'une lî|^n 
droite est le milieu de cette droite ; d'où l'on con- 
clut sans difficulté le centre de gravité du contour 
polygone quelconque , soit par une saite de 
pMportions (n» 64), loit par les équations des no- 
roens des forces parallèles. On toit de même qun 
quiuid ou aura trouvé les centre» de gravité d'un 
triengle et d'nne iiyieaiide trian^Uire , on en dé- 
duira , par l'un ou l'autre de ces deux moyens , les 
centres de gravité d'un polygone et d'un polyèdre 
donnés, que Ton peut tonjonrs décomposer, soit en 
trian^leS|80iten pyramides trian({ulcur«s. 

Mais, en général, la r^rt<"Tininati<)ii des centres de 
gravité exige l'emplok du calcul intégral j et dans le 
chapitre solvant nons allons donner towlMdéleils 
qii*on peut désirer sur «e pcelilèNie. 



CHAPITRE V. 



DBTBBHIIIATIOII DIS CX5tftSS OS «BATITS. 



$ 1*'. Ctmireê d» gratiti det iignts cenrfts*. 

. W. SoH a Parc de la eonrbe donnée, abontisnnt 

a un point quelconqnc M , et compté à partir d un 
point fixe que j'appellerai C, Soient aussi m^jf, m, 
les trois coordonnées reetanf nlaircs de I. On con- 
sidérera cette courbe comme un polygone d'une 
infinité do cÔtés ; dt Sera le côté on réiénient de la 
courbe qui répond au point Mj et, quelque part que 
seit le centre de gravité de cet élément on prendra 
* * V» * > pot)' ^rois coordonnées, qiti ne Sau- 
raient , efîeciivement , différer de#j jfj Sj <|ne de 
quantités infiniment petites. 

Appelons ï la longnenr de la perlie déterminée 
de la courbe dont il s'agit de déterminer le centre 
de gravitéj et représentons par et «t tes valeurs 
données de « qui répondent ens dent ostréniléi de 
I. Soient «I, y, , Mt, tes eoenlenttées du centre de 
gra%ilé lir» i rt arc /, rapportées 91)1 aies des y, z. 
D'après le tbéorooie dn n» 13, la somme des valeurs 



de chacun des produits xdt, yd$, m^t , dans toute 
rétendnedelj sera une fnt^rate définie prise de» 

pois« = «o jusqu*i«=r«i , en regardant x, y, s, 
comme des fanctions de m d mnét-s par la nature 
de la courbe que Ton considcre. rtous aurons donc 
(noeft) 

pour les trois éqnations qiù iervîroni i déletiDiner 

*i , y. , -x- 

Supposons, par exemple, que la ligne donnée 
soit une droite , et que sa partie I abontisse an 
pointe, de sorte qu'on ait So =Oet«i =/. Dési- 
gnons pnr «, f, ■) , les trois angles que fait cette 
partie / avec des aies menés par le point C suivant 
la direction dcs*^ y» m, positives \ soient aussi ; 
b, C, les trois coordonnées du point C; pour le 
point quelconque M nous aurons 

, , «s=a4-' ces «, y ï=4 -J-#co»C, » = c-^* cusy. 
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Je siiliitituc ces VHicurs dans les ér|iijlinn« (1); et 
en eiîectiiaiit les tolé(jraU<His el divisant cnsuile 
par l, il vient 

M (fui montre, cummo ceU devait être, que le 
centre de^rovilé de la droite < eit eilaé k won ni- 
lieu. 

70. Lorsqu'il s'agira d'une courbe plane, el qu*on 
prend» ion pitn ponr fwlvi des » el y« il mfllra 
detdeiix premières ëquotions (l) pour déterminer 
Id position de son centre »Ic ^r.ivile duns ce plan. 
Si , de plus , U purtioni de la courbe est symétrique 
départ et d*«ulfed« point C, en aare i« ss— 1^ I 
et Si = 1/2 /; le centre i!c gr.i*ité sera siliu! sur I.i 
normale au point cl en preuant cette droite 
poor Vnm det , il «aflre de déterminer la voleur 
de «I f qui fera donnée per réqnelien 

/•/•' 
xâê. 
- i/i / 

L'arc do cercle est compris dans ce cas particu- 
lier, en prenant pour aie de»«^ le diamètre qui 
passe par son milieu. Si Ton place en même temps 

l'orii^inr <U-s cnnrdanruN S iiti rentre dtt eodef Ol 
^a'oa appelle a son rayon ^ on aura 

#s=aeos — , 

pour l'abseissB du peint ^pwleonqne I. On en con- 
elnt 

Ui saSm» sin i 
ia 

el eu oppeUot c la corde do l'arc 1, on aura 

e=Sttsin<^, Istssnej 

ce qui montre que la distance xi du centre de gra- 
vité d*nn are de cercle en centre do cercle ) csl 
quatrième proportionneHe an rayon, à h corde et 

à l'arc. 

7t. l*éqoalion de la courbe plioe fera connattre 

l'une des deux veriobkt et y en fonction de 
l'autre. Si Ton suppose la valcor de f donnée en 
fonction de « , on prendra 

*=»^^-' 

et en appeUut « et £ les valeurs de * qui répondent 
ans dmis «ttréotitét de Vne i, on auin , e» lieo 
de* équations préeédenlee , 

'-/: j 



Si ta courbe donnée est une section conique , on 
obtiendra cous forme finie, par tes règles onli« 
nairea,les valenra des intégrales oootenoes dans 
les dcui dernières équations (2). Dans le cas de la 
parabole , on obtiendra de même la valeur de Tin- 
tégrale que renferme la première de ces équations ; 
en sorte que les deux coordonnées du centre de 
f^ravitc d'tm arc de parabole, pourront tnnjnnrs s'ob- 
tenir en fonctions dea abscisses « et C de ses extré- 
mités. D'après an théorème de Isndon, Tare d'hy- 
perbole s'exprime au moyen de deux arcs d'ellipse 
et d'une [«.irlie algébrique; quant à l'arr d'ellipse, 
on le regarde comme une fonction irréductible à 
d*autres fondions plus simples; et 1. I<efendre • 
calculé des tables fnrt étendues de cette fonction , 
qui en font connaître les valcors numériques avc« 
une grande approximation. Pir conséquent , lors- 
que les valeurs numériques de o et C et oeUw de* 
oses de l'hyperbole ou de l'ellipse seront doum'es, 
il sera facile de calculer la valeur de et par suite 
les coordonnées »i et f * do centra de gravité d'nn 
arc appartenaai k Twie on rewlie de ces donx 
courbes. 

72. Je prendrai Tare de eyeJSsBfr poor nn outre 

exemple de rupplîeatiott des équutions (2). Dans 
cette courbe, la lon^nenr, Taire, la surface , le 
volume engendrés par sa réTololion | el les coor- 
données de lenn centras de gmvild , se détenid- 
nent exactement. La construction de la tan^'ento 
en un point quelconque de cette courbe est aussi 
très simple; sa développée est une autra cycloTde} 
et, de plus, per une série dedéveloppemeos succès» 

sifs, une rourbe quelconque opprocbe de plus en 
plus de se confondre avec 1« cycloîde et s'y con- 
fondrait rigoureusement k l'infini *, C'est encore la 
cycloîde que l'on trouve , comme on le veira par la 
snitr , lors(|u'on clierriif !t rni.rlii- qui iunit des 
propriété* le» plus reinarquaiilci» , par rapport au 
mouvement curviligne des corps pessns. Cette 
réunion singulière d'un ;,ran l nonihre fli | : i i i ii' 
tes curieuses et de nature dilTérente sur une même 
courbe, en rend la considération très utile et très 
fréquente en làéométrïe et dans Is Mécanique. Toici 
comment on obtient son équation. 

La cycloîde est une cotirbe plane ACB (fig. 84} , 
engendrée par un point déterminé I de la cireon- 
Mranood'un cercle pendant qu'il roule sans glisser 
sur une droite AB. Si le point générateur se trouve 
d'abord au point A , et qu'il arrive ensuite au point 
B de cetio droite, rintecvelle AB sera égal i la etr< 
conférence du cercle donné ; on voit aussi que son 
diamètre sera égal à la perpendicalaîre CD, abais> 
sée du sommet C de la cycloUe sur AB , et qui dt* 
vise la courbe en deux [larlies symétriques. Bu op- 
pehnl e le rayon du ocrole donné , on aura donc 

AB=8«e| Gl>=s3e. 
Dons une position qnelconqne du cerale , soienl 
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HG ioa diattélM poipcndienUin) à la base AB , ei R 

son point dr conUct atec cette droite. Pu point 
I , abaissons les perpcadiculaires KP et MK sur AB 



arcUQ 



AH = AP + lUL=j»+|/^ 2cï — î' 



= c.arc f 8in = — — — — — j. 



Sais le eerde génënitear tourniotMOi glistertur 
l.t droila Ai, il a'eiwail. qa*«i a comlaBniMiit 

AI = «te m } 
rdqnation danandée de la «ydoUe tan doue 



9cf ""9* S8s«. afe ^ain 



p 9iq étant les coordonnées coumntas. 
Xm la différeotiant , on a 

4,= — 



1/ ^'cy — -7' 



pour son éijuation différentielle. On en conclut que 
le* demt eordet KG et MV dn cercle {;ën<'rateur 
a4Mlt la tangente et la normule à la cycloïdc qui ré- 
pondent :iu point 91. En déterminant pnr In formtilc 
eonoufl son rayon de courbure au même point , on 
te frodTe dgal ao double de IH; d'où il rdnilte qn*en 
prolongeant IH d*une quantité DN égale à IB , le 
point R sera le centre de courbnre. En faisant de 
même la droite CDE double de CD , le point E sera 
le centre de courbure qoi répond au •omniet C; et 
de là on conrhit aisément que la dévelopi'*''f' AXE 
de la denii-cjcloide AMC est la même courbe ren- 
varido de manière que ion lommet C aoit trnns- 
pottd en A et son origine A en E. Il s'ensuit que la 
longueur de A?IE ou do AMC ist é^-alc ù !a droiif 
Q)E,ctquef par conséquent, la longueur totale 
de la cyeloMe ett dgale b quatf» fait le diamètre ùc 
aon cercle générateur. 

73. Ilaos les usages que nous ferons de cette 
dqnation, il aera plot commode de transporter To» 
rigine des cootdolmdet au sommrt C (fig. 26). ie 
prendrai ponrnxes des x et des y les droites Ci et 
Cjf, perpendiculaires et parallèles à la base AB. En 
abaiiaanl dn point qnelcônqoeM oneperpeodicn- 
leire VP anrÔr, on enra done 

CPa=*, ■Pssyi 

et li Ton eonapere eea eoordonnéea eui précd- 

(lentes , et que Ton appelle a le dianidtlO CD dn 
cercle générateur , on vo;t quo 

p = l/a»o — y, qz=a—s; 

dose , en aobstitoant cet Taiettrt dans ré]iiation 



dUHrenlielc de la ej dette , el HMtlent awai a t 
lien de 3» , elle deviendra 



II 



da = 




Lis. 

s 



En prenant Tinte'gralc île manière qn'eUe a^éva* 
Rouisse quand x = 0 , on a 



pour la longueur de feic CI, dont rorigineest au 
aemmet C. An point A,one«=ajce qni donne, 
comme précédemment, Sa pour la longnenrdela 
deroi-cycloïde CM.V. Ou peut remorquer que 
«* =: 4ax e&t une équation de la uycloîde sem- 
blable h celle de la parabole, dont elle ne diUère 
qu'en co^qno Terdonnie f a^y trenve remplacée par 
l'arc «. 

In appliquant lea deui demièret dqnatioos (2) 
an centre de gtevitd de l'are CM , 




où l'on prendrn \r% inté:,Tales de matiièro qu'elles 
s'évonouisscut avec x. En j mettant pour 4 sa va- 
leur , 0 en rdralte 

On aom doue 

d'où Pou oondnt d*abord que le oenlre de granté 

rl'rrn arc B'CSI symétrique de pari et d'nulrc du 
sommet C, qui doit a|)piirlenirà la droite CD, se 
trouve au tiers de CP, à partir du point C. 
Sn intégrant par partie, on a 

Si Von substitue pour <ip aa valear donnée par Té* 
quation («), on aura done 



y» 



etfpareensdquent, 
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cei|ui, j(4flià te valearde «1 ydétenoinccoaiplè' 

temeut le centre de graTÏtr? de l'arc CM. Dans le 
c» de U detni-cyctoîde ,onaf = ae(jr=l/2 ira; 
d*oâilr<ralto 

#1 e= 1/3 a, yi =:a — 

74. Quand une courbe plane tourne autour d'une 
droite eomprite dent son plan et que je prendrai 
pour Taxe des abscisses , elle engendre une surface 
de révolution dont rctondiif \frvA se déduire de la 
longueur de celle courbe cl de 1 ordonnée de son 
oeolre d« gravité. 

Pour le faire voir , soient j et y Tabscisse et l'or- 
donnée du point quelconque M de cette courbe, et 
â Tare eu aboulissaul à ce point et compté d'un 
point fiu GjrétéintDt dg cagcadrera Utorface 
d'un cône tronqué, et son niilieii d<5crira une cir- 
conférence égale à 2ir (y -}- i/Zdy], ou simple- 
IMot à 2wy, k cause que dy est JUk infiniment pe- 
tit. D'après la régie connue, on aura donc Sryds 
pour cet élrtTirnt (II* «nrf.u-e. Dotic . si Von «;'p»'l!e 
«• et «1 les valeurs Uu s qui rcpoudeitt aiii deux 

mtrdnitdt ds la oowbe géndratriee, et S la surface 
•iif«ndrd« , on aura , d*apréa le tit^orèma dtt n* 13, 

On remarcpiera que cette eipreaaion anppoie que 

la courbe génératrice n'est pas coupée par Fi-îf 'îr 
M, sans quoi ses parties situées des deux cuies de 
eet axe décriraient dcns surfaces différentes, dont 
S oViprimerait plus que la différence. Avec celle 
restriction, elle subsistera encore lorsque la géné- 
ratrice sera une courbe fermée^ et, pour rappliquer 
à e« cas, il anffira de prendre poor^t Tare «• aug- 
nienté de la cirrnnrérence entière de cette courhe. 

Cela posé , si l'on compare cette formule à la 
troiaièiM équation (S), on en conclut 

S = 8ir/y, ; 

ce qui montre qoe la surfarc ♦•nfrendrée S est é<(ale 
à la longueur i de la courbe génératrice, niutli- 
pliéa par la eiteonférencu qn« déorit son 

centre de içrnTÏf 

Ce théorème servira à délcmiiner la valeur de S 
tontes tes fois que le centre de gravité de la gcnë- 
ralrire sera connu snns aucun calcul, et, pour 
ainsi dire , à l'inspection de cette courbe ; il ne ser- 
virait plus à rien s'il fullail calculer l'urdoimée tfi , 
puisque ce calcul serait le nène que eelnl de S. 

En supposant, par ricniple, «pie la courbe généra- 
trice soit un cercle j désignant pur a son rayon, 
par e la distance de son centre fc l*ase de rotation , 
et supposant qu^on n'ait pas e < on ama 

1 = 2*0, y. = c, 

et, par conséquent, 

Ss=4ir* OC 



Quand le cercle toudMfu Vus» de rotation, on aniu 

c — fljCtla surface en^^cndrt'c sera équivalente 
au carré dont le côté est égal à la circonférence 2*a 
du carde générateur. 



^ U. Centrai «U granté d»i êurfoci*. 

76. Soient toujours x,y,Mi les coordonnées 
d'un point qnelconqae H, et f i , yi , xi , celles 
du centre de ijraTÎté qu'il s'agit de déterminer, 
c u n s i dèrn s comme une fouiction donnée de jr et y j 

je fais 

d* dm 

et j'iippclle w l'élément de la surface donnée qui 
répond au point M; on aura (n" 21) 



m — dxdy 1^ 1 + + î* • 

Quel «jue 5"it If |iiiailtlt' . 1 1 l'i <:r tmiirr If* fpntro 
de gravité do cet clt-uicnt, se& coordonnée» dtfl'ére* 
roni infiniment peu de y, s; on pourra done 
] r u irt* ui , ny, ms , pour Ics momens de • par rap- 
port aux trois plans des coordonnées | et iienré» 
snltera (no* 13 et 66) 

A =//.,x«i *y, »/7ya|Ms =//noi 

X étant l'aire de la portion de surface dont on de- 
mande le ce'itro (!*• gravité, et intégrales dou- 
bles s'étendant u tous les cicineus de X. 
Dans te cas d*one anrfaee plane « et en prenant 

son pl.in pour celui des .r et y, les quantités p cl q 

seront nulles , et l'on aura seulement à considérer 
les trois équations. 

A =ffdgd]if xxi = ffxdxdjft xyi = ffyixd^. 

.S\ipposons que X soit alors terminée par li cOUrlw 
ABC f fi';. 26 ) ; à rîiaque abscisse x ou OP répon- 
dront deux ordonnées PM et P?i , que je représen- 
t r rai per y et y'j, et qui seront données en fonetioM 

de X par l'cquation de cette courbe. Soient anssî a 
et C les obscisscs OD cl 0£ des points Â cl B où les 
i ingénies sont psrallèleB eus ordonnées. Les inté- 
grales devront être prises, d'abord dcpaiajfsPR 
jusqu'à y :r= PM . et ensuite depuis «=:»«t«=Ci 
et il en résuUcr.i 
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Aq lieu H'êire circoir^rritr pnr Tinr rciirLc fermer 
ABC, si Taire x estcoiaprise eolre deux courbes 
différailM «t eiriie deux droites parallèla k Taso 
OlfitÈ ordonnées, on tinri de Téqualion de la 
courbe sopéricure la valeur de y, et de Téquation 
de la courbe inférieure celle de y', et Ton prendra 
pour « cl fflet distMcas de ea» deu pmllélm tu 
point O. Diins le cas le plus orrliiiaire, la courbo 
inférieure sera remplacée par i'axe Ojr des abs> 
ciiMi}inftm àoney' =.0, et simpleraent 

pour déterminer l'aire et le centre de p^ravité d'nnf 
portioo de surface plane comprise entre une courbe 
donade, !*«!• des «kidues et deux ordonndes 
de cette pourbc. 

Observons aussi qu'on parvient directement aux 
équetious (1) de k minière raivente. 

Je partage Pdire ABC en éicmcns tels que MIVN 'M', 
infiniment minces et parallèles à Taxe Oy. J'appelle 
« ia longueur de la droite } par ses deux extré- 
nttéi ■ et 11 , li ren mène des penllélet à Teze 
Ox , on .ijoiilcra à l'élément HNN'M', ou l'on en 
retranchera des triangle» infiniment petits du se- 
eond ordre, qui n'en altérerout pas la grondeur j 
par conséquent, cet élément sera égal è «die. Si 
l'on dt'si:;ne \tnt r la distance du milieu de 5Î\ h 
TaieOx^ on pourra prendre jr et v pour les deux 
eeerdonnéet do centre de grarité de eet élément; 
car il est évident qu*eUef n'en pourront différer 
que de quantités infiniment iii iites. D'après les 
•titrée netatiouM précédentes, on aum donc 



D'jiileiir^ , V ( t y' éluiit toujours les ordonnées P>I 
et PU qui répondent à une même abscisse quel- 
c«iK|iie , on a encsi 

« = y - y', • ai 1/2 (y + y')i 
ce qui fait eoiaddcr cet dernière» formules avec 

les éi]iiatiOMfl). 

7fi. Pour premier c:temp1e , je suppose qu'on de- 
mande lecentredc gravité du trian<>leAfiC(Gg.27). 

Je place Torigine de* coordonnées au loramet C, 
et je prends Taxe des s {i<'r[icndiouIaire à la base 
AB ; je représente cette base par et la bautenr 
CD par h. Par le point quelconque P appartenant 
& CD, je mène la perpendieolaire Wl k cette 
droite; CP et MN seront let eerîablea s ci et 
Ton aura la proportion 



H : s 



Il b 



de laquelle on tire 



On aura, en outre, • =s= 0 et C s A. Au aio|eD de 



ces Talean|l6i 

neront 

X 1^ tk, Mt s= l/S kks i 
d'où il réaolte 

jr, = 2/3 h. 

On n'aura pas besoin de cilruier la valeur de y , 
car si £ est le milieu de AB, et qu'on tire bi droite 
GB, elle eoopera en deux parties égales tout les 

élémens du triangle parallèles à AB, et contien- 
dra, Gonséquemment , snn centre de gravité. Si 
donc on prend sur Cl) une partie 

CF = 2/3 Cl) =: 

et qu'on élève la droite FG perpendiculaire à CD , le 
point 6 où elle rencontrera CE sera le centre de gra> 
vite du triangle. La droite fGooapeaiGD etCKcn 
parties proportionnelles, ou auia amii 

œ es 1/3 GB; 

ce qui mentre que le centre degiaTité d*nii triangle 

se trouve sur la droite qui joint son sommet au mi* 
iteu de su base, aux deux tiers de cette droite à par* 
tirdu sommet, ou eu tierek partir delà iMwe. 

77. On démontre aussi 00 théorémo Sans le se- 
cours du calcul intégral. 

Sn effet, par la décomposition du triangle AfiC 
(fig* SB) en élémeos paraUèles eu oAté Al, on pnm* 
vcra que son centre de gravité se trouve sur lu 
droite CD , qui joint le sommet C au milieu 0 de 
uoeélé. En le décomposant en élémen s purallilea 
au côté CA , on prouvera de même que ce centre da 
gravité est aussi sur la droite BE qui va du som- 
met B au milieu E deCA;ce point sera donc si- 
tué à l'intersection fi ét» deux dimtea CD et BB. 
Or, si l'on lire la droite DE ,( lin sera parallèle 
k CB , puisqu'elle coupe CA et AB en parties pro» 
portieaaeUee} il an réaultefe doue 

BB : CB :: AD : AB :: 1 : 2, 
BG : GG DB : CB :: 1 : S; 

en sorte que DG sera la nsoitié da Gfi , et , consd« 
quemment , le tiers de CB ; ee qtt*il s'egissoit de 

démontrer. 

On eu peut conclore que les trois droites qui 
vent dee sommets d'as triaugle eux onlievx des 

côtes opposés, doivent se cou[)er en un mémo 
point; ce qui est couf orme à un théorème connu. 

Si les sommets A , B , C , du triangle sont les 
centres de gravité de trois masses égales , le eealre 
de gravité de ces trois corps coïnoidera avec celui 
du triangle; car te centre de gravité des deux 
masses qui répondent k A et ^ se trouvera d*ebord 
aa milieu D de la droite AB ; et ensuite le centre de 
gravité de ces denv ninsses et de la troisième sera 
le point G de la druito CD, tel que GD est moitié 
deCCronletiett deCD^ 

Il suit de lii cl du théorème du n" 87, que si l'on 
applique au centre de gravité G d'un triangle , des 
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forces repr«îscnfécs en grandeur et en direction par 
les droites GA , GB, GC , qui \ont de ce point aux 
trois sommets , ces trois forces seront en équi- 

78. Connaissantle centre de 'gravité d'un trinn U-, 
<Hi en déduit successivement ceux d'un secteur et 
d uu segment circuktires. 

Soient CADB (Itg. 29) le seoteor , «t C le eenbn 
du cf^n !c. Si l'on considère l'arc ADB comme une 
portion de polf gone d'une inGnité de côtés ëgaui , 
en pottfre décomposer le teetoor en élémem Irien- 
gahilM aussi é^aus , qui auront tous ces côtés 
|,our luscs et leur sommet commun au point C. On 
up|>liqi>L>ra ensuite la force qui agit sur chacun de 
cet élément à ion oentre.de eravité; el comme la 
distance nu point île cliai|uc centre de gra>Ué est 
les deux tiers du rayon du cercle, il en résultera un 
système de forces penitèlc» et égales, appliquées 
k toM lee éMmcBs de Vute Âf D' B', décrit du point 
C comme centre, el d'un rayon h 'iji Cl). P.ir 
conséquent , le centre de gravite du secteur sera 
le centra de cet foraei iwnllèlei, «*e«t-k-dira, le 
centre de gravité de cet arc A' D' B'. Or , en dt'si- 
gnant par a, e, le rayon CD, l'arc ADB et la 
corde ÀB , les quantités analogues , relatitemeot 
àA'iyVfterontS/lajS/SI^S/SejMdonc G est 
le centre de graTité demandé, et qu'on fasse 
CG = X , on aura | d'après le théorème du n« 70, 

Sne 

Xtîntentnt, tdentS, S', S| , tes mnbcet du 

secteur CAM , du trian^-le CAB et du segment 
ADBE i appelons G , G', G| , leurs centres de gra- 
TÎté, qui terontéTidemnieat sur le rayon CD tben- 
titrant au milieu D de Tare ADR , si l'on désigne 
par X, x'fSi , les di-j'iiticps de ce» trois points au 
centre C , et qu'on y applique des forces parallèles 
et proportionndiet à 9 , S*, Si , la {minière tera 
le résultante des deux autres ; en coniiddruit les 
fnomens de ces forces , on oiua donc 

Sx = + Si «t . 
One,d*MUeuvs, 




En eppdeni h li btvtenr Cl da tritngle dont la 
bnte est AB eu e^ en a «utii 

S' » I/»ek, ^s=2fik, 
Doae iketniede 

S, = S' ~ S = 1/» (al ~ dk), 

l'équ^tiiin lies momens deviendra 

1/3 a» c = 1/3 c*» + 1/8 («i — eh) Si ; 
et elle fera conniître le distence x, dn centre de 



gravité du segment ADU att centra du ccfde. In 

observant que 

l t 
esstatin^, fc««cos— , 

on en dL-duua 

4ss tin* «i 
Sa 

Lorsque l'arc l est la deroi-circonrérence , on • 
l — ita; le secteur et le tegment ooTneident ainsi 
que les ditUncet s et #i ^ dont b relettr com- 
mune est 

4a 

3» 

79. Si l'on prend successivement les trois sec- 
tions coniques pour le eourbe llaquelle répondent 
letferaiulet (S), les intégratîent s'eircctueront par 
les règle» connues . et Ton pourra obtenir, sous 
forme finie, les valeurs des deux coordonnées ^ 
«1 «t yi du centre de gravité. Tindique cetetempte 
comme exercice de calcul, et je p isse immédiate- 
ment è la détermination da centre de gravite de 
l'aire de la cycloîde. 

Soit GPH (6g. SS) le segment dont on veut trou' 
ver le centre de graTil»'; < n di'sit;njiit par x et y 
l'iibscissc CP et rordùni>i:e PM , comme dans l'e- 
quation (a) da n« 73, il faudra que les intéi^alca 
contenues dans les formules [2) s'cvanonissent 
quBud r — 0 ; et en iut^raot par portie , ces for- 
mules deviendront 

X = — fidy^ ) 
MCI = 1/8 ««"V — m/f dy, (4) 

les nouvelles întégralM t*dvanoaitMnt antsi en 

même temps que x. 

En vertu de l'équation (a), on a 

/«djf ssf[/^Mt — «» d*i 

mais si N est le point où l'ordonnée PM rencontre 
le cercle décrit sur CD comme diamètre, cette der- 
nière intégrale exprime le demi>segment circulaire 
CSP; en reprëtentant, pour abréger , per y Vtin 
do ce deroi<tegme»t, on aura done 

* «=: *y — 

DensleeatoûlepointHcoîneide aveolepointA, 
en aura 

« ssCDssa, y =I>A=l/!K«a, >:sl/B«ra> » 

et| par eoniéqaent, 

A = a/B iras . 

L'aire C\I) de ta dcmi*cycluîdc est dono triple 
I de celle dn demi^cercte ÛfD, dont le rayon est 
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on , ee qui ctt la mftne ehow, 



La drrnirrp intégrale s'obtient Immédiatement; et 
à cau»e qu'elle doit s'éTanouir, quand » = 0, 
iHNU aurons 

l/Z s* y — 1/4 ay + 1/6 (« — *» 

A^Mlion qui fera oaaaattre la ^enr de «i d*aprcs 

celle de x 

Dans le cas de la demi-ojdoide CAD , où Ton a, 
ai niéne temps , 

• == a, y = l/a«a,>=l/8»o», >i = 3/8ira» , 



poor la distance de son centre de gravité à Taxe Cy. 
Ainsi , le centre de gravîfé tic l'aire entière de la 
cycloïde se trooTe aux sept douti^es de la bau- 
teor CDf à partir daMounai C. 

Relalivcroprit à un sc_-mcnl qoelconque ClIP, il 
reste à déterminer Tordoonée y* ; ce qui «liga an 
eaJeol plu* compliqué. 

80. En Tcrlu da réqualian (a), on a 

at k valaor da y peut a*écrii« ainsi : 

_ fiyia — r] ds a r ^ 



et supposant que cette intégrale soit nulle 
toutes les autres , quand x = 0 , on aura 

y = |/^a* — ir* i/s a»\ 
d*oùnréiallani 

FteoequaTanafait 

on «na , an intégrant par partie , 

/s 1/ a* — jrt dx s= sy — fyd». (6) 
Ou peut écrire l'expression de ^ sons la fanm 
I d!» <a)*d:g 

et en intégrant par partie dans le second terme, il 
^iaot 



d*att Feo eonelat 



fyim = l/Kns as ^ 1/4 (<ur — s* ). 

Je substitue ces valeurs de y et fyds dan* Téqua- 
tien(6);iiearéiulte 



AcaMede|/^Mr— jr* ds =dk, on aura dane 



ce qni change l'équation 'ô) en celle-ci : 

fxydy ~ l/^a^ X -\- 3/8 ax' — 1/3 

+ 1/J2a''s» — l/-4a5(l/2o— r) [Xa c—M*.{7) 

Au moyen de cette valeur et de celte de s ^ sa- 
•vair ; 

a«are(cos=±ZÎL), 

Ifl troisième équation (4) ne contifiirlr 1 ()lus rien 
d inconnu, et fera conmitre la valeur de y» pour 
un segment qodeooque CIP. 
Dans le cas de la dami-eyolalde G4D, oB 
' = «, s = ar» (eus as — t) ; 



la formule (7) se réduira i 

/*jr%«n»(- + -)î 

etk cause de 

y = 1/1 «fl, jk s i/a ««* , 

ta trobième dqoatieo (4) donnera 

ce qui , joint à la valeur de Xi du numéro précé- 
dent , déternineiu cemptiteineni la peaitîen da 
centre de graTtlé. 
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81. 8dl 8 Tnire d'une lone d» ■■iftfle dftféfolu- 

tion , pompriïc ciilro di-iix plnrn p<>r[>«ni(]iealaires à 
•on axe de itgure. C«t axe renfermera le centre de 
fMTilé d« 8 t je te pieodrai pmir l'axe dat s; et Je 

d^si^nerfli par r, la rfistanrr âv co centre à l'ori- 
gino des coordonnées , et par • et Cles dutances à 
Uméne origine , dita dent plant qui teminent S; 
la détermination du centre de gravité de cette lone 
te réduira à celle de la valeur de jPi . 

Je décompose S en élément dont chacun tcra la 
eurfeee d*on eAne troeqaé dderîte par te o6td înft» 
nimciit prtit de la courbe génératrice , comme 
dans le n" 74 j celui qui répond au point M de cette 
courbe dont let eoord ooDéet «mt « «1 y, sera égal 
k Svy|/^di»* -f- dy» j il aura auiaî aen centre de 
gravité sur Wwt' des r, it l'on pourra prendrez 
jMur la distance de ce point h l'origine des coor- 
données , paitqa'elle oe pourra dilTérer de « que 
d'un infiuBWl peltl. Gela étant , on enra ( a** 18 
et 88), 

en conatdëranty comme une fonction de Sf donnée 
par Téquation de la génératrice. 

Si cette courbe est, par exemple, un an- de 
cercle; que l'on place l'origine des coordumiées i» 
ton centre, et qu'on appelle a tonmjnoi on aura 

y ss |/^a» — «■ } 

d*oA a lémlten 

• a«8«i 
8*1 s «« (€• — «• ], 

et, par conséquent, 

ce qui montre que le centre de gravité d'une zone 
sphériqoe est au milieu de I.i partie du diamètre 
comprise entre les deux plans qui la terminent, et 
peqieiidieiileireà cet plans. 

82. La cycloïde nn:t<; fournlrâ deux exemples de 
l'application des formules (8) , en faisant tourner 
eaoceiiiTenient Vue CH (fig. 26) autour de l'axe 
G« et de Taxe Cy. 

Dans le premier cas , on tara, «D wltt de Té' 
quatioo (o) du no 73, 

^ ix 

laa intégrales étant pritet de manière qu*ellet t*é- 
vanouistent au point C, OÙ Ton a « = 0. En in- 
tégnot par partie, «t nycnt égard i la valeur de djy 



donnée par le néoe é^natien (n), il vient 

8 B 4«y — V^fya — mdm^ 

dw 4w 

Sx, ==:— y» K«f K a/jr — «Arî 

3 8 

et, par conséquent, 

8» 8.r 
8 s4«y J/W + — ^o— j- •» y 

S*s =-^«|/<i«+— « l/n 
3 8 

ce qui fait connaître la surface concavé vert Fase 
de figvre, engendrée par l'arc QD , et la distance 

de son centre d»' '. rnvitr nu puint Quand cet arc 
devient la demi-cjcloïde CA, ou a s==m ety=l/2 va, 
et , conséquemmaot. 

(4\ _ 8«a» / 8\ 
,_-), «..=_(.__). 

Dans le second cas, il faudra, pour continuer de 
faire usage de léquiilion (a) du n" 73, permutera 
et y dans tctfenmiles (8)| leMinellea deviendrant, 
par là, 




yi étant la distance au point C. du rentre de gra- 
vité de S situé sur la droite Cy, et les inté^rralcs 
s'évanouissant au point C, c'est-à-dire, quand 
ssssO. Diaprés Féquation (a), noua aurons 




X 3 



la valeur de Sy. sera la même que celle de S*i do 
premier cas, et en la divisant par cette valeur deS , 
on aura la distance au point C , dn centre de gra- 
vité de la surface convexe vert Taxe de figure , 
engendrée pnr l'nrr CM. Lorsfpie cet arc deviendra 
la demi-cycioïde CA, la surface engendrée tera 
égale à 4ca> } en même temps , la distance y s aura 
poor valetir 

Z ^ 16/ 

Ou pent rcmarfiner rpie quanti un m^mc arc de 
courbe tourne tuccessivcmcnt autour do deux axct 
rectangulaires et potaant par une de ses estrémU 
miles, le second membre de la seconde éipia» 
tien (8) ne change pas de valeur , et , par cnnsé» 
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qmnt , les distances h cette extrémité, des centres 
do gravité des deui surfaces engendrées | sont en 
raison inverse des aires de ces surfaces. 

8S. Si la cmirbt ABC (6ç. 96) toome autour de 

Tn-îc Or , f-niTi-iri-; tl uis son p!jn ft qui ne la tr.i- 
verse pas, sa surface engendrera un «olidc de ré- 
ToliHtoo dant le volume que je rt-préieptcrai 
par V, pourra s'exprimer au moyen de r«if« da 
cette surface et do rordonnée y » de lao centre de 
gravite. 

Xa wnwnrant toutat lat notatiooa dn 75 , il 
«tl aiid da Toir (p*oD aura 




In effet, la tranciie infinimanl petite daee vo- 
lume , engendrée par rélémant WfflW de l'aire 

génératrice, sera la différence iry» dr — ■xy'> dx 
des deux cylindres dont les rayons sont PM et P.\ , 
d qui ont dir pour bauietar eomnone; ear on peut 
ucL^li^er les volumes infiniment petits du second 
ordre , engendrés par les triangles que Ton re- 
tnache de cet élément , ou qu'on y ajoute , en me- 
nant par les pointa ■ el R des iNvaltélet i Taxe 0*. 

Or, si !"on fomjiarr rfftr fipression de V à la 

troisième formule (ij du nutnt-io cité, on a 
V = 2»xy, i 

ce qni montre que le volume engendré par Paire A 
d^iwe courbe plane , est égal à cet aire multipliée 
par la dieonférenoe 2«yi do cercle que décrit ton 
eentre de gravité ; théorème aiialoi;iie à celui du 
n«74,et qui servira ii déti^rminer le vtitunie V 
quand le csentre de gravité de x sera connu à priori, 
0 inbilstem aocara, lonqne la eorface généra- 
tneOy an lien d*êtra circonscrite par utic courbe 
ièrmée, spra comprise entre iîeu\ eourbcs dilté- 
reotes et deux pcrpendiculutres a Taxe do figure, 
panrvn qna cet aso ne passe pae entre cei dans 
courbes planes. 

Si l'aire génératrice est un demi-cercle tournant 
autour de son diamètre, la distance de son ccutic 

4a 

da gravité à cet axa de rotation » Mra égal à — 

3« 

(a^ 78) , «n ddaii^nt par ■ son rayon ; la circou* 

8n 

férence décrite par ce point aura donc — pour ion- 

3 

goeur; et canuna Taira dn demi-carele asi 1/B «n* , 
oa aura 




ce qui Mt, effectivement, le volume de la sphère. 
Snppoaon a anoora qna lo conrl»e fermée ABC «oit 

une ellipse , et représentons par a et J ses deux 
demi-axes , et par c la distance de son centre ù l'axe 
de rotation. L'aire x sera, comme ou sait, égale 
k «oif «A aoB canif* da 8***^^ évidamment 



le eenlnd«figme , on «nm yi = •# d*nn û réiAl- 
tera 

V = Svs «Se, 

quelle que soit l'inclinaison de Tuo ou l'autre des 
axes de l'ellipse sur rasa da rotation. 

84. n est ('virlmt qiir !r segment dn snliJe de ré- 
volution compris entre deux plans passant par l'aso 
de figure, est an lolîda «ntier comme Tangla deoea 
deux plans est à qurtra angles droits, onj 00 4|tti 
est la même chose , comme l'arc décrit entre les 
deux plans, par le centre de gravité de l'aire géné- 
ratrice , est i la eirconfifrcnee entién 8«yi. Dono, 
en appelant / la longueur de CCtaKi et L 1* vo- 
lume du segment, on aura 

L = &i 

A étant toujours l'aire génératrice qui , par hypo- 
thèse, n'est point traversée par l'axe de rotation. 

Cette formule peut s'étendre de la manière sui- 
vante a d'autres sej^mans qni n'appartiennent pas à 
des solides de révolution. 

Supposons, en effet, qu'une courbe plane so 
meuve sans glisser ni tourner dans son plan , et à» 
telle sorte que ce plan soit constamment parpondip 
culaire à une li^ne donné'* , <]n\ peut être une 
courbe plane ou à double courbure. Dans ce mou- 
vement , le même point de ca plan demenma tou- 
jours sur la directrice , et les autres points dépéri- 
ront des courbes semblables à cette ligne. Soient x, 
L, Taire de la courbe génératrice, le volume 
engendré par calta snrfaee, et la longncar dn It 

courbe parcourue par son rrntrr rlr- -rnvîti-, Si f 
était uoarc du cercle , L serait un segment de so- 
lide da révolotion ; mais , diins tons les cas , on peut 
diviser I en parties infiniment petites, dont cba- 
cui'»' »Tii;fi ridrn avpr le cerelc oseulatcur qui lui 

currespuiid. liebtijnoiis pur • Tune de ces partieS| 
et par V la volume du segment correspondant da L } 
et supposons que les plans perpendiculaifMà sa di* 
rertion , par îpsqnel'î v est terminé, se coupent 
suivuul unu droite qui ne traverse pas Taire de la 
génératrice. Cet élément • de L tara nn segment da 
solide de révolution} «I d^après régoation pfféo^ 
deoto , on aura 

V — aX. 

Donc , en prenant la somme de toutes les valeurs 
do V et observant que le fadeur x est constant, il 

en résultera qoe lu volume L est égal au produit 
de l et X, comme dans le cas d'un solide de révolu- 
tion. La règle que cette équation L;:-=: a| renferme 
est Utile dons lo pratique, et susceptible d'un as- 
ses grand nombre d'applicotions ; toutefois , on ne 
devra point oublier qu'elle n'a plus lieu quand tes 
génératrices consécutives se coupent sur la surface 
engendrée, et forment , par leurs intersections snc* 
eessives, oo qu'on appelle nnenfdfs df rtinmKê- 
ment. 

85. La considération dn centre de gravité lonmit 
anssi me régla ptrar évaluer le volume d*nn pvismn 
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ou d*iiii cylindre à base quelconque , tronqué par 
un plan iacliné sur cette base. 
Soient y r«ire d'nno teetion doeyllndre perpen- 

diriit.iirc à sa génératrice, x Taire de la section 
inclinée qui le termine, t l'angle de ces deux plans, 
m un élément quelconque de a , « sa projection sur 

10 plan de ou rélteenteorreepondant de Tairey, 
qui est elle-même la projcotion de X. D*apTèi le 
théorème du 10 , on aura 

7. = A CM I , • ss; # OOi i. 

Cela i-tatit, jn suppose que >. «oît !a surfiice à la- 
quelle se rapportent les furiitules générales du 
75 , «t que I représente l'incfinaison de ton plan 

sur cilui (!<>s x et y. Je multiplie la troisii-tne de 
ces formules par cos et je fnts pa5<;er rc f.u tcur 
constant sous le signe Jjfi en Tenu des valeurs de y 
«(*,Mtaim 

Or , cette intégrale double est le volume du cy- 
lindre tronque compris entre les deux rif-ff^îi- ^ 
et X, et décomposé en filets infiniment minces t;t 
peidendicttlairet i ^ , en supposant , tontefoit , que 
ces deux sections ne se coupent pas mutuellement; 

11 sVnsuit donc <]<v If^cvînidre tronque est «?;:al à 
un cylindre druit ayant la même base et pour 
hauteur la distance «1 è cette base, du centre de 
gravité de lo section inrlinén. 

Ce théorème est évident dans le cas ordinaire, 
OÙ le base da cylindre est un cen le et la section 
inclinée une ellipse; car en menant par le centre 
de cette courbe un pliiti jiîir:i!!rî»* h In basf , ce 
cylindre ne ciiauge pas de voUinie puisque le scg- 
tnent qu'on en retranclie est évideiBRMnt égal h 
celui ({u^on y ajoute. 

Ni les aires désifcnées par y et X se rouprnt mu- 
tuellement, le volume se composera de deux scg- 
mens dont rintéf[rale j[/si exprimera la différence 
et non pas la somme» ^o»"! cylindre sera ter- 
miné par deux sections inclinées dont les nircs ne 
se coupent pas , on pourra toujours le diviser eu 
denz parties* dont la base commune et perpendi- 

culdtre ;i la y ctiératricc , ne coupira ni Tune ni 
Tautre de ces deux sections ; et en observant que 
leurs contres de gravité se trouvent sur une même 
droite perpendicuhire à cette base , on «oit que le 
volume total sera éjjal h l'aire de cette hase multi- 
pliée par la distance mutuelle de ces deux points. 

§ lU. Cèntrês dê gratUi des wUrnu» «1 dê» corps. 

SU. La dt'(criuiu.ilion du centre de gravité d'un 
▼olume dépend , en général , de plusieurs inté^Mles 

triples; mais il y a des corps pour lesquels la posi- 
tion de ce centre se détermine par des intét^r^les 
simples. Ce sout ces corps que nous allons d'aburd 
considérer. 

Le centre de grivild d^une pyramide ou d'an 
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cône il base quelcoiupie sp trouve sur ta droite qui 
va de sou sommet au centre de gravité de la base j 
car cette droite rencontre tontes le* tections paral- 
lèles à la base , en des points homologues qui sont 
leurs centres de gravité, et qu'on peut aussi 
prendre pour les centres de gravité des élémens de 
ce corps, infiniment minces etpaxallélea i sa base. 
Par conséquent , 1)1 droite dont i! %'n Lit contient 

10 centre de ^'ra \ ito de la pjramidc ou du cônC| et 

11 ne reste |>lus (]u'i déterminer sa position aur 
cette ligne. 

Soient & et X Taire de lu base et celle d^one sec- 
tion parallèle j désignons par A et jp les perpendi- 
eulaires abaisséea du sommet lar lerni pb» f noua 
■uroni , comme on aait| 

X b* 

et| copadquemmcnt ^ 

hx* 

De plus, on pourra prendre "Ms pour Télémeint da 

voluuie (lu cone nu i!c la pvrriTnidc; et si Ton ap- 
pelle V son volume total , et j:i la valeur de x cor- 
respondante è la section qui contient le centre de 
gravité , on en eonctnra ^ comme dans le» quettiona 
précédentes | 

v==y^* Xi*, v*. ==y^ x\ds. 

En substituant la valeur de X et cffeotiunt lea in- 
tégrations, il vient 

bk hh^ 

V Vor. = -i 

3 4 

d*on Pop tin 

3 

Si «s — b. 
4 

Mais si Ton mène par le Centre de gravité un plan 

paralli^lç à la hnse , il coupera en partiP"! propor- 
tionnelles lu hauteur h et la droite qui va du som- 
met eu centre de K^vité de la base; il a*ettSttil 
donc que le contre de '^rnvitc du cône ou ilc la py- 
ramide à base quclcouque se trouve aux trois quarts 
de cette droite, à partir du sommet, ou au quart , 
à partir de la base. 

87. Relativement à la pvramide triangulaire, ce 
théorème se démontre sans le secours du calcul in- 
terrai. 

Soit ABCD(fig. 30) celte pyramide. Soient .lu&si 
V. et F lf*s rentres de «gravité des f-t -f*'; VCD et BCD; 
tirons les droites BF et A£, dont les pruiongemens 
se renoontreront au milieu H de Perète CD; et en- 
suite dans le plan AIIB, tirons les droites \F et BE, 
qui se couperont en un certain point G. Je dis que 
ce point sera le centre de gravité de la pyramide 
ABCD; car en In décomposant en étémena parot- 
ide» i le btw» ACD, on Terra , comme dans le no- 
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némpvfcëdcnt , que son rrntre de gravité doU SO 
IrouTpr sur la «Iraitc BE; et en la décomposant en 
élémcns parallèles à BCD, nn terra, de même, 
«lue ee pobt «piMiiient è la dniite AF. Cet deux 
droites AT et BE, qui sont efTcctiveoient dans 
on même plan , devroot donc se couper , et leur 
intersection 6 f en le centre de gravité demandé. 

Maintenant , dans le triangle ABH , U droite £F 
est parallOlf à la hasf. AB , |misqiiVHe rotjpc Ie$ 
côtés AU et BU en parties proportionnelles, c'est- 
IihUm, an tien h partir da H ; oo aura doao 

F6 : 6A :: EP : AB :: Df : ar, 

et I par conséquent , 

FG : GA : : 1 : 3; 

en sorte que FG est le tiers de GA ou le quart de 
AF ; ce qu'il s «laissait de prouver. . 
Oo en ceaelttt que si les quatre leainiets A, B , 

C, D, «le lu pyramide sont les centres de gravité de 
masses égales , le point G sera le centre de gravité 
de c«a quatre macaes} car déjà le point F est celui 
deatroiamaiiet qni répondent à B, C, 1) (o» 77); et 
ensuite le point G , tel <|ue GF est le tiers de GA, 
ser» le centre de gravite de ces trois masses et de la 
qoatriinie. 

n suit de là (n» 67) que si l'on applique au centre 
de gravité de la pyramide triangulaire des forces 
représentées , en grandeur et eu direction , par les 
dtoitea qoi vont da ce point aux quatre sommets, 
ces quatre forera se feront équilibre. 

88. Ayant déterminé le centre de gravité d'une 
pltamîde triangulaire , on en déduit immédiate- 
ment celui d'ane pyramide ou d'un cône à basa 
quelconque, en déromposuni rttte base en un 
nombre fini ou iniinî de triangles : le centre de 
{Tmvité de «ette pyramide on de ee cône doit ae 
trouver à la fois sur la droite qui va du sommot ou 
centre de gravité de la base, et dans le plan pnral- 
lèle à la base qui coupe toutes les lignes menées du 
aommet à cette base, ans trois qnarta i partir du 
aommpt ; rr fjui s'aï f otde avec le résultat du rv^ 80. 

On en <iedmt aussi le centre de gravité d'un sec- 
teur sphéiique. En effet, si Ton décompose ee sec* 
teor en une infinité de pyramides dont le sommet 
commun soit au rentre de lu sjiliére, et qui aient 
pour buses les éléinens infiniment petits de la base 
dn secteur, lenn centres de gravité se trooTeront 
tous sur la base du secteur concentri(]uc , dont le 
rayon sera les trois quarts de celui du secteur 
donné^ d'où Ton conclut que le centre de gravité 
dn secteur donné sera U même qna ceint de la 
b.ise du secteur concentrique; ce qui en détermine 
la position. 

Supposons que le secteur spliériquo soitengen» 
drépar le secteur eirculaïre C\1)B (fig. 29), tour- 
nent autour du rayon €1) , qui aboutit nit niilii"!) de 
TareAB^ ie triangle CAB et le scguieui circulutre 
ADB engendreront, en mênM temps, un cône et 
un segment ^h^iqne : et le centre de gravité de 
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ce segnieut sphérique se dëtcrrainCM d'eprés esox 
du secteur spl éri'ii?f et du cône. 

Pour cela , appelons V, , V , V, les volumes res- 
pectifs de ces troh eerps, tis, , x, x*, les dis- 
tances de leurs centres de graTÎIé au peint Cj nous 
aurons 

V = V -f V. , \x = Vs» + Va *„ (o) 

Soient a le rayon Cl), cla orde AB et/la fléclic DK 
de Pnrc ADB. Relativement au roue , ou aura 

V = 1/12 '«^'(a -/), = 3/4(0-/). 

La base du secteur spbérique sera égale au produit 
de la flédie et de la eireonfifirence du grand cercle, 
on a 2wq/^ et son volnmo aura pour valeur le pro- 

1 2*a> / 

duit de cette base et de — a, ou ^. Si Ton 

S 3 
décrit du point C comme centre, et d'titi myon f'gal 
à 3/4 CD , un orc de cercle tel que A' !>' B', le 
centra de gravité de la surlaee engendrée par cet 
arc, se trouvera au milieu de la flèche l^E' (n» 81), 
ou, autremement dit, îi une di^ttinee du point C 
égale à CD' — 1/2 D'£ , dont la valeur est 
3/4 (a ^ t/if). Bone, ce centre de gravité étant, 
d'après ce qu'on tient de dire, celui du secteur 
sphérique Y, on aura 




Eu subsiituaut ces dilTérentes vatenis dans les 

équatious (ai, il vient 

1/2 ira' / « — l/i'/)=:l/ie,rc' (o— /}» -J- V,jr, 

d'où l'on tirera les valeurs de Vi et jr» . 

Si rea eppelle/ la longueur de Tare Al, on 
aura 

c = 2a sin — , /= ail — cos — j, 
90 V Sa/ 

et il en résultera 

twtfi ^ I 1 I I. 

V» = I 1 — cos — — — sin» — eos — 1 , 

3 ^ Sa Z Sa 2a' 

I 

Snsin* — 

2a 

xi ■= ■ . . 

, / l / 

8(1 — cos sin» — cos — ) j 

^ Sa d Sa 2q/ 

Lorsque Tare I est la demi-ciKonférenoe, on « 
l=int, et par suite 

2»a' 2a 

3 8 

89. On détermine aussi psr des intégrales sim- 
ple» te volumaet le centre de gravité défont corpa 
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(jrmëtrMjDfl pir nppwti un aie, conoM an «Uip- 

solde , par exempte. 

Soient s, les trois coordonnées rectangu- 
laires d*aii point quelooaqua «ta la tarfac* ; pi^ 

nons Taxe de ftp;nrc \n:\\T celui des x, cl de'sifrnons 
^r \ l uire (le la section perpendiculaire à cette 
droite , i\\n répond à Testréniité de Tabiciate s» Si 
l*en décempOM! le volume on clcmens infiniment 
niiiiccs et pcrprndicuiaires à l'oxc de figure, on 
pourra preudre \dx pour le volume d'uu élvment 
qaelconque , et s pour la dialance de aon eeetre 
de gravité à l'tiii'^ine cDiuiloimées. Dnii'- , en 
désignaol par V une traacbe comprise entre deux 
■eetions eorrexpoudantea i dea «baeîsies donnéea • 
et C , et par x, la distance de len oeotre de fraTité 
à l'origine de» coordonnées , nons aurons 

V = J'^ XdSt Y*» =J^^ éXit. 



Dans le 
faeecsi 



defeltqraolde , l'équation de la snr^ 

X' y» «» 
«• ^ e* 



h, 9, désignant les triris démisses. Ceux de la 
section X seront 



• P^i--i 



on aura doms 



et, par conséquent, 
V 



3ai 

V#, = — «éeCC — ) ( l ) i 

d'où l'on tire 

«(• + C}(8a»— •« - Cl) 
4(3a* — — C*) 

SîTon applique cette formule au se{<7ncnt splié- 
rique que l'on a considéré dans le n* précédent , il 
faudra prendre 

f 

«sacoB — , Cssa} 
2a 



ce qui donne 



2a -|- cos— ^ sin* — 



«1 ^ 



et eo moUiplianl le munénitcur «t le dénomtnaleur 

I 

de cette fraction par 1 — eot — , en vérifie qu'elle 

2a 

coîneide avec la valeur de Xi déjà trouvée. 

Pour avoir la valeur entière de reilipituîde , il 
fendra faire C.;saet«=s — a;ce qtti donne 

4irelle 



Ce votane est aussi donné par Vintéf^le triple 

JJfdxdydz , étendue à tous les éiémen* rie l'espace 
terminé par la surface de l'ellipsoïde j mais eu fai- 
sant 

Téquatien de cette soilace devient 

+ y'+ »'•=!, 

etriotégrale triple se change en 

ahcjjjdx'dijdz'. 

Cette nouvelle intégrale devra s'étendre à tous les 
élémens de respace dreonscrit par la surface qni 
répond à l'équation précédente; elle sera, pu eon- 
séquent, le volume de la sphère qui a l'unité pour 

de- 
rayon { et ce volume étant égal à —, il en tirolte 

8 

4«raSe 

, eomme précédcnaient , pour eeUi de 

3 

lipsoîde. 

90. Les corps syaictriques autour d'un axe com> 
prctnient les solirles de révolution. Kous prendrons 
luujuurs l'axe de tigurc pour celui des abscisses x. 
En supposant alors un solide de cette nature en- 
gendre pur mie iiite plane, comprise entre dctïx 
courbes données et les pcrpcndiculuires ù Taxe des 
X qui repondent à#=:«cts = C, et désignent 
par y et y' les ordonnées de ces courbes relatives à 
une mèoie abscisse quelconque », il faudra faire 

dans les formules dn numéro précédent; ee qui 
donne 

v=y (yt — y'»)dLr, Vxi Cy*— 

Dans le cas le pins ordinaire où la courbe inté- 
rieure se confondra avec TaKC de figure , on aura 
y' = 0, et simplement 



(*) 



V = lf« d!e, V«i ss *J* y» adlr. 

La cyoloïde fournira encore des exemples do 
l'applicution de ces formules, dans lesquels toutes 
les intégrationa sVIfeetoeroat sous forme finie. 

Si l'on coiisiilt-re le solide convexe , en;:endré 

par l'aire GJIP (iig. 25) tournant autour de Vtxt 
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C«j OD intégrera d'abord par partie } ce qat dm- 

U* iBtrffraliM étant prUea de manière qu'elles s'é- 
▼anoaisscnt an point C, ou quand « = 0. En vertu 
de Téquation (o) du 73 on aura donc 

cAlea calculs s'achèveront par des transformations 
semblables à cclh-*; tv> 80. Dans le cas du volume 
engendré par la demi-cycloïde GAAj on trouve 

S'il s'a(;it, au contraire, du soliflr» rnnvPTP en- 
gendré par Taire CflP toornaot autour de l'axe Cy^ 
U faudra piéalableneot peramlar « «1 y dhna lès 
éqoktiom (I) { d*Qtt il rétultera 

yi étant la diatanea au point C, du centre de gra- 
vité qui se tronva anr Taxe Cy, et les intëgralea i*ë* 

Tanouissant en ce point C. En vertu de l'équation 
(a) de la cycloîde , on aura donc 

La première intégrale a*obtiendra sana difliealté ; la 

aaconde, par rft"! (raiisformations semblables à 
c^es du no Su. Ua as le cas où CM sera la demi-vy- 
«bide «ntiéfo , on tranTciri 




91. Miiiitenaiit, soient , yi , «i « les trois 
coordonnées rectangulaires du centre de gravité 
d*on eori» da forme quelconque , honuigine eu hë- 
lérogénc , ilnrit la massu sera représentée par M. 
D'après ce qu'on a déjà dit dans le n° 66, il fau- 
dra, pour déterminar eee trois ioeonnues, diviser 
■ «nportias inflninent yctiti-s , et diaitger, en 
con$4*<n>«>nre, les sommes en intégrales dans les 
aecouds tucnibrea dea équations (1) de ce numéro. 
Ottowo, de cette nanièfo, 

=///jtAn,My, —fffi/dm,Msi =:fff»dmi{ï) 

ém étant Télémeot dilTérentlcI de la niRss<> du corps 
qui répond anx coordonnées s, y, s. £n appelant f 
ta deuaité de ce mène élément, et de mu volume, 
onauniaawi 

dm ss fi». 

On potirT.i prendre mnintenant , pour rêlémenUr 
du voluatc , le porotiélépipcde rectangle dont les 
trole cétéa adjacens sont parallêlea aui axes des *, 



jff s, et égaux aux diiîérentiellea de, dy, ds; d'oii 
iltéinitera 

dr — itJfda. 

Si le corps est homogène , sa densité sera con* 
staote; en désignant par V son volume, on aura 

et lea équations (1) deviendront 

V#. =y//xdr, Vy. =fffydv, Va. =fffzdv.{2). 

Si le eorps est hétérogène , il pourra se présenter 
deux eas différenStDana le premier cas, ce corps se 
composera de partir s T^omogènesde grandeur finie, 
et la densité ne vari«;r<i que d*une partie k l'autre. 
On appliquera doue à chacune d*«Ues les éqiM- 
tioQs (2), puis on déterminera te centre de fiiavité 
du corps entier d'après ceux de toutes ses par- 
ties (n^ 64). Dans le second cas , la densité variera 
par degrés insensibles dans Pintérieur du corps} et 
alors on fera usage des équations (l), dans les- 
quelles p devra être une fonction donnée de jt, y, t. 

Toutefois , on doit remorquer que , soit qu'il sV 
gisse d'un corps homogène ou d'un eorps luHcro- 
gêne , la division de la mosse en élémens infini- 
ment petits , dont les densités sont les mémos ou 
no varient que par degrés insensibles, suppose que 
ce corps e«t formé d'une matière continue. Or, 
cela n'a pas lieu dans la nature , où lea corps , au 
contraire, seeomposent de parties matérielles dis> 
jointes et séparées les unes des autres par dos es- 
paces vides, comparables en fjrandenr aux pnrfies 
pleines. Irions reviendrons sur cette observât inu 
dans le chepiire suivant , et nous ferons voir qu'on 
peut, néanmoins, appliquer les formules (1) et (2) 
aux corps naturels, comme si la matière n'éprouvait 
aucune diaeontinuité dans leur intérieur. 

93. Au lieu des coordonnée* y, m, il sera quel- 
(pu fois nécessaire, pour faciliter les inté^mtlon^ , 
d'emplo|er les coordonnée* polaires de chaque clé» 
ment dm. Soit alors r aon rayon veeteor, I l*anglo 
qu'il fait avec l'axe des x positives , et ^ raoglo 
cunipris entre le plan de ces douX droites etodui 
des X et y; nous aurons (n" 9) 

X — r cos S , y = r sin 6 cos 4 , s = r sin S sin >}.. 

il faudra , en même temps , exprimer dp au moyen 
des différentielles da ces nouvelles variables I, 
4. On a des formules générales pour la transforma* 
tion des variables indépendantes dans les inté- 
gralea multiples j nuis 00 peut aussi trouver direo- 
temeutrexpression de dl» dont nous devfous faim 
uaagO| savoir : 

dé es r* sin t ir dl d^, 

ainsi qu'on le verra tnnt à l'henre. 

Je mets fdv à la place de dm dans les éqoa* 
tioos (I) , et j'y substitue ensuite cette voient da 
do «t celles do y, s ; elles dovienuent 

Mjti = f/ff^^ si" t '^^ '^4-1 1 

My» =jmr^ «o» • «08 4drdl<4, \ («) 
Ma, — Jj/ff* siii> • sin 4dr dt d4, \ 
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• «juoi il faudra joindre rr(|u >tion 

Quant oux limites de ces intégrales triples, elles 
MMint différentes selon que i*origine des coordon- 
nées sera placée en deliors ou en dedans du corps. 
Lorsqtic cette oriL;ino ?ifr« un des points de M, on 
intégrera d'obord depuis r = 0 jusqu'à r = en 
repiÀentanl par « une fonction de I e( 4- domrfe 
par l'équiition de la surface ; cela fait , on intéijrera 
depuis J = 0 et vj, =^ 0 jusqu'à t = t et 4 = 2» , 
eo commençant à vulunlé par Tanglc t ou par Tangle 
4. Les limites seront gdjiéralenent plus eosapli- 

qtlécs quand rorij;iiif des rônrdtjinn'cs n'iippar- 
tiendra pas à la masse M, Représeutons, dans ce 
eas, par v et if* devx fondions données de I et 4 > 
par • et J deux fonctions de 4 > par « et deux 
angles donnés; supposons qu'il s'agisse d'une por- 
tion de corps comprise , d'une part, entre les deux 
surf aces qm ont pour équations r=« et r asti'; 
4*ann anlMpnTt,«Btr« les surfaces coniques qui 
ont pour axe commun l'axe des x, leur sommet 
aussi commun à Torigine des coordonnées , et pour 
équiticiis Isnells*!'; enfin , entre les deux 
plans passant par cet axe , et qui font des angles « 

H s A ( — •) (oos * — cos «* 

s 1/2 B — •) (cos » m — 
Vyi = \/i B (sin — sin •) («' — 
M»t = 1/d B (cos • — cos «i) {m* — 

ce qui fait connaître les valeurs de , yi , Si , 
qnVn ne pourrait déduire , dans cet exemple y des 
équations (1). 

SI la masse M Coma nn anneau complet , de sorte 
qu'on ailo' = « + 2ir, il en ré<iu!tera yi = 0 et 
ji = 0 , o'esl>&Hlire que le centre de gratitésera 
sttné» «emme cela d«tt être, sur Taxa de cet an- 
vasu s sa diitaoce i% aa eantra dala ^éradnnt 
cet anneau fait partie , aura pour Taleur 



St = 



B(coa m -|* easiii') 



Dans le cas da llMmogémiitd da la sphèra, U den- 
sité f étant «anslante^ w anta 

A s= 1/1 f (a'< — 0» ), B = (afi -*««). 

Quand le vide de l'anneau disparaîtra , on fera 
iis=0; et, cnBn, s'il se change en tin secteur 
sphériquoi on fera aussi a = Oj d'où il résultera 

3o' 

*• = — (l + en»«^)i 

8 

rr qtii s'accorde qtcc I.i valeur de lu quantité dé- 
signée par s dans le n» ë8 , en observant que la 
fliebe laptésantée par / aurait pour ealcur a' ( I — 
cos •»'), et que le rayon est a'. 

93. Pour trouver la dijrt'r( nti« Hc dv da volume , 
exprimée au roojendcs diSvrcnUHtes des roordon- 



et «' avec lo plan Cxe d'où l'on compte Tangle 4* 
On intégrera d*aliord depuis r=« jusqu'i t=^^ 
ensuite depuis 6 = « jnsqu'à % — m\ et finale* 
ment , depuis 4 =^ * jusqu'à 4 = 

Prenons, par exemple, pour les deux premières 
surfaces cellea de deux sphères eoneentriques <|iaî 
ont centre commun à !Vri -ttit- des coordon- 

nées, et dont les rayons sont a et a'i supposoaa , 
en même temps, que les deux cAnas soient à 
base circulaira, au, autrement dit, que et m' 
soient des angles constans; supposons, drplo», 
que la densité ne soit fonction que de r; de sorte 
que la portion de corps que Ton considère appar- 
tienne à une sphère composée de couches eoneen- 
triques infiniment minces, dont cliacïine flit la 
même densité dans toute sou étendue , laquelle 
densité variera d*una coucha à l'autre, suivant uns 
fonction donnée de la distanea an centre. Bu fai> 
sent pour abréger , 

^ fr* dr — K ^J* f r» dr = B, 

at effectuant las intégrations lalativea à I et 4 1 on 
trouve 

). 

«, ^ 1/2 sin a 4. 1/2 sin 2 é.), 
• — 1/4 sin a 4. l/ft sin 2 m); 

nées poloires, je suppose que M (fig. 31} soit la 
point qui répond aux coordonnées i, 4 ; en sorte 
que 0 étant leur origine , OU soit le rajon vec- 
teur r, • Tangle HO* compris entre ce rayon et un 
n\c Ilie Or ^ cl 4 Tangle que fait le plan de CM 
deux droites avec un plan fixe mené arhitrnire- 
ment par la seconde. Soit M' un point situé sur le 
prolongement de OK, et dont le rayon veeteur OH' 
sera r'. Du {xilnl 0 comme rentre, et dans le plan 
M'Odr^ décrivons les arcs de cercle MM et TÊllS! com- 
pris entre les deux droites OUX' et OUR', et dési" 
gnons par (' l'angle IIO# ; enfin, faisons tourner le 
plan de cet angle autour de l'axe Ox^ et représen- 
tons , dans sa nouvelle position , par 4' l'angle 
qu'il fera avce le plan fixa. Dans ce mouvement, 
l'aire HMTi'N engendrera un volume NH'K'NPrQ'Q, 
que je représenterai par U. Or , cette aire , diffé- 
rence des deux seeteors circulaires M'OK' et H02f , 
est égala k 

1/B(,^» — rs) [y — 

Si Ton appene « la perpendiculaire abaissée de son 

centre de gravité sur l'axa Os, on aura «» (4^ — 4} 

pour la longufur de l'orc que ce centre décrira au- 
tour do celte droite. D'après le lliéorème du n° 84 , 
nom aurons donc 

U=- (r' + OC,- -r) (r- ê) (4'-4). 
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Al 



' Cela posé, coOMVMi que l«s trois dimensions de 
U devieniMnt infiiiiaMiit p«lilca, et laisoiu, «a 



Le ftetenr r' -\- r se réduira , en même temps , à 
2r; on pourra oussi prendre pour u la perpendicu- 
laire îfll ii})<t!^'<t*r du |,iiii;t ^ sur ï axe O r j liiquclli; 
e«t égale à r an 6 , et ne saurait diflêrer de « que 
d'in iafilliiMnt petit j enfia O m ebangen en d», 
4«nt k vtlMir, qu'il «'«gitMit de détenniner, sen 

On nanniaera, effectivaiiMiit, que ce volanie 
<fe peut être considéré connue un parallélépipède 
r«ctan{le , dont le« trou côtés adjacens sont MM' 
«M it, Vm iofliitiPMkt petit Vf , qui a eon oetttie 



au point 0 et pour lougucur rit , et Tare infiniment 
petit MP, qui « son centre au point H et pour lon- 
gueur r sin idi. 

La base fflTIQP de c« parallélépipède est leiémeni 
4e le surface spbérique dont le centre est en peint 
0 et le rayon égel à f. En le désignant par 4r « on a 
donc 

dr = f» sin i di d-\. , dv — dadr. 

Si Ton appelle du l'élément de la surface sphériquo 
dont le rafon est pris pour unité, en eura auBÛ 

im = sin Idl 44, d^ = f* âfdm. 

En intégrant cette expreeeien de dvdepde Is 0 
et 4 = 0 jusqu'à I ss; ir et 4 = 2« , on en dddnit 

4ir pmir )c rapport de la surface de la sphère au 
carré de son ruyoai ce qui est, en effet, sa valeur 



GHAPITUC VI. 



CALCUL DM L ATTItACTlOTf DBS CORM. 



I I«r. Armabs retoHtm à w» «eiyt guileeNjNe «# 
4 «pMre en jMrfMKir. 

94. Suppoflone qn*nn point matériel 0 (fig. ») 
soit soumis aux attractions de tous les points d'un 
corps de forme quelconque; en décomposant cha- 
cune de ces forces eu trois autres , dirigées suivant 
4na naos reetengntaives menfc erbilretrenent per 

le point O , et faisant en«;iritr I:i <;tunmr drs compo- 
santes positives ou négatives qui ogissent suivant 
dMqne axe, en eura les trois eempoiantes dent 
la résultante exprimera , en grandenr et en dive^ 
tion, Pattractiod totale qui si*ra eiercée sur le 
point O. Ces trois composantes seront des sommes 
d'une inftnitéd'éléniens inflniment petite, étendus 
k la masse entière du corps attirant; elles s'expri- 
meront par des intégrales triples, et le calcul de 
ees qnentités sera leinbleble I eelni dee coordon- 
nées dn centre de gravité 4*nn corps quelconque 
dont nous venons de nous occuper : c'est pourquoi 
je placerai ici ce que j'ai 4 dire sur le calcul des 
atliaetions. 

Cette question est une de celles dont les géomè- 
tres se sont le plus oooopé», soit à censé des difi- 



cnltés d*anelfse qu'elle présente , soit k raison d« 
ses rapports avec le problème de la figure de la 
terre et de la loi de la pesanteur à sa surface ; 
maie, dens cet ouvrage , on te bemeia à donnev 
les fennoles qui se présentent immédiatement, et 
quelques-unes de leurs opplications. Je renverrai , 
pour de plus grands développemens , au second vo- 
lume de le Mietauquê céleste , et à mon Mémoire 
sur rj/frnr/îVifi des Sphéroïdes , inséré dawla CoiH 
naUsanat des Temp* de l'année 

W. Soit D un point fixe pris dans Pinldrienr da 
corps attirant; par ce pidnt, menons trois axes 
rectangulaires D», Dy , Ds, qui seront les aies des 
coordonnées positives; désignons par y, m, 
les eoerdennéee d*ttn peint queleenqne M dn eerps 
attirant, et par dm l'élément diiîérentlel de su 
masse , qui répond à ce point M ; représentons anssi 
par C, y , les trois eoordonoées du point 0, et 
par I» la niasse de ce point matériel ; et foit enfin m 
la distance 01, de tortnqnVn ait 

u> = (« ^ «> + (C - f )- + (y - M): 

L'attraction i m r cepar dm sur f* sera dirii^ée sui- 
vant la droite OM. On suppose cette force pcopor- 
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AS 

tiamidle aui produits des deux masses, el en raiuon 
inverse du carré de la dtsUoce M; ea la dcsignant 
donc par F , on aura 

f «— . 

/étant un coefficient constant qui exprimera l'in- 
teoaité du pouvoir altracttf, rapporté aux unitëi de 
mUM d de distance. Pour se former une idée pré- 
cise de cettu nitit ■ / , il f i'it concevoir deux 
corps de forme et de dimcusion quelconques, dont 
les masses sont égales et prises pour unité, elsop- 
poier que ratlraclion ne Tarte ni en grandeur ni 
en direction dans toute î'cleiuUic de ces deux 
corps i en sorte qu'elle soit la niéiuc cuire deux élé- 
mens quelconques de leurs misses , égeux à ite et 
i /u, qu'entre les poiiils matériels ft et dm que nous 
considérons , lorsque leur disiaoce 01 est égale 4 
Tunité : la force / est l'sUiuctian létale qui Miuit 
«Micée «lots par Tun de ces deux cerps sur Vm- 
txt. 

I.e<i projectioos de la droite OM sur les axes Ox , 
Dy, Ds, sont* — f — y* > — «/«ulesdiTÎ- 
ssnt par u, on aura les cosinus des angles qui dé- 
terminent la direction de Is force F; ses trois com- 
posantes seruut donc 




et en y considérant u comme ime quantité posi- 
tive, elles tendront, selon qu'elles seront positives 
ou négatives , à diminuer on à augmenter les trois 
coordonnées « , C , ^ , du point 0. Si donc on dé- 
signe par A, B, C, les troi-î rompri^-inles de rat- 
traction totale exercée sur ce poml, on aura, en 
mettant pour F sa valeur, et «bsert aal que ^ et/ 
sont dea foeteurs comteo» i 




ces In trVrales tripless'éteadtntà 1* naïae cnlièw 
du corps attirant. 

En représentant par p la densité de l*âénMat dm, 
«I par «en volume , on aura 

An»H^. 

Cette qnantitdf sera, dans le cas général, une 

fonction donnée des coorclnniiées du point H ; elle 
se réduira à une constante donnée, dans le cas de 
rhomogénéité du corps ottirant. On exprimera éh 
an mofcn des «Ufférenlîelles des coordonnées de M , 
dont on fera usage , ci qui seront le plus propret à 
faeiliter les intonations. 



06. Par une considération très simple , on rédoit 
à une seule les trois intégrales triples d'où dépen- 
dent les valeurs de A , Il , G. 

Les limites étant les mêmes que dana oes inté- 
grales , faisons 

A cause qtie ces limites sont indépendantes de la 
pusition du point O, si Ton diiTérentie T par rapport 
ù ses coordonnées, on pourra effoctuer eea diffé- 
rentiittintis sous Ic* •îgneay'(tt* 14] } ol oonuM ob 

a d'ailleurs 



1 1 1 




ilenréaulten 




ce qui cbauge les équations (1) en celles-ci : 

rfr rfr ^ ^ 

A=-<»/-, Es=-m/-, C=^/*/--; («) 

(2» dt dry 

de sorte que le calcul des trois imposantes A, B, C, 
ue dépendra plus que d'une seule intégrale T. 

En la déterminant, il sera important de se rap* 
peler que lo dénominateur u devra «roir constam- 
ment le même signe dans toute l'étendue de l'inté- 
gration , et qu'il doit être positif si Ton veut que 
les composantes A , B , C , tendent à diminuer OU à 
augmenter 1e«i f-nordoiuiécs du point 0, selon que 
leurs valeurs données par les équations (2), seront 
positives ou négatives. 

Au lieu d'une attraction , si le point 0 était sou- 
mis à une rt'pulsion , il sufTiroit de changer les 
signes des valeurs de A, B , C, ou , ce qui est ta 
même chose , d> regsrder/eomme nue oousianta 
négative. Dans le cas où la force attractive on ré- 
pulsive qui agit sur le point 0 ne serait pas, comme 
nous Tavotts supposé, en raison invetie du carré 
de la distance, et qu*on représenterait, en général, 
le coefficient de judb par une fonction donnée de 
u, que je désignerai par t«/ on prendrait une autre 
fonction 4», telle que Ton cât. 

l 

nt que 'on mettrait h la place de — dans TexpreS" 

«t 
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•ion d« T. Il se pourratl auwt que cette force fut 
•Unetire pour une partie dtl corps qui agit sur 0 , 
et répaUite pour une autre partie, auquel cas la 
fonction fu, dans l.iipiplle est ronopris le coeffi- 
cieoi/f chiiii(;f fait de signe dans l'étendue de Tin» 
tégnie que T reptéieiite. 

T es rnnipn ..iiit ! s di- rnction exercée sur un corps 
de forme et de diaiensions quelconques, se dcilui- 
imit des fomiuln précédentes, en y rciuphiçiut t* 
|Mrrëiéraent différentiel de sa masse, qui n-poud 
ani cooTiJoiiu^es, a, Ç, y, H intégrant ensuite, 
par rapport ii ces trois variables, dans toute Téten- 
dve de cette mette | d'où Ton voit que les oompo- 
Mntes de Taction exercée par un corps sur un 
autre dépendroot, géoënlenienttd'iati^rales tex- 
toptcs. 

Tdlet tout les formules d*e|vrès lesquelles on cal - 

culera les allr.ictions ou n'-pulsions ; mais avant 
d'eu faire oucune applicatioa ^ il est nécessoire 
d'expliquer comment elles eotttieoocnt k la consti- 
totion intime des corps nBtarcls,et dTexaroinerla 
difficulté dont il a été question & la fifi du n" 91. 

87> Les différens corps renferment, sous des vo- 
towes é^aus, des quantités inét^ales de matière 
pondérable (n* 60); et oee quantités variant, pour 
nn même corps , avec sa trnipdrature et la pression 
Cttérieureà laquelle il est soumis, on a été conduit à 
ceiBsidéEerlee corps naturels comme on assemblage 
de parties matérielles non eoiitign(S| et séparées 
les un*?! des autres par des pore$ ou espaces vides 
de matière pondérable. Ces parties matérielles se 
Pomment des afesMâ; leurs dimensions et celles 

des pores échappent , par leur citrènie petitesse , à 
nos seos et à tous nos mo|eas de les mesurer On 
regarde les atomes comme indestroctibles , et la 
messe, la forme, le volume de chacun dTeux, 
comme inTariables. Les dimensions des pori "; vn- 
rient| au contraire, avec les quantités diTerses de 
dwlcur qu'on întfodnit dans le* eorps ou qu'on en 
&ÎA sortir, elavec les pressieis auxquelles on les 
soumet; et comme les changemens de volume d'un 
corps peuvent être très grands , sans que sa masse 
ait angmentd ni diminué, il s'ensuit que lee di- 
mensions des parties vides doivent ^Ire compara- 
bles et généralemeat supciicurcs à celles des per- 
tin* pleines. 

Les atome* de mime nature eu de nature diffé- 
rente, se réunissent en di»crscs proporli-^n-; , poor 
former d'autres parties des corps, toujouri» insen- 
sibles, qu'on appelle leurs msMnilM. Les corps dif- 
firanl entre eui par la nature et la proportion des 
atomes qui entrent dans la composition de cliuquc 
molécule i et les atomes sont regardés comme in- 
variables et indestruetibleS} ainsi «fu'on vient de 
le dire, parce qu'en les réunissnnt diuis les mêmes 
proportions, on reproduit, à toutes les époques , 
les mêmes eorps, jouissant des mêmes propriétés. 

98. Il est évident , d'sprès cele , que la division 

de la masse en élémens infiniment petits, et la sup- 
position d'vne densité de chaque élément , qui ne 



9S 

varie pas dans le» corps homogèoes , ou qui varie 
par degrés insensibles dans les oorps hétérogènes , 
ne conviennent point aux corps naturels; mais cele 
n'empcche pas qu'on ne puisse faire usa»e des for- 
mules fondées sur cette considération , et qu'elles 
ne soient enoore appliceblea lorsque les eorps ont 
été divisés en partie* de grandeur t«nt-à>faii in- 
sensible. 

In effet, les moléonlcs sont si petites et si rap- 
prochées les nnes des eutres , qu'une partie de le 
masse d*nn corps qui en renferme des nomlires im- 
menses , peut encore être supposée extrêmement 
petite , et son volume regardé comme insensible. 
Soit r le volume d'une semblable partie , d'une 
grandeur insensible , et qui contient , néanmoins , 
des myriades de molécules j; soit aussi m la somme 
de leurs masses ; et désignons par M nn des point* 
de f j <{u\ sera , si l'on vuut, SOU centiu de gnvité. 
Si nous faisons 

m 

— =» f» 

9 

ce rapport p Cxprinifrn rérUement la densité du 
corps au point H , quelles que soient d'ailleurs les 
mânes des molécules et leur distribution régulière 
ou irrégulière dans l'étendue de r. De même, W 
désignant pur n le oombrede molécule* qnev ren- 
ferme, et faisant 

9 

m 

cette li;;ne • , de firandear insensible , pourra être 
appelée Vintervalié moysn des moUctUes qui répond 
au point M et b la densité f. Dans nn eorps homo- 
gène, ce rnppnrt et cette ligne ne varient pas avec 
la position du point M j dans un corps hétérogène, 
ces deux quantités varieront i>nr degrés insensi- 
bles, et pourront être supposées des fonctions dnB» 
nées des cnnrdonnées de ce point. 

Cela posé, si l'on veut connaître la niasse d'un 
corps, ou , plus généralement, la somme deeper- 
ties extrêmement petites de «ette masse , multi- 
pliées cliaeune par une fonction U des coordonnées 
de l'un de ses points M , on divisera le volume T 
de ee corps en partâas extrêmement petites 9, puis 
on fera la somme, de tons les produit* Uf», que 
j'indiquerai par 

et qui devra s'étendre à toutes les parties p de V. 
D'après le théorème du n» IS , si les termes de cette 

somme étnient infiniment petits et que leur nom- 
bre fîit infini , sa valeur serait rigoureusement 
égale à l'intégrale définie. 

/Cfdr, 

étendue au volume entier V , dont dv est l'élément 
différentiel. Or , on conçoit qu'en général ta diffé- 
rence entre cette somme et cette inléi,'rale diml- 
nnera de plus en plus , à mesure que les parties de 
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la première dcvii'iiJront j)!iis prlitcs , cl que leur 
nombre sera plus grand ; de telle sorte que la gran- 
deur «le « étant insensible, mais tonjnura di»tiocte 
de dc^ on pourra néanmoins prendre , nni erreur 
appréciable, t'lntt'><;r,ilr j la [ilace de la somme. Il 
y • cependant une i xcepliun à ce principe générai : 
o^csl lorsque V est du genre des fooetiont qui va- 
rient très rapidcmenti et quVn même temps cette 
quantité change de signe dans Pétendue de Tinté- 
gration; ce qui arrive, eflfectivemeot , dans le cal- 
col dM itrect provenant de Tattraetion moldeulaire 
et (le la répulsion culoririque , qui ne sont sensibles 
Çu'à des distances insensibles. Mais il nous suffit, 
(|Dant à prêtent, d^observcr que cette exception 
n'a aucun rapport avoo le» formales dea n** 91 
•I 95 , relotiTos om eetitm de griTild dm corpa et 



Si Vc 
pottr 



Lorsque la distance OD ou f sera ossez grande 
pour qu'on puisse réduire cette valeur de T à son 
pfomîer temOf les éqaoliont (S) devioadioot 

or ces composant«>$ sont les mêmes que celles d'uue 

force égole à ^ ' , agissant au point 0 suivant la 

direction OD ; ilsVnsuil donc que l'attrnctlon eter- 
cée sur un point 0 , par un corpa qui en est très 
dUrigné, est à peu prèa la même, «il gnudour ot 
on direction, que si la masse M do m corps dialt 

réunie ù "»oii rpuire de gravitr. 

Lorsque ce corps sera une sphère homogène ou 
eomposéo de oonclm conoenlrii|aet| on trouvera 
que tous les termes de la Taleur de T , excepté le 
premier, se détruisent; il suffira pour Pf la de rem- 
placer y, s, par les coordonnées 6 , ^ > comme 
dans le n* 98; ce qui permettra d'efToetuer les in- 
tégrations relatives à • et 4« ^-^ théorème qu'on 
vient d'énoncer sera donc alors tout-à-fait exact, 
si la distonee t est seulement esses grande pour 

1 

que le développement do — soit une série oonver- 

n 

c;cntc ; et, en eflTet, on verra dans le numéro sui- 
vant, sans recourir à lu réduction en série , que ce 
tliéoréme e lieu, quelle que soit la distance du 
point 0 à la sphère attirante , pourvu qu'il ne soit 
pes situé dans son intérieur. Il est feeile d*cn eeu- 



aux altrarlions en raison inverse du carré des dis- 
tances , et qu'où peut, couscquemment , les appli-' 
quer aux corps naturels formés de moléculee dit- 
jointes. 

99. Revenons mointenant au celeuldcs ettree- 

lions. 

8i le distance du point 0 eu eerps attiré est irde 

grande relativement ans dimensions de ce corps, 
on p«nm , dans Tespression de T du n* 96 , dévo- 
1 

lepper le quantité — en série eeave^ente, erdoa* 

H 

née suivent les puissances et les produits de s, y, 
». Kn faisant 

on eun elors 



- = r + + ■ ■ - ■ ■ - + «u. 



m prend le centre de gravite du corps attirant 
l'orîgîoo D dos coordonnées, an aura 

r«dai » 9, jQgr^ss = 9, fffMim = 9, 



31> 

puisque ces intégrales , diviîé^î pnr la masse II du 
corps , seraient les trots coordonnées de ce point 
{n« 91). Sn détigiMiit ectio rnsMo par H , neoe en- 
rans dono 



a 3 1 

^-■:+ni^(*' + ^» + >'> *• jQ(jr(#. + +*.)db+ele. 

dure que l'attraction d'une sphère sur une nutr»' 
est la même que si la masse de chaque sphère était 
réunie k son centre; «or, en appelant X et H' 1m 
masses des deux splièrc* , et C et C leurs mitres , 
l'attraction de M sur un point quelconque 0 de H' 
est d'abord la même que si la masse M était con- 
centrée au point C \ en outre , celte attraction de C 
sur tous les points 0 de M' , est éj^ale et contraire à 
l'attraction de tous ces points ou de M' sur G, la- 
quelle est le mène que si le mssse M' était réunie 
au point C; done , l'attraction des deux sphères est 
la même que ««elle de deux points m.it*5riels situés 
en C et C et dont les masses seraient M et M'. 

109. L'attraction exercée sur le point O per une 

euurlie sphérique, homogène et d'une épaisseur 
constante , dont D est le centre , se réduira évidem- 
ment à une force dirigée suivant OD. £n taisant 
coTneider cette droite evoe Texe h», les compo- 
santes B et C , parallèles aux axes Dy et Dx^ seront 
donc nulles, «t l'on n'aura que la valeur de A k 
calculer. 

Dans ee oeleut, en empleien, oename dans le 

n» 92, le» coordonnées polaires 8 , 4- Va\eD9 
se confondant avec la droite DO, on aura alors 

ODl ss I, DO ss € 0, )^ = 9; 

et h cause de DM r et 01 ss il en résultefo 

«■ = •> — :i*r cos 6 -|* ' * 

L'angle 4 mIu* qa«feit le plen ODM evec un 
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plan fix« pamni p«r ht droite 1X> } on piendra 
(ni* 93) 



STATIf^DB, niniBl PARTIE. 

A»* ^ " r ',111 ^ 



pmir Télteent dn ▼olnne, et dans rdlémoal émsst 
fdc de h inaaM, M rcgsideni f eoinmean facteur 

constant. 

Aprèt avoir tdlMtitiié oca Taleura dans Texpres- 
•ion de Tda 11^96, OR intégrera dcpui» r = ( ja». 

q»rà r — o , fil désignant par a et i tes rayon» ex- 
térieur cl lolcrieiir de la Goucke sphérique , et do- 
poiaê = 0 et4= 0 jnsqn'i • =» et 4 = tir. 
Comme la variable y n'enlrfrj jias sons le si^^ne J", 
rintégratiun relative à cette variable te réduira à 
remplace la différentielt* par 2*. Cela étant, 
on nom 



l/4i*-^creo» t^r* 

Ant linitit I s= 0 et I = «r, le radieat aim pour 
valeure 

± (»-»•,) ± c* + 0; 

mais Gomoie il eiprime la valeur de « ^ qui doit 
être conatamiaent poeitive (n* 96), il faudra pren- 
dre m, •\^raïa limite 6 = «,etr — «ou» — ràla 
limite 1 = 0, selon que le point O sera situé en 
dedans ou en dehors du lu couche tpbérique. Noua 
verrona tout è Theure ce qa*CMi doit faire loraqne 
ce point nppnrtifriJf a à la coucïir mr-nip , (!«: sorto 
qu'on ait r > « dans une partie de cette couche , 
et r < « daoe l'autre partie. 
BcbtiTeniMiià I, l'intdgrale indéfinie étant 



r sin tdb 



1 — 

= — L/^ m,* -> 2ar oot I r* 4* conat. 



on anra doaC)<lans le ca^ du point intérieur , 



r tin Idl 



[/"m,* ^ S«r eoa I -|- ri 



-[('• + -)-(r-.)3 = 8i 



par coniéqaent , U «akttr dfO T ne d^endra paa | première équation (9) , aéra égale à téro. Dana le 
de « , et celle de A qui t'en déduit au nuyen de la | cea du point eitéricur , on aora de 

r ain Ml 



— ter cee f 



1 ar 
=-"LC- + O - (• - O] = -I 



Ottf ce qui e»t lu même chose, 

H 

M élenC 1m nasse de la couche tphériqne 
d»(e>-*») 



On en conclut. 

(3) 



ce qui est la même force que si la masse entière 
de crtle rniurlic nttirantc était réunie à snn rrntre. 

101. Ces résultats s'étendent immédiatcmcnl aux 
«M dTone oooetie apbériqoe éTune épaiateur con- 
stante , mais cnniposi'c d'atitrps couches concen- 
triques , dont la densité varie de Tuhc à l'autre, 
eoiiraot telle loiqu*en TOudra, et ne change pas 
deea toute l'étendue d^une même couche \ car on 
peut déterminer séparément les ottractions de ces 
différentes couches, ci faire ensnile la somme de 
toutes ces forces , laquelle acre nulle pour un |mînt 
intérieur, et donnée par la formule {-i) pour un 
point extérieur ; M eiprïmant toujours ta masse to- 
tale du corps attiraut. 



|o Que les attractions en raison inverse du corr^ 
des distances , exercées par tous les points d'une 
couche sphérique d*ooeépaisaeiirc<niaïintey homo- 
gène ou composée de coudict ooneentriquet, sur 
un point 0 situé dans ['(-«p ico vide que cette cou- 
che termine, se détruiscul inutucilcuieot j en sorte 
que ce point demeurerait en équilibre, quelque 
part qu'il fût placé dans cet espace. 

2° Que l'attraction de cette niéme concho et , 
par conséquent aussi , rottreetîod d*uoe sphère en» 
tière, etercée sur m point estérienr 0, est la 
même que si la masse do eorpe attirant était rén* 
nie à son centre. 

Si te point 0 fait partie de la couche attirante , 
ou, autrement dit, si l'on a • > i et • < a^on 
partiipcrn cette couche sphérique en deux autres ; 
Tune dont les rayons eitcrieur et intcrieur seront 
a et • , Tautre pour laquelle ces rayons seront « 
et b; le point 0 cl, ait ititcriciir h l'('^ard de la pre- 
mière de CCS deux couches, elle u'cxerccra sur lui 
aucune action ; et si Ton appelle m la masse de la 
seconde couche, par rapport à laquelle le point 0 
est extérieur , l'nltraction de cette rom hc je dé- 
duira de la formule (3j , en y meituni m au lieu de 
M. L*etltaetion totale eiereée aur !• point 0 ann 
doue pour valeor . 

A= i^. 
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Si U couche sphërtqoe M cbaoge en une sphèie 
entièrement plein», etqn*dle ait perkmt la aime 
éntàtéf on tnra 

m = — , A 

o*flet-è*dire qne dem Tintérienr d*nne iphii» bo- 
MOgine , ratlructinn est proporlionDetle è 1* dis* 
tance du point altiri< n son i i-ntrf>. 

Les Rtème* Ihcurènivs oni lieu dans le cas «l'une 
répulsion , pourvu que celte feree «arie toujours 

en rnisnn inverse ilii «Mirt* dv<i (lisl.uii cs. 

102. L't^uilibre dn point O , situé dans l'espace 
que letwtne une couche tphérique, et attiré ou 
repousid par teua ses peints, peut facilement se 

Térifier. 

Supposons , pour cela , que cette coucbe suit 
d*abord infiniment mince. Soit t sen épaisseur. 

Décomposons sa surfact' «-n l'1(mih'iis innninictil 
petits; et dési;;nntH pnr m Vait de celui qui répond 
au point P (fig. X)). Les élémens correspondsns 
du voimne et de la masse de cette couche seront 
ft piv : rl si l'on appctln r I.i distimccOP, la 
valeur de la force dirigée suivant cette droite sera 

f* 

Tmaf,irioiis un coiic dont la h.isc soit « et \r vm- 
iDcl Oi en prolongcaut la génératrice DP jusqu'à 
ce qu^eile rencontre en P la surface sphérique, 
et prolongeant de mcme toutes les autres génd» 
ratrices , on déterminera snr cette surrare un 
second élément que je désigneroi par «•'. Soit, de 
plns, H la distance OV, la force dirigée suivant 
cette droite, en sens contraire de la précédente, 
aura pour valeur 

or, je dis que ces deux forers eoiilraires seront 
égaies eutre elles, c'est-i-dire qu'on aura 

• 

r» r*» 

Soient, en elTet, POQ et P'OQ' les sections des 
deux cônes , faites par un même plan quelconque, 
passant par leur sommet commun 0. Les surfaces 
semblsliles • et «' seront entre elles eonnne les 

carrés des lii^nes hnmoliwdes l'Q et P'Q'. A cause 
des Uian^lts sciublaLles POQ et POQ', on a 
d*aiUenn 

PQ : P'Q' : : op : OV; 

eu élevant an carré les quatre termes de cette pro- 
portion, on en conclura doue • 

• : a' : : r* : f*», 

el, psronnséquent, l'équatien ptdoédente. 



Il résulte de là que les actions exercées sur le 
point 0 psr tous les élémens de le eouclM spbé> 

riqur se diîtruisent deux à deux. L'arlîon totiile de 
cette courbe sera donc nulle j et il m sera encore 
de mime si elle a une épaisseur finie, car alors 
on pourra la décomposer en une infinité de eoueliee 
iuGtiinient minces, dontchacnnen'eserawaanenan 
action sur le point 0. 

^ il. /-ormuiM rtlatitti à PtUipsoûie. 

103. Lorsque le point 0 (fig. tS) appartiendra 
fi Ifi mas^p attimute, on facilitera souvent les inté- 
l^rutittu» et) pienaiit ce point pour origine 
coordonnées polaires. Le rayon vecteur du p<rïnft 

<ju»;!ioii(|nc M Sera alors u; en appelant donc, 
comme duns le n" 93 , l'élément de la surface 
sphérique dont le nyan est l'unité, on aura 

de ^ u' dudm , dm = ).u> (iutiv , 

et si Ton appelle g» les angles que fait la 

droite 01 evec des porallilcs aux aies Dr, Dy, Ds^ 
menées par le point 0 , OU an» ausd, dTaprès la* 
notations du n" 96 , 

ces g = ^ , cos*=' ^ , ees*i& ^ —' ; 

ce qui changera las équations (1) de ce numéro 
en celle-ci : 

A = — Mfffft cos gdudi, , 

csse-Myyy/fcosJMw.. 

Les intégrales relative» à u s clcndront depuis 
«=0 jusqu^i nssr, en désignant par r le myon 

Tf (f ur rriin point qucicorqtir ilr la surfaee qui 
termine le corps attirant. Pour plus de simplicité, 
si Fen suppose en eevpo homogène , ces inlégcales 
s'effectueront immédiatement , et il en résnltem 




Ponr déterminer la valeur de r, qu'on devra 
substituer dans ces formules, toit, en eonrdon* 
nées rectangulaires, 

réquation de la surface du corps attîrenL Bn un 
point quelconque de cette surface, on a 

Jt=«4-rcos^,y=C -|-rcos A,a=}F^reaa à, 

d*oprés les valeurs prér» irntfs de cos g, cas 
cos et », C, y, étant tuujour» les trois coordon- 
nées du point 0 dont tes valeurs sont données. 
On substituera donc ces valeurs de x, y, g, daos 
Téquution pn't C'dentc ; relie qui en résultera don- 
nera, en général, deux valeurs der. Tune positive 
et feutre v^tite; nais on rejettera la valeur 
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négative , parce que le rayon rteUm r eil ime 
quantité positive dont la direction est aniquement 
détermiiiéfl par 1m «llglet g, h, qui peuvent 
être aigus oa obtut. 

Aptit b ndwUtatiiM 4a ta «ileitr d« r drat les 

équations [a^ . Ir^ inté;:rales (Imihics sVten«Jront 
à tona les ëlcmens i2« de la surface spbérique, dé- 
crite «InpmiiiOooiiuM oeoCrc, st ifim rayon égal 
à l'unité. 

1 M. Appliquons ces formules nu ra% de rellip- 
siode homogène dont la surface a pour équation 



- +- + - = li 

a» ta a* 



m, e, désignant les trois demi-axes , et le centre 
4» figoi* élant rorigina B dai oowdoiioées. Si 
Ton y sabditoa lai ^eonpiécédaalas da m,ff^ m, 
û Tient 



, pour abréger , 




Kaiw 



«eetf CeosA yeo§k 



es y» 

tf* fts d* *~ 
done 



J» 

Or , la quantité p est positive ; Id quiiiitité l est 
ansai pasitiTa aa aéra, parée que la point 0, qvi 
répond aux coordonrK^e s a , C, y , est situé dans 
Tintérieur de Tellipsolde, ou, tout au plus, à sa 
•urface; par conséquent, il faudra prendre le ra- 
dical avec le signe pour que le layoD r ne 
soit pas neiratif ,Tf dis , de plus , qu'on pourra sup- 
primer ce radical dans les formules (a). £n effeti 
la pattie camipaiidante de riat^le cenlenoe 
dana A , par asanpia , «crail 



nais pour cTiaf|ii»' roupie d'élém^ns d<* dont les 
rayons sont dans le prolongement Tun de l'autre, 
laa éUmaiii deeeUe intégnla davble ta dëtniiteat; 
car m passant du rim rîe ces élémens dm à Pautre, 
chacun des trois cosinus cos g , cos h, cos kj 
diaaga de signe, les quantités p,i,q* , restent 



laa 



allaeaanckat dedW mm» 



prend daa tafann ^alai al de signe contraire. 
Tous les élémens de Pinlégrale pécédenia fa dé- 
truisant oinsidans àdMiK,laTalBardeAda?iaBt 

d'abord 



p 

cl»/»/ p / 



en ayant égard à la valeur dej. Or, les deux der- 
aUres de ces trob inté^taa se composeront de 
couples d' élémens qui répondront aux mêmaa va- 
leurs de A et de À, et èi tîps Tnleurs de 7 îiipp!r=- 
mens l'une de l'autre. Cbacuu de ces couples 
d^élënana se iddnira done k «éro , et , par eonsd^ 
queiil aussi, les intégrales entières. En supprimant 
ces intégrales et faisant subir des réductions sem- 
blaUea ans valeurs de B et de C, on aura simple- 



K 
B 

G 



eos> A 



h*JJ p 
t*fty PPoa» k 



Soient actuellement 8 l'anglo compris entre le 
rayon OH et la parallèle à l'axe 0* menée par le 
point B , et 4 Tangta que fktt le plan de ees dans 

droites ovec un ptan passant |i;ir ! i seconde et pa- 
rallèle & celui des x et y; nous auious (n^ 8) 

cos jp=cos 9, cos ft=sin I cos 4| COS ft=aâa I sio 4i 

et , en mime tempe (n» S3) , 

A> =s ail 



d*aôttcésnltm 

ai|(««,pc3ft«a* ««••l+(o« coa^-fk iias4]ns «ias|, 

f^f^a- f^f cos- 6 'si 11 ^-.d'id .. 



Pour conipreiulre les directions de tous les rayons 
OM , les inté^rnlcs devront s^étendre depuis t = 0 
et4 = 0jusquii I =ir et4=2ir, mais i cause 
que le ooefficient de dl a la même valaar ponr I et 
pour «- — 6 , il suiTlra dUntégrer depuis ( = 0 jus- 
qu'à 1=1/2 ir, et de doubler le résultat; etparceque 
le coefficient de 4 est le même pour 4 *^ pour 
« ^ 4 « 'I suflira aussi d'intégrer depuis 4 = ^ 
jusqu ù 4=1/2 ir,etdaqnadniplar la réraHat. Cala 
étant, je fais 

i-i 

■ ' ens>4 

et k eanae de 



cos* 4 = 



1 + f* ' 



sin> 4 = 



i 4- * 
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au moyen de quoi la Talenr de A ne dépendra plus 
qae de Tintégrale relative à I. Sans nouveau eal- 
cvl , on déduira B de A en y mettant C au lieu de 
et permutant le» lettrée a et £ ; et de même , on 

/»/»» 



déduira C de A en y mettant y au lieu de • , et 
permutant les lellrei a et e. Du cette manière i eu 
aura f 



hc cos* t sin idt 



cee» 1 Mn* t) (<* coa> 1 4- a* «in» t) ' 



ac cos* ( sin (tft 



p^(a« co»* sin* t) (c* cos> |-f> sio* ij' 

o5 ros' I sin *tfî 

l/7ï»~cos» 44-0 sin» •) (a' cos» é c» sm* S; 



Ces valeurs de A, B, C, étant positives, il s'ensuit 
que chacune de ces trois composantes tend à rap- 
procher le point O du centre de retlipseide ; le eon» 
traire aurait lien dans le cas d'une répulsion où 
Ton devrait mettre f dan* oe$ fonnutes^ — /".au 
lieu de/. 

108. Déiignonf par ^one oonetante positive, et 
supposons qu'on substitue (t -f- ^) ^) ^* 

(1 4* ''j '1 ou 'icu de a, b, e, dans les formules (c). 
Le facteur 1 4* ' disparate , et les valeurs de 
A, B, G, resteront les mêmes. Or, par cette substi- 
tution , l'ellipsoïde se trouvera ougmenti' d'une 
partie comprise entre sa surface primitive et une 
tnriace seniblaltle; les composantes A, ne 
clianprunt pus , il en faut donc conclure que 1.;^- 
Uon de cette partie additif e sur le point intérieur 
O^seriduHIate. 

Ainsi une eenclic homogène comprise entre deus 
surfaces ciliptiqwcs semblables, a vaut le m^mc ren- 
tre et leurs axos dans If s mêmes directions, iv exerce 
aucune action «tlraetive ou répulsive sur un point 
0 situé dana respaoe vide «pue termine sa surface 
intérieure*, en sorte ce point matériel restera 
en équilibre, quelque part qu'il soit placé dans cet 
espaee} théorème qui eomprend cdui que nous 
avons i^^édemment trouvé pour le cas d*une cou- 
che gphérique. 

Il en résulte que l'action d'un ellipsoïde plein 
et homogène sur un peint O de sa masie , se réduit 
h celle qui est eierrée par la partie de cette masse 
terminée par la surface elliptique , passant par ce 
point , semblable è celle du corps entier , et sem- 
blablemcnt placée. D'après les formules (c), la 
rnmposanto de cette force , parallèle à chacun des 
trois aki'S de r«Uipsoide, e«t proportiounclle à Tôr- 
donnéo do point 0 parallèle h cet aïOi et ne dé- 
pend que de celte variable. Dans le cas général où 
les trois demi -axes a, c, sont inégaux, ou trans- 
formera co fonctions elliptiques les intégrales rela- 
tives èl que CCS formitles renferment f ce qui per* 



mettra d'en r i!' nlor les valeurs ntimériques , nn 
moyen des tables de H. Legendre. Ces mêmes in- 
tégrales s'obtiennent sous forme 'flniet lorsque 
deux des ooostantes a,by c, sont égales , et qu'il 
s'agit , par conséquent , d'un ellipsoïde de révolu- 
tion. 

lOS. Supposons, par exempte, qu^on ait esshf 

la foriiir' fîrs iTif f'i;rales relatives ii 9 sera différente, 
selon que TeUipsoide sera aplati oualongé, c'est- 
à-dire, selon qu*on anra h > a ou è < a. Suppo- 
sons aussi que ce soit le premier cas qui ait lieUf 
et faisons, dans cette hnwtbése^ 



b* — o» = a» e» , 



4#,«l {!+«.) 



m 



en sorte que la fieetion s soit raplattssement de 
rdlipsoMe , et m SB messe. Il en résultera 



_ 3#«/èm ciis* < sin m 

e^ */_ 1 



i 



4* ces» t 

et, eu eifectuant riotégration , ou sure 

pour ta composante parallèle à fase de rérelulien. 
On aura aussi 



1 = 1= 



cos> 9 sin 6J» 



Les composantes B et G étant entre elles comme tes 

coordonnées C et ^ du point 0 , il s'ensuit que leur 
résultante sera dirigée suivant la perpendiculaire 
abaissée de ce point snr Taxe de révolotien. Bu ap- 
pelant A' cette force, et a' i.i longueur de la pcr> 
pvudiculairc , de sorte qo^ou ait 
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«0 



A' = 



La résultante des tleax forces A cl A' exprimera, 
eu grandeur et eti direction , racUon toUle de l*el- 
IqiMûble sttr le point 0. 

Lorsque c sera une très petite fr iction, ou pourra 
développer rcs valeurs d A rl \' en séries très 
cooTergentes , ordonuccs ^utvuul les puissaoces de 

arc rtang — — otc. , 

S 6 



• ~ «1 «I* —-etc. * 



Dans le cas de la sphère , ou de « := o , lu résul- 



tante de A et A' MndUrl9éof«nloewlM,«|( 

la tru'niL* Intensité que dans le n" 101 . 

1U7. Le calcul de TattraMition d'un ellipsoïde ho- 
mogène for un peidi «klérioiir pitealo tmon 
beaucoup ploedediffoulté \ mais m doit kM. Tvob 
un Ihéoréine Bii movcn diiqnnl rp cas petit ftrp ra- 
tucuc a celui du point i^itérieur ; ce qui permet 
d'oBprimr les eenfNMaalet do rtUfo^ion par dw 
intégrales simple* ^ semblables nii\ rnroiule* (e). 
Voici une déoMMMtnkttoi» d« cette importante pro- 
position. 

la dwe U pNwdN dqoelMM (1) d« 

dbi = fdxdgd», 
et obierrant que f eit un botenr cooit«nt| on • 



(a — é) dsdyim 



Je suppose que Téquation do la surface soit too • 
jours l'équation (&) , et j mets as\h^ \% 
place de a, f, s, ce qui la ohange en celle*ci : 

«'•+ y'+ •'•='1. 

Kn même temps la valeur de A devient 



(• — o**) d^d^â^ 



a • 



et»irondési«;ne pnr ^ vaU-nrs <!( i ' , l' j ili 5 i y. rî'r 'fîfîntc, l'iiitL-^rale relative & «'devra Aire prise 

•t de signe contraire , qoo Ton lire de i équation 1 depuis 4p' = — x » jusqu'à y = «* j ce qui donne 



A = /i^e4e 



)« 4- C« - + (y - •**)•]•/• 



/y» ^;££ ^\ 



Cliaconedc deux întc^rales doubles s'étendra à 
tous les élënieus de la deiui-surface spbérique dont 
le MfMi^fl l'onité , et qui a Mtt «entre à rorigine 
deleoeMionneeiï. le produit dy* lis' est la projec- 
tion sur Ir [iliti des y et js, d'nn ifîcment quchron- 
qoe. Si donc on désigne par • l'angle que le rayon 
^ahevtiiè «et élément fettoTee l*ase dae et 
par 4 Tangle compris entre le plan de ces deux 
droites et le plan des x et y, Tairi- Av. rel élément 
sera sin kéidf\ , son inclinaison sui ie plan des y et 
BaenrMislel,«iilcnréMi1lcra ■ 

élfài! = eus t sin Hhdr\ , 
peer «• projection sur œ plen. On enn en mène 



tempe 

«issooal, «^ssaMireoa4, e'«aia«aln4. 

Leslimifcs des deux Intégrtilcs seront maintenaol 
1 = 0 et l — 0, 1^1/2*^ et 4 = 2»; mais si Ton 
met , dans la seconde , ir — i à la place de ir , il est 
aiaé de ^oirqnooaa dent întégiolee te ré uni ron t en 
une soûle , qui aura les mènes limites par rapport 
il 4 1 dont les limites relatives ii S deviendront 
t =: 0 et I = r j en sorte que Ton aura simplement 

en faisant, pour abréger, 



H* = •• + «* + — 2 («acn» i 4- asialcos 4 + >c sin I sin 4) 
•f CM* «4-l« fin> leosa tin^ •tin* 4i 
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ctregatdtDtA eonm» «m qnmiittf positif «. Lm 

deus autres compnsuiites 6 et C s^esprimsTOnt 
reillement par des intégrales doublet. 

HaiDtciiaQt, considéroni r«Ctnetion d^nn «tttre 
flUipMiId« ayant la même densité f , le même cen- 
tre , et ses aies dans les mêmes directions que le 
premier. Soient ai , , Ci , les trois demi-axcs 
• eorretpondaiis ka,b,c ; appelons Ot le point loo- 
misé cette attraction , «i » i >i i »f» cnordon- 
nées, et A, , Bj , C, , les composantes de cette 
force, parallèles aux trois axes de l^cUipsoîde. Eo 
mppotut lonjonn que #i soH la masie 4n point 
titùrtf I noos aurons 



cos ( sin bdU4, 



Bi étant ce que détient R quand on y cluDge a, 

«, C, y, en oi ^ > C| ^ «t , Ci , . Les valeurs 
de Bi, et C* se déduiront de mèto» de oeUes de B 
et G. 

Supposons qoe les deos cllipsoidet aient les né- 
mes foyers , et consëquenunent des excentikilés 

égales, on aura alors 

6.=a.+A,c»=as^.à^j., —n»^ ^ 

h, kf h — k ^ étant des quantités positives ou néga* 
tives qui exprimeront, abstraction faite du signe , 
les carrés des excentricités communes à ces deux 
corps. Supposons, de plus , que le point Oi , at- 
tire- {lur le second ellipsoïde, soit situé sur la sur- 
face du premier, et le point 0 attire par le premier, 
sur la surface du Seooîld. D'après l'équation {b) et 
celle delasarliieedttieeoadeUipselde, iUandn 
qu*on ait 



C. -A ^ 

«• e> f 

- + - + -=1. \ 

••l *•» «•« J 



n =acosp 
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p 6lg deux angles donnés ; et pK* 

•i C =iisinpcos g,^ =Cisinj»ajny,J 

valeurs qui satisferont aux deux équations prcré- 
dentes et qui établissent ime relation particulière 
entre les ooordonnées des points 0 et Oi. En 

substituant cf"! v:i!»,'urs Je a, t, ^, dans rrtprrs- 
sion de R* , et j tneltaut aussi tes valeurs précé- 
dentes deft>, c* , 1*1 , c>i , il fient 

R» = o*, o» + A(siD» jicos* q 4" * 4) 
•f* A (sin* ji su> f + sîn» I sin^ 4} 

— 2(a, acosj^cos t-{-(i 6 sin p ose g sis I CM 4 

-f- Cl c sin p sin q sin t sin 4)- 

Or , sans écrire In valeur de R»i , on voit qu'elle 
sera la même que celle de R> j car elle s'en dédui- 
rait par les permulalieiis de a et «i , & et , e 



et Cl , sans ebanger k etk, qui sont des quantités 

cumraiiurs aux deut eIIi[)Soldes ; et il est évident 
que celle dernière formule ne change pas par ces 
permatations. A cause de Rt =R, lesfalcurs de 
A et Al renfermeront la même intégrale double ; 
eu réliminsnt , on aura donc 

A] hc Ail Cl . 

Relativement aux autres composantes , on obtien» 
dra des résultats semblables ; en sorte que , d*aprèt 

les ^iippositious qu^on a faitfs sur lea doUK poittte 
attirés O et Ui , on aura finalement. 

Al bi Cl Bi ai 0| e* ai 1» 

A ' B M ' C ab 

Pour énoncer le théorém* que rcs trois équations 
renferment, appelons points correspondons , sur . 
les surfaces des deux ellipsoïdes, dem peints dont 
les coordonnées sont entre elles dans le r;p;iort 
des demi-axes auxquels elles sont parallèles. Le 
point 0| de la surface du premier ellipsoïde , dont 
les eoetdennées persUèles aux demi-axes A, 1} • i 
sout «I , Cl , •) 1 , ;)iir:i jio!ir correspondant, 
sur la surface du second elUpuoïde , le point 0 , 
dont les coordennées panllèlet aux demUaxei 
a. , il , c, , aont<»,C,y,piitsqtt*on«,d*aprèstea 
équations (2) | 

• «1 ' C il > ' Oi 

Cela posé , il résulte des équations (9) le théorème 
suivant : 

Si Ton a deux eilipselldes bomogénes qui aient le 
même centie.et les mêmes foyers, r«ttnotimi rat-' 

■Tant chaque aie que Tun des deux corps exerce 
sur un point situé à la surface de l'autre , est à 
rsttraction de celui<ei sur le point cnrrespondant 
de Li surface du premier , comme le produit des 
deux autres axes du premier ellipsoïde est au pro> 
duit des deux autres axes du second. 

l€6. Lorsque deux ellipsoldse dilTérens ont, 
comme on le suppose , le même centre et les 
mêmes foyers , Tun des deux est entièrement com- 
pris dans l'autre i par conséquent, si le point 0 
est extérieur psr rapport an premier «lUpseldn, 
le point 0, <;r>r:i iTiti-rieur par rapport au secood. 
Pour déterminer, au mojca du théorème précédent, 
Tattraction d*nn elUpMiide donné sur un point 
•itérieur 0 aussi donné , on fera donc passer par 
ce point la surface d'un second ellipsoïde ayant 
le même centre et les mêmes foyers que le premieri 
par les formules relatif es aux pomts intérienrs , on 
déterminera tes trois composantes Ai i Bt, Ci , do 
Tattraction do ce second corps sur le point 0» delà 
surface du premier, correspondant du point O ; les 
équations (S) feront ensidt» eonnettro leseoospe- 
santés A , B , C , de l'attraction de IVIlipsoîdo donné 
sur le polut donne. Ainsi tout se réduira à trouver 
les valeurs de» trois demi-axes Oi , , ct , dn se* 
, d'après ceux dn premier qa*on a 
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rBpté tt nté i par et d'sprèi l« «Mwdon- 

ll^s i» , C , , du point donri'' 0. 

Pour fixer les idées, je tupposc q»a a suit la 
plus petite de« trait qMntités a, b, c; co qui 
rendra positives les quantités A et A 4il numéro 
précédent. J'appelle % le carré de tti ; OU tttra 

«t il M Milcn pins qn*ii déteraiiner eette in- 

Conrme qui dcrn t'»trf rt'rWi- r{ positive. Or , 

en vertu de le secunde équatton (1) , nous eu- 

équation du troisième degré par rapport à ii, qui a 
an moins une racine réelle et positive ; car en 
• croître « depuis téro jusqu'à l'infini , son 
tenbra wt d*tlmnl plus ^n4 «I «luvit* 

p!ii<; petit »jn»- le s*"<'<>n(? ; fu îorle qu'il y a bu 
moiu» uuc valeur positive de u qui les rend égaux. 
Je dbdeplni qu'il n'j en a qu'une ; eer en suppo- 
sant qu'If y en ait deux , n et M*, il finidnît qu'on 
eàtàUfois 



C» 



C» 



+ 
+ 



y* 



= ». 



= 1 



et en rfjtrnnrlir.rit cc<; rqiiatinns l'une de l'HUtro , 

et supprimant le facteuru' — u, commua 4 touilee 
IcraMt , il en témlteveît 

** g* >» 

~ + («+*)(«' + *) + (« + »)(„'+*) 



= 0i 



ce qui est évidemtnent impossible. Donc il n'existe 
qu^utt eeul etlipeeMc qui ait le mène eeofre et lea 
mêmes foyers qu'un ellipsuîric donni; , et i|ui p,isse 
en outre par un point donné. Lu quantité u , d'où 
dépendent «es trab demi-axes oi , bx , Ci , est 
détcminéè par rdqiiatatlon (4) ; ce qu*il a^isissait 



100. ffouefereaefemarqaerqnelelliderêmedu 

n'^ l!'7 rrmvieiit é;;alemcMilà toutes les loi'; il'nftrac- 
ttou eu functioo de la distance j car lo deiiioii»tr«- 
tion qu'on Tient d'en donner eat fondée aur la 
forme que prend l'expression de R> , qui se trouve 
!()i"Titique pour les deux points 0 el O, . <*t non sur 
lu luruie de la fonction de S , qui exprnuu Iié loi do 
raitraetien. 

Si les deux ellipsouîes sont des sphères concentri- 
ques, l'attrnct ion de chacune d'elles sera la même sur 
tous les points de lasurfacede rentre, et il ne sera 
plus nécessaire qnc lea pointa 0 et Oi aoient correa- 
poinlans. En aj<;ii ! tut a et Oi les rayons de eea 
deux sphères , 1> 1 attraction de la sphère du rayon 
« aur un point de la surface apbérique du rayon ot , 
et Di celle de la sphère du rayon Oi , sur un point 
de la surfuci* spherique du rayon a, lesquelles 
forces seront diri|;ées ftuivuul les rayons des points 
attirés, en enia 

B : Di :: a* : «I* , 

quelle que tait la loi de l'ettraction en fonctioa do 

la distiuii-e. 

Cette proportion est facile à Térifier dans le cas 
ordinaire où Tattraetian est on raison inverse du 
carré de la distance. En effet , dTeprès les résultats 
du n» 101 , b\ l'on suppose a > a, , ruttraclion D 
de la sphère du rayon o sur u» potut intérieur , 
situé i une distance «i de son centre et dont|e est 
la masse, sera 



9 • 



l'attraction Di de la sphéra du rayon «* ear un 

point c^»»"rieur , dont ;ti est aussi la musse et qui 
se trouve a la distance a de son ceutru, aura pour 
valeur* 



~ Sa» 



et en oemparant cea valeurs de D et B, , on voit 
qu'ellessent entre etteseonaieles carrés des rayons 
• eia*. 
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CHAPITRE PREMIER. " 

OC MOUVEMENT fiECTILIGNE ET DE LA MESURE DES FORCES. 



IIO. Le mouTement le plut itjnple que puisse 
l»r«iidra un point nwUriel «tl celai qui a lieu en 
ligna droittf et dtn$ lequel le mobile décrit des 
P5par««* en lemp« é^Miii. C'est re niouTeineiit 
netiUgme qu« l'on appelko uniforme , et qui lert 
d« terme «le eomperaii on i tout let autres oNNiTa' 
mens. 

Quand le ropport des espaces parcourus aux 
temps employés ù les décrire, chu nge continaelle- 
ment, le mouvement est eartf; »iee changement 

n'nTatt lien qu'à des intcrv iUcs ilf tmip^ finis , le 
mouvement ne scroii qu'une succession do uiouve- 
ment nnifocmet. 

Omis un monfament quelconque , l'espace par- 
ronru par le niolMlf . on, plu* ç:;(-nénileroent , sa 
distance à un puiul fixe pris sur la ligne qu'il 
«Metit , eti nue fonction du tempe écoulé depuis 
une cpnqtic convenue. Ainsi , en appelant t ce 
temps ; et X cette dîatence, on aure, dans tous 
les cas y 

« = Tt; 

et les diverses sortes de mouvemeos différeront 
entre allée par k forme de cette fonction Fl. La 

t pourra êlre posit'iTC <>u iii';iiilivc : ses 
valeurs positives répondront à des époques posté- 
rieures k cella dToû Ton compte le temps , et ses 
valeurs négatÎTe* , h des époques antérieures. 
Dans le monvanenl uniforme, si Ton appelle a 



l'espace porrouni dans rliaqne unilë de tenqx , 
rt b la distttiic-e du mobile au point fixe, à Tori- 
ginc du temps t , c>s(-fc-dtre , la Toleur da m qui 
répond i tssO , on aura, à un instent quelcon» 
que, 

car, d'après la définition de ce mouvement, l'es, 
parc X — h décrit dans le tcmjis t doit ilr«; égal 
à Fespace constant a , répété autant de Tois que < 
renferma d'unités. 

111. On ne définît ni le temps ni respnrc; mnis 
il snlTit ù la Géométrie et à la Dynamique que nous 
puissions mesurer les dimensions des corps et les 
durées da lenn mouvemcns. La mesure des lon- 
gueurs est fondée sur In superposition , rt -^o c un- 
çoit sans aucune difficulté ^ celle du temps exige 
quelque explication. 

On ferait un cercla vicieux ai 1*«n disait, d*nnn 
pirf , tptr If mouvement Hrifonne est celui Ann% 
lequel les espaces parcourus suut proportionnels 
an temps , et , d'nn autre cftté , que le temps a 
pour mesure le monvcmant unifarma, c'eat-ii-dire 
qu'il est proportionnel nniT r5pae«*s p«rrot«ri!« dans 
ce mouvement. Maiï la uuliou des temps egauiL et 
la mesuredu temps ne sont fondées néeeMoirement 
sur aucune loi paKiculière de mourcmcnl , « t Ton 
peut , en conséquence , les supposer dans la défi- 
nition du mouvement uniforme cl do toute autre 
sorte demouveoMna. 

C«ncav«na , en elfat, que des aorpe parfaileneni 



Digitizeo lj vjO 



DTRAIJQIIE, mïMÈAS. PARTtE. 



•S 



UMliiiuw M nowfvst nwiMMîvciMnt I ci <fue, 
pendant tonte la durée de son mouvement , chacun 
des mobites se trouve eiactement dans le même 
état que ceini qui Ta précédé : il est évident 
lom Mt mtmfmam» , dUml te loi n^atl pa» 
donnée , s' exécuteront en temps égaux , et que 
leur nombre pourra serrir de mesure «u temps. 
Ainsi , pnr «exemple , si CM eotpi lont pesans «I 
retenus par un axe fixe horiiMital, qu^on les écarte 
tous également de leur position d')*qnilibre , et 
qu'on les abandonne ensuite à eux-mêmes , de 
Mtto «pie !• nonvenait du t«eond «oorawiie» dés 
que le premier est revenu à cette position , celui du 
troisième aussitôt que le second y est revenu de 
mène, et ainsi de suite, il n*j aura aucune dilTé- 
iwnce possible entre tons ces monvanens «ooow- 

Sifs qui '.'rît^n'-vcTrint rn trmps éj^nilï On prouvera 
par la suite qu'il u'e&t pas nécessaire pour cela 
qna ce soient dffféreni mobilet qui M raocManti 
et que les oscillations successives d^un même corps, 
de part et d'uutrc de sa position d'équilibre , sont 
aussi iêochronis , ou d'égale durée; mais la consi- 
déiatien précédante , qui ne auiipow la aolotion 

d'aucun problème de M(?caniqua y toffit k FlAjct 

que nous nous sommes proposé. 

Im aitiononiea ont neonnn^ par Isa abaervations 
lea plos précises et le plus aonvant répétées, l'in- 

inrinMfité Af la révolution' apparente de la sphère 
c«lesle autour de la terre \ et , effectivement , la 
théorio n^indiqna anenna inégalité aaoaibla dans le 
mouvement de rotation de la terre qui donne lieu 
à relie apparence. On appelle ^otir *ûi<fra/ la durée 
eoustaiile de cette révolution , laquelle durée est 
noindfa qna oeUa da la révolution dluma du aoldl. 

Ccl!e-ri n'est pn-; rinHenirTit lr^ niSmc & toutes 
les époques do ranuée \ et c'est sa grandeur 
moyenne que l'on prend pour «nilé de tenpa dana 
ICB utagas ordinaires , et que Ton appello la jour 
moy«i«. Nous adopterons , dans cet ouvrage , la 
division du jour en 24 heorea, de l'heure en 60 mi- 
nutes, et da la tthnita an 60 ieeondas ; an aoHa 
qno la seconde sera la 8640C* partie du jour 
moyen. Le jour sidéral ne contient qnc 86164,09 
secondes \ d'où il résulte que pour exprimer en 
jour* aidéfanx no tampa donné en jonra aaoyans , 
il faudra le multiiiltrr par !c rapport de 80400 à 
86104,09 , ou par le nombre constant 1,0027379. 

lit. Pn «ao uTe in e B l «nifawno différa d^un autre 
par la grandeur de Paapaeo parcouru dans l'unité 
de temps. Dans chaque niAuvonient uniforme , ri t 
espace constant est ce qu'on appelle la vUust du 
uBobilef naais, pour parler euntemant , eeteapaee 
n'est que la mesure de la vitesse , et non pos la 
vitesse elle-même. La vitesse d'un point matériel 
en mouvement est une chose qui réside dans ce 
point, dont il est animé^ qui le dtatisfue ectuelle» 
ment d'un puitit matériel en repos , et n^est pas 
soscepliible d'une autre définition. La vitesse expri- 
mée « dana te mouvenMit «nfeme « par Tespace 
90* le naUle déetit dans oIn^m imilé de tempe , 



suppose qu^on prend peur ttirilé de Tileme «elle 
du mobile qui peveomil^mlté linéai» deae I^Mté 

de temps. 

Dans un mouvement varié quelconque, ta vitesse 
d« flMbile varie par degréa înSniment petite , et 

elle est une rnuetion du temp^ ip.ii çr rir-rlnit , ainsi 
qu'on le verra tout i l'heure , de celle qui exprime 
Trspace parcouru t mais , auparavant, il eatnéoea* 
saire de connaître le genre de mouvement que 
prendra un point miitpri' l en vertu de sa vitesse 
acquise , si 1* force qui lui a imprimé cette vitesse, 
par soneetion eentinnéependantnneertain temps, 
vient à cesser d*egir , et que ee mobile soit alian< 
donné à hii-m^me. 

113. U est d'abord évident que si le mobile s*est 
mu jusque là en ligne droite , il continuera è se 
mouvoir suiTnnt le prolonp;enienl de la ligne qu*il 
décrivait j car il n'y aurait aucune raison pour que 
ee point matériel B*écBrtât de ta direction qu'il a 
reçue pintét d*un oMé que de Taulre. Mais nous ne 
pouvons pas affirmer , d priori , que la vitesse qui 
lui a été imprimée ne se ralentira pus d'elle-même , 
et ne finira pas par s*éleindreentiérement ; ee n'est 
que par I'ex[)érienee et rinduetiott qne eetle quea* 
tion peut être déeidéOi 

Or.k mesure que tes obstaelaa k Pétat de mou- 
vement des corps , tels que les frottemeas et les 
résiftnncfs des milieux qu'ils traversent, dimi- 
nuent d intensité , nous les voyons persévérer de 
plos en plus dana cet état} et, toutm les fois que 
nous apercevons une altération dans leur vitesse , 
nous reconnaissons que cet efTct peut être attribue 
à une cause étrangère. Nous sommes donc conduits * 
k oonelure que s*il était possible qu*un peint maté- 
riel , après avoir été mis en mouvement , ne fût 
plus sollicité par aucune force , et ne rencontrât 
auemi «Aaleele, aeo mouTemeirt aérait reetifigno 
et uniforme , e*est>k-dire, lepina simple de tons 
les roouvemetis. 

Ainsi, par exemple, si une parcelle de fer est 
mise en mouvonent dans le vide, sur un plan lieri- 
loutiti et suns frottement, par la seule action du 
pule d'un aimant , et que tout à coup on détruise 
le pouvoir attractif de ce pôle , en y juxtaposant un 
pôle égal et eontraira , cette parcelle continncra 
de se diriger vers ce point • mais son mouvcmcrt 
deviendra uniforme^ et sa vitesse sera plus ou 
moina eenaidMMe , selon qu'on aura hissé agir 
la force attractive plus ou moins long-temps. 

L'impossibilité où sont tous les points matériels 
de se mettre en mouvement ou de changer le mou- 
vement qui leur e été eonnmuniqué , sans le secours 
d'une forée, est ce qu'on entend par Vincrtic de 
la matière. Ce mot ne signîGc pas que la matière 
•tût inoapable d'agir ; car , au contraire , cliaqoo 
point matériel trouve toujours dans l'action d'au« 
très points miti-rlrN , mais jamais en lui>méme , 
le principe de son mouvement. 

114. An bout du temps i, ei quand to mobile se 
trouve k le d|^t«noe m d^m point fixe pria sur la 
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droite qu'il décrit, Mlîl«M vHessc acqaiie,C*Mt- 
à-dire , la vitesse du rootiTemcnt utiiforme qtii au- 
rait lieu , si, à Cft instant, lu iorce ijui agit sur lu 
mobile venait à Miter d*«gir. L*ection de cette 
force continuant, l'espace dx que le mobile par- 
courra duns l\nstant dt sera décrit en vertu de cette 
action et de la vitesse v; la partie de dx correspon- 
dante à cette eitease, qui serait décrite d*iin mou- 
T c ment uniforme , ntira rc/f pour valeur. Kn i-t[ie- 
knt donc i le partie de cet espace qui rcpoad à 
ractien de U force pendant rinsttnt dt^ nous au- 
mot, 

rfe » vdi + s. 

Or , la vitessv variant par degrés infiniment petits , 
et ses variations étant uniquemeut dues à l'action 
de la force appliquée au mobile, il s'ensuit que dans 
leteni|ted!t, eette action ne peut |irodaire qu*nue 
vit' ; infiniment petite j par rotiséqucnt , cptlc 
même action ne peut faire décrire qu'un i'S|iiii-c 
infinidMAt petit du eeoottd ordre, moindre ijue 
celui qui serait décrit uniformément par le mobile, 
s'il recevait uu roramencemont df dt toute la vi- 
tesse qui sera produite pendant ia durée de cet 
initant. On peut donc néijiiger • par rapport i Mtt 
dan» réqnatiod précédente; et alor» on aura 




peur l*e>pretsion de la vitetae dans un mouTemenl 

qucicuiiqiie. 

Si l'on voulait connaître la partie » de l'espare 
parcouru par le mobile dans le temps dt^ en vertu 
de Taction de la force qai le aollieitCf il faudrait 
conserver les puissances de dt supérieures à la prc- 
niére. Or, en appelant :r' la distance du mobile au 
point fixe , au bout du temps < dt^ on aura, par 
la tbéorème de Teyler, 

. ^ ^ . î d« * ^ . 

+ — — - A* + etc., 

pour Tesprcssion cumplèlc de l'espace parcouru 
den« cet inetant dit. Le premier terme , égal ik «dit, 
est l'espace dîi à la vitesse ai-quisc au bout du 
temps f; si donc on nëj^lige les termes du troisième 
et des ordres supérieurs par rapport ii ceux du se- 
cond f oD aura 

l d» * ^ 

on , ec qui est la même ehoee, 

% = \fZdrât , 

pour la partie de l'espace x' — x que l'actinn de l« 
force a fait paroonrir* La vîtesie produite en n^éme 
teiuj s par rctte m lioii étant dr, on voit que l'es- 
pace que le mobile décrirait uniformément , pen- 
dant Ci temp» dl, «'il reoanil nu eommeneonent 
toute celle eugmenlalion de vitcMC, «crait ^al au 



MÉCAIfIQUE. 

produit de dv et di, «a double de Teapoeo • qtî'il 

dcerit ri^ellcmriTt. 

1 16. Lorsque 1 espace parcouru sera donné ea 
fonetion dn lempa, on on dédnin immédîatemoné 
la vitesse correapondanle, «o mofon do Pdquntioa 
dir 

o = — . Par exemple, let mebilea, dent la ma- 

dt 

cbine A'AihoQd, décrivant des espaces qui croiuent 
comme les csrr^ dn temps , on en peut eonduro 
que leurs vitosie» acquiacB d<^veat ftre propor- 
tionnelles niix temps pendant lesqui ls ces espaces 
sont parcourus i ce que cette macbine fournit , en 
cfTet , le moyen de vérifier. 

Réciproquement , si la vitesse est doiméo OB 
fonetion du temps par la définition rln mouvement, 
on en déduira, par rintvgratiun , 1 expression de 
res|Mice parconru. Ainsi, après le meoeement uni- 

forme, le plus sinqd(! est l elui dans lc(|uel la vitesse 
augmente ou diminue de quantités égales, en 
temps é^aux, et qu'on appelle , pour cette raison, 
uHtfermimmt accéléré ou relardé. Si donc on ap- 
pelle 7 r,i 'Tnissement rnnstnnt , positif ou néj;atif, 
de lu Vitesse dans cbaquo unité do temps, et aie 
vitesse du mobile quand ( = 0, U vitesse o à un 
instant quelconque sera , dans co mouvemenl. 

et en multipliant par it et iali^ani, on aura 

« = * + 0/ + i/a 5<» , 

pour la distance du mobile k un point fixe de ia 
droite qu'il décrit \ > étant celle dislanoo k l'origine 
du temps t. 

Lorsqtie les deux constantes « ct & seront nulles, 
on aura siuiplcutcut 

V s= gtf t = IJ2 gt* . 

L'espnrfT parcouru est donc alors proportionnel on 
carré du temps ; et la vitesse acquise au bout d'un 
temps quelconque # est telle qu'en vertu de eette 
seule vileiec le mobile décrirait, en nn temps égal 
à I, un espîiee vt double decHni qu'il a parcouru. 
Il s'ensuit que si Ton connaît Tespnce parcouru 
dans la première unité de temps, on aura, en le 
doublant, la valeur de la vitesse constante g, par 
laquelle un mouvement uniformément accéléré 
diffère d'un autre mouvement de la même nature. 

Ce mouvement est celui des corps pesons qui 
tombent dans le vide. En un même lieu, la vitesse 
g est égale pour tous leurs points ^ en sorte qu'ils 
déerivent tous , dHm mémo mouvement do cette 
espèce , des droites verticalei. Cetto viteiao varie 
d'un lieu h un autre; en prenant la seconde pour 
uiuté de temps , et le mètre pour unité linéaire , on 
a conclu do Teipérionce 

g =: 0",8O896, 

k l'Observatoire de Paris. 
Lo force qui produit des vileises ^alos en temp* 
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6|CMu wt ponr amu une fort» tmatmOê, Alaii « 

la prsaritcnr csl une forre constante ; ce qui sicnifio 
ici qu'elle agit avec la mènie intensité sur les corps 
6éjè animés de ▼itessea quelconques , et non pas 
Mulement, comme dans le n» 69, que son inteo* 
sit'i est !a TDi'nie dans toute TélaBdiied'ttnoorp* de 
dimensions ordinaires. 

110* Les lois de Tdqinlibre ne eappMenI eucaiie 
tdttiwi particulière entre les forces et les vitesses 
correspond a 11 les ; et, pour r<'«.f>njrc les problèmes 
de Statique , il suffit de connaître les rapports nu- 
adriqnc* det fereee , tels qa^ilt ont été définit dent 
le no 6. Les lois du mouvement , au contraire , dé- 
pendent du rapport qui doit eiister entre les gran- 
deurs des vileMcs produites pur des forces dunnéesj 
el M rapport, dont le oooneiitanee ett iaditpenae- 
ble pour la solution des problèmes de Dynamique, 
est le même que celui des forces, ainsi qu'on va le 
déaumtrer. 

Soient teajoon « et n feipioe percovra et le vi- 
tesse acqui-^e pur un point matériel uu bout du 
temps t. Supposons qu'à cette époque deux forera 
dMUiées /et/' agissent thnaltenément sur le mo- 
fcflo, enivent la direction de son mouvement; déù- 
gnoTis par u la vitesse infiniment petite que la 
force /imprimerait au mobile , si elle agissait seule 
pendant vn tenp» r Infiniment petit , et par «* eelle 
qnt eerait produite par la force /', ddus le même 
temps, si la force /n'existait pas. Je disque lu si- 
anltoséité de ces deux forces ue moditicra pas les 
vitceeee dont elles sont eopeblea ié|Nirément , it 
que la vitesse produite par la force / / seru 
M-^h', c'csl-à-iJire qu'au bout du temps f-f"'"» 
le vitesse du mobile sera devenue t Jf- u u' . 

En effet, rengmenlelioQ de vtleese du mobile ne 
pourra dépendre que du tem|>s r auquel elle sera 
proportionnelle, et de l'élut de ce point matériel, 
ou, autrement dit, de sa position et de sa vitesse 
pendant ee même tempe r ; oe ne serait dono qu'en 
influant sur cet <^tjt que l'action de la force /' 
poiirr.iit Miodilicr la vitesse qui sera produite par la 
force /. Or , pendant le temps r, lu distance du mo- 
bile I un point fixe et sa viteiee ne peuvent varier 
que de quantités innninieut petites , négligeables 
par rapport à jr et c; ses variations de distonccs à 
d*entvcs pointa fixes on mobiles, d'où peuvent 
émaner le» forées/ et/, sont également négligea- 
bles; par conséquent , 1m vitesse qtic produira la 
force pendant cet intervalle de temps r, ne sau- 
tait être modifiée en euenne moittère par raction 
siniultanée de la force /'j et il eu sera de mémo k 
l'c^ard le I t \ilessc due o 1 j fort e/, qui ne sera 
pas nou plus chaugée par l'uctiun de /. Donc lu vi- 
tesao totale imprimée eu mobile pendant le temps r, 
par la force / 4- fy sera égole 

On verra de mcme qm» si la for'-e /u^it dans le 
sens de la vitesse e^ et lu furec / en sens con- 
traire , Tengmentation do vilesso produite par la 
Cwee / — / , sera égale à u — u'. 
Qudle quo soit la nature de clwcuae de* forces/ 



et/', si elles somt eapables d*une même vitesse ■ 

dans uo même tpmp; infiniment petit , ce sont 
pour nous des forct$ égalé». Appliquées en sens 
contraire l\me de l'entre , elles ne cbangeront pas 
la vitesse du mobile, s'il est dé{ben mouvement; U 
y aura équilibre, si ce point matériel est en repos; 
ce qui rentre dans la définition des forces égales 
dun*6. 

Lorsque la force qui agit sur le mobile dans le 
sens de la vitesse acquise, deviendra double, tri- 
ple, quadruple,.... la vitesse qu'elle produira dans 
le temps r crolûn suivant la même proportiott. Xd^ 
ciproquement , quand cette force se réduira k moi- 
tié, au tiers, au quart...., la vitesse qui sera pro- 
duite diminuera de la même manière ; el , générale» 
meut, les vitesses infiniment petites produites pen- 
dant des instans é;^aux, dans le sens ou en sens 
contraire de la vitesse acquise , ou imprimées k un 
point matériel en repos , seront entre elles comme 
les intensités des forces correspondantes* 

rVst stir re prinrtpf général rpiVst fondée la 
mesure de» forces dans la Uynamique. On a cou- 
tume de le présenter comme une bypotlièse; nous 
la donnons ici comme une conséquence nécessaire 
de ce que les vitesses imprimées par des forces 
quelcoru]ues, dans des intervalles de temps infini- 
ment petits , sont toujours infiniment petites , etda 
ce qu'en même temps les déplaeemens des moMIti* 
sont aussi infiniment petits. 

1 17. Si les forces que Ton veut comparer l'une k 
l'eutre sont des forces constentes , do .sorte quu 
chacune d*elles produise, pendant toute la durée 
du mouvement, des vitesses c^^ales en temps éi^aux 
(no llô), leurs intensités seront entre elles comme 
les vitesses qu'elles impriment en un mémo temps 
quelconque 0 un même point matériel. Lors donO 
que ces vitesses seront données par l'observation, 
ou en conclura le rapport des forces ; et, récipro» 
qnement , quand ee rapport sera donné d jwÂrf, 

on pourra le prendrr pour celui des TÏtc^ses. 

Désignons, par exemple, par m et m' les ioleosi* 
tés de la pesanteur è deux latitudes différentes 1 et 
supposons qu'on ail déterminé , en ces dous lieus 

de !.i tfrrre, les vitesses g et y', acquises en une se- 
conde par les corps qui tombent verticalement dans 
le vide j ou aura 

m i ^ g l 3', 

Le rapport de ces forées « et V sera aussi celui des 

poids d'un même corps, ou de dcu\ corps Itomo- 
gf^nes et d'un même volume, à ees deui latitudes. 
L'observation a fait coonoitre que les vitesses dues 
À la pesanteur, augmentent en allant deréquateur 
ou pôle , et que raccroisscmcnt total est ù peu 
près l/20t) de In p!M« petite. Il s'ensuit donc que le 
poids d'un mciuu corps , transporte de l'éqiiateur 
au pôle, augmentera do l/êOO , et que , pour mettre 
en équilibre les poids de deux curps homogènes 
placés en ces deux lieux do k terre, U faudra quo 

9 
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la foluiDs du ooff|w tiCoé k rd<|«ttear, «loède 

do 1/200 relui rln fcrps ■îiltic r\n pôlr. 

Soient encore m l'iatentité «le la pesanteur dans 
le »wm vertical , et «i m eonpoMiito nivant usa 
droite qui fait nvec sa diradtlon un angla-*. DTapria 
la régla du pacaUdlopanmia d«a ii»ce» | nam «»- 
rona 

«1 as: « ces 

el ai fon appel l l ti gi lea Tilcaaea qui tennit pro- 
duites dans Tunité de temps par ces deux forces 
constantes, agissant séparémeat avr oa ntmapoiat 
matériel } la proportion 

donnera aussi 

Si ce pmoC natdrie! petanl aat |MMi êur m plan in- 
cliné , qui fasse avec la plan lioriaental nu angle 

(<-al ;i 00 ' ^ , la forcp <r se décomposera en deux 
autres, Tune perpcitdiculaire au plan donné et qui 
aeradétniiteLpay sa fésiatanca, ravira dirigée aoi- 
Tant ce même pbn et qui sera la force «i. Cect 
cette dernière force qui produira !c mouvement 
dans le vide , abstraction latte du frolteuient du 
mobile penlra la plan incliné. Ce awttTenient, dû 
à une force coiislaïUc , sera donc uniformément 
accéléré; et si l'on appelle Ct » et «i , Tespacc par- 
couru et la Tilaiia acquiae an boni du temps t, oa 
anxa 

équations dans lesquella* an dem mettre la va> 

leur précédente de ^i. 

Cet eiemple est très propre à montrer la néces- 
tité de connaîtra d priori le rapport dea Tileiaes 
dneaà des forces dont le rapport est connu ; car si 
Ton ne savait pas déduire de la vitesse g donnée 
par Tobservation , et qu'il fallût, pour faire usage 
da eeademiérea équation», déteminar anaai par 
respérieiK T- l i valeur de qui répond à chaque 
Valeur de l'angle la Dynamique se trouverait à 
peu près réduite k une acicnee cxpérimenlale. 

118. Pour mesurer une force variable, il fout en 
considérer reffet pendant un temps iufinïment pe- 
ttt| durant lequel on peut la considérer comme 
oanalanta. Soit done#, dant un monvunent recti- 
ligne quelconque , la force qui agit sur le mobile 
au bout du temps i, et que nous regarderons 
comme une quaniUé positive ou négative, selon 
que cette fwca agira dons le sens de la vitesse ac- 
quise ou en sens opposé. Cette vitesse étant v au 
même instant | elle sera e 4' *^ ^out du temps 
i + dtf m Borto que la force t aura Imprimé une 
vitesse dtr au mobile dans iHastant dH. Si donc oit 
désigne par « une forc« constante et connue, copa» 
ble d une vitesse g dans 1 unité de temps, et qui 
puisse I eonséqoemment, imprimer au mobile nne 
vitcisa j^ti' dans le temps dt^ on aura 



d*on Ton tira 




Après avoir choisi arbitrairement nne unité li* 
uéaira at nna unité de temps, on esprimara «n 

dû 

nondires la conslanta $ et la valanr d« — qni a lian 

au bout d'un temps donné. Cette formule fera en- 
suite oonnallra i an même instant ^ la rapport nn* 

roérique de la force * à l.i force ronnuc«; et si 
celle-ci est la pesaoteur, ce rapport sera celui do 
la force t au poids dn mobile sur lequel elle agit , 
en sorte que ce point matériel étant pc$nnt et aoU 
licité por la force ^ en sens contraire tic I < pcsnu- 
teuTi demeurerait en équilibre, si Ton trouvait, 
t d0 

par asample , = t< 

g dé 

On simplifiem la formule précédanto, an pvenant 
« et f pomrnnîtési ea qni Ut réduira à 

dp 

» ss — 
dt 

L'unité da farce sara alors la farce eonstanta qui 

imprimerait au mobile, dans Tunité de temps, une 
vitesse représentée par Tunité linéaire, de manière 
que si ces deux dernières unités sont la seconde et 
la mètre, ronité de force sera à peu près le dixième 
dn paida éa mobile, d'après la valeur de- y dn 
n» lt6. 

do 

On peut temsrqner qna cette mesura — - dé la 

force variable a est la vitesse que produirait, dans 

Tunité de temps , une force constante qui conser- 
verait pendant ce temps la mcme intensité que U 
force f pendant Tinstant dt. Ainsi, dans la mouve- 
ment d'une parcelle de fer ver» le pôle d'un aimant, 
que nous avons déjà pris pour exemple (n» 113), 
la force f dépend de lu distance au pôle , et est par 
conséquent variable; nais si Ton suppose qu'à un 
instant donné le pôle recuîc devant le mobile, do 
manière que la distance de l'un à Tautre devienne 
constante , la force 9 le deviendra aussi , le mon- 
vemsnt se chongera en un mouvement uniformé- 
ment accéléré, et l'augmentation de vitesse qui 
aura lieu dans l'unité de temps sera la mesure de 
cette force k HusUnt où elle est devanua con- 
stante. 

En ayant égard à la vulctir de « trouvéo daOS le 
0° 114, un peut aussi éciiru 

Si 

• = — . 
dt* 

Il suit donc de cette formule et de la précédente 
qu'une force a également pour mesure la vitesse 
qu'elle prodoit dans un temps infiniment petit , 
divisée par ce temps, Ott bien to doubla de l'espaça 
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queUv fjtr porrnurir, divisé par lo carré de co 
nèaie lenipa. Dans lo mouToment uniformément 
f «CWdoiix maoiéretéquiTaientes de ine- 
r h fwca onl enoora lî«o , sint qu'il toit néeet- 
que le temps snit innniinent patit» 
110. Nous avons inainlenaDt 

m = ft, •as—, — , 

dt d» 

pour le- s fonmilcs L;i.Mi('ralcs du mniirement rrrti- 
Ugoe. Elles montrent les rapports qui existe» t , 
diat an monvement quelconque, entre l*e$pacc 
parcouru , la viteste acquise et la force qui agit sur 
le mobile, et comment ces trois fonrtions du temps 
pearent se déduire l'une de Tautre , soit par la 
^Bifreotiatira , toit par ritttégratioo. 
En âimiiMat » entre lei dcos dnniiiea , «o a 



d* » 



ce qui suppose qu^on prenne lo temps t pour la t*- 
mblciadépcndonte, et que sa difTércnticlIc dt soit 
•oaataDte; hypothèse que nous ferons de même, 
liaa tonte la suite de cet «mviaga, iaoa que nous 

ayons besoin de le répéter. 
f*r réliminatton de dt, on aura aussi 




ce qal servira à déterminer v quand la force 9 sera 
tannée en fonction de et, réciproquement, celte 
lai«B lanqne la vtteaae Mra connue en fonetien dm 
Tespace pnrconru. 

lloos donaeroos, dans le chapitre suivant , di- 
T«tes applications de Ma fennolm g<néraicf> 



f n. Mtênn 4ê» 



RO. Avant de nioalrar conment on éttw tenir 

Cfltnptc des masses Jins la nmy Trniîon des forces 
qni agissent aur des mobiles diilérens, il importe 
da- rectifier «ne eipteniem tneiecte que Ton 
«nplaieaenT«nt, et qui tient b une eeoAnîon dV 

dées. 

Cuocevoiis qu'un corps soit posé sur un plan ho- 
riaentalf et qn'ïl n*y amt retend par anenn fMte- 
aeni. Si je reux le faire glisser sur ce plan , il fau- 
dra néanmoins , à cause de l'inertie de la matière, 
j*exercc un effort quelconque ; si à ce corps on 
«a Joint un second, fiuia nn troiiiènie, ete., il 
faudra r]rir je déploie , pour produire le même mou- 
«eoent , une force de plus en plus considérable, 
rewai , dana ebaqne cas , le sentiment de relPort 
que je serai obligé de faire ; nwisje ne devrai pas 
en conclure que la matière oppose aucune résis- 
tance il cet effort I et qu il existe dans les corps ce 
qe*ett appelle Irêe iapraprement une /brva d'Atar- 
Ht, Quand en a'eiprimeaîroi, on eonfend la aema* 



tion que l*eo e dprouvde , et qui rdralle de reffert 

qu^on a exercé, avec la sensation d'nue réiiatanee 
qui n'existe réellement pas. 

Lanqne le eorpa frotte contre le plan , il y a ef- 
fectivement une rdaiitance au mouvement horizon- 
tal, et je ne peux pas dc^placer le mobile sur ce 
plan sans exercer un eifort supérieur à cette résis- 
tanee. De même , quand Je vaus aoulever le mobile 

vertirnîf-mrrit , il y a aussi une rdsistanre à ce inou- 
veraent, que je dots vaincre par un effort qui la 
surpaise. IKins lea deux cas, je ue produirai aucun 
mouvement Unt que Je ne fbrai pas nu effort plua 
jjrnnH rptr^ le poids du corpt, OU que son adhésion 
au plan horiiontal; mais al l*on ne suppose ni pe> 
sanlenr ni Iketlenent , je mettrai le eorpa en mou- 
vement, quelque faible que soit TelTurt ijue j'exer- 
cerai, et quelque grande que soit In ma<<so d\\ 
mobile : alors , si j'éprouve qu'il faut faire un [Ans 
grand elibirt pour communiquer le même menve- 
vpntetit ?i un rrrp<ç rjuh nn nntre, j'en conclurai 
que le premier se compose d'une plus grande quan- 
tité de matière que le ieeond ; e t s i j u pouvaia eom- 
parer avec précision lea grandeurs des clfoHa que 
j'aurai exerr*''; . leur rapport serait rç\n\ des masses 
de ces deux moLilcs. C'est sur une stiinblable con- 
aidératien qu*eat fondée, ainsi que noua ellons Tes» 
pliquer , la mesure des masses d'après les gran- 
deurs des forces qui les mettent en mouvement, 
et, réciproquement, la mesure des forces en ayant 
égard ans messes et aux viteases» 

121. Deux poifit? rtKttrrtfls , njiparfpiinnt h tIcs 
corps qui peuvent être de nature dilTcrente, ont des 
mânes égalée on inégales , selon que des fereae 
qu'on suppose égales leur impriment, dans un 
même temps , la même Tit^-sse on des vitesses 
différentes. Supposons, pour tixer les idées, que 
les forces appliquées à ees deux points soient verti- 
calcs, et qu'après les avoir placées dans les deux 
plateaux d'une balance , il y ait équilibre. Ces 
forces seront égaies dans cette hypotlièsç; et cela 
étant, ai lea deux pointa sent rendus cntièr am e n t 
libres, et que les mêmes forces les mettent en 
mouvement, leurs niasses seront égales ou iné- 
gales , selon qu'ils prendront , dana le premier 
instant , dci vUesse» infiniment petites, égelea on 
inégales. 

Lorsque, de cette manière , les masses de diffé- 
rena pointa matérieb auront été reeennuea égalaa , 

en les réunissant on formera d'autres points dont 
les masses auront entre elles des rapports quelcon- 
ques. Ainsi, en appelant /m la masse do chacun des 
points égaux, m êtes' lea niasses de deux aulraa 

poiTiti formes de n et n' des premiers, m et m' se- 
ront entre elles comme ces nombres» ot »', et l'on 



%s, m' 



Maintenant . soient u, v, v\ des vitesses i 
ment petites , s et ^ des nombres entiers , et 

a as Ml. e* = ^11. 
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Si deux forces / et /' impriment aox masse* m et 
m' les vitesses « et dam un même instant , J« dis 

qu'on aura 

jf * /' me • m'e*. 

En effet, ou peut regarder la force / comme U 
•omrae d'un nombre « de forues égalée qoi impri- 

prîment la même vitesse v à chacun des n points 
égaux dont m se compose; de scirte qu'en eppe- 
lant k l'une de ces forces égales , on aura 

6ot(| en outre, h la force qui imprimerait la vitesse 
u k oheenn de «es point» égaux , pendant le même 
Instant que la force k Ivi imprime i« viiesie «. Ces 

forces agissant stir un mcmc point matériel, seront 
entre elles comme les vitesses m et e (no 116); et^ 
à cause de« »s«f il en résultera 

Rnut aouBS de mine 

/' = n'k> , k' = t'A» , 

9U r^ardant J' comme la somme de »' forces k' ca« 
pebles d*iniprimer la Titcsse v' h cliacun des points 
^^ns dont se compose m', et appelant h' la force 
qui imprimerait à chacun de ces mêmes points la 
vitesse u. Or, h et h' étant des forces capables 
d'imprimer dans un même instant une même vi- 
tesse V à deux points égaux en masse , savoir , à 
deux drs points dont la masse commune a clé re- 
présentée par /«, il suit de ce qui précède qu'on 
deâi avoir lifsssk. Vaprès les donations pcéoédett> 
tett m aura alors 

•Cy en ayant égard aux valeurs de m, m', t> , v', il 
en résultera la proportion qu'il s'agissait de 
démontrer. 

188. Cela pesé, conridérons un corps de gran- 
deur et de forme quelconques, dont tous les points 

décrivent des droites poraMéIcs, avec une vitesse 
commune qui peut d'ailleurs varier avec le temps, 
ffntaf eons ee corps en une infinité de points ma- 
tériels égaux en masse, tels qu*on vient de les 
définir. On pourrit attribuer le mouvement de tous 
ces points à des forces qui seroul égales et paral- 
lèles dans toute l*étcndne du mobile; leur résul- 
tante, pour une partie quclronque tle ce corps, 
sera égale à leur somme, et appliquée au centre de 
gravité de celte même partie. Les forces corres- 
pondantes è deux pertiet quelconques seront donc 
entre elles comme leurs masses ; par consf'quenl, 
si l'on appelle /la force totale qui agit sur le mo- 
bile, m sa musse, et 9 la force qui répond à nne 
partie de cette masse prise pourunité, un mm 

Quant à la force s , elle sera proporfioonélle k l*ae- 
creisscnent de la vitesse des points du mobile 
pendant on tempe infiniment petit} et si Ton 



appeUe • cette vitesse au bout rtu temps f , on 
pourra prendre poOT sa mesure , comme dans 
len» 118, 

db 

* "ét' 

il eu résultera donc 

de 

/■» m — f 
dt 

pour Tex pression de la force dans on mouvement 
quelconque , en ayant ^ard à la masse du mobile, 
et supposant tons ses pointe animés d*ttne mémo 

vitesfc. 

Cette forme /, qui est la résultante en la eemme 
des forces infiniment petites qu'on peut suppeeer 

appliquées îi tous les points dont le corps e»t 
compo:ié , se nomme fnrce motrice ; te facteur 9 <le 
sa valeur flif, s'appelle /orceaccétfnrfrsee, et n'est 
autre chose que la force motrice rapportée à 
l'unité de masse. 

La force motrice se change en une preêsio» 
lorsque la masse sur laquelle elle agit «t a[^o3ite 
contre un plan fixe, perpendiculaire à sa direction. 
Une pression et uuc force motrice ne diffèrent 
donc Tune de l'autre qu'en ce que les vitesses in- 
finiment petites qu'une presrion tend k produire 
sont incessamment détruites par la résistance du 
plan fixe qui la supporte, tandis que relies qui 
sont effectivement produites pendant chaque in- 
stant par la force motrioe s*accomulenl dans le 
mobile, et qu'il en résulte une vitesse finie après 
un temps fini. Deux pressions sont entre elles 
comme les masses multipliées fMir les vitesses in- 
finiment petites qu'elles tendent à leur imprimer 
dans un même instant, et qu'elles leur imprime* 
raient, en effet, si ces masses étaient libres. 

133. Si le mouvement commun h tous les points 
d*ttn mdiile est uniformément accéléré , et qu'on 
nppelte g l'augmentation de vitesse quio lîeu dans 
chaque unité de temps , ou a 

Pour une autre force constante/ nri^'^nTit sur une 
masse m', et produisant une vitesse g daus l'unité 
de temps , on aura de mime 

Or , l'observation a prouvé que deux corps pesans , 
quelle c|ue soit la ditérenee des metîires, acquiè- 
rent la même vitesse en tombant dans le vide 
pendant un tii«"'mf intervalle de temps. Ihins le cas 
de la pesanteur, on a donc^ — g'\ cl, conséquem- 
ment, les poids /et / de deux corps quelconques 
•ont entre enseemme leurs masses m et m', ainsi 
que nous l'avons supposé dans le n» 80. Le seul 
fait, constaté par une expérience journalière, que 
des eorps hétéiroi^ee ont dee poids égaux nous 
des Tolomes tffffrens , ne suffisait |)as pour déci- 
der si lenniiMiies sont égales ou inégales; il 
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CdbitMvoir, é^pHm^ qvelt |wMiileiir lenr im- 
prime le même monvonu'nt, pour poijToir con- 
dorei de rc^«ltté des poids ^ TégnUlé de» quanti- 
té» dv OMtière. 

Le poids d'un corps pesant qui tombe dans le 
TÏde est sa force motrice, et la pcs.intcur rst sn 
force accélératrice. Pour abréger, on appelle snu* 
^nAfêtmtêur ou yrûvUi U vitotM g, qni n'est 
la mesure de cette force. 

124. Si des forces données agissent à la snrface 
oa sur Antres parties d'un corps solide , et qu'il 
—réi al ta poortMt poiols des vitesses égales 
et paralli'lfs , i! fatifJra que ces fnrcps aient une 
résultante unique , qui coïncidera , en grandeur et 
en direction, avce la force motrice, telle qu'on 
vient de la définir « et dont on déduira h force 
aeediératrice en la divisant par la niasse entière dn 
mobile. 

Snppeeoos, par exemple, qu*nn cor|w pesant 
tombe dana Pair, dan» l*ean , on dans tout antre 

fluide, et que sa forme 'l^nsîté, *'il n'est pas 
luMnngènc , soient s|métrique9 autour d'on axe 
wtical. n est évident qne tant étant semblable 
«Otoar de cet axe, tous les points du mobile dé- 
criront des droites TfTfîcftle? ; re qtiî exii;!*, puis- 
qu'il s'agit d'un corpe solide, qu'ils aient tous la 
mémo vilesie h èbaqoe instant, la résistance du 
nUicn, qui s'exerce à l,i surface di; cecorpS|Se 
réduira donc à une force diri.;<-c snir.mt son axe 
de figure. Je désignerai par R son inten»ité à un 
instant quelconque, par 4 1* partie correspondante 
de la force accélératrice dn mobile | et par m sa 
masse; on anra alors , 

R 
m 

Comme cette finree eg!t en sens eonlrnire de 1o |^a- 
vité pendant la cbute du corps. In force accclcra- 
trice totale sera g — 4- S* mobile était l:\iiré 
verticaleraeot de bas en haut, les deux forces agi- 
taient dans le même sens , et la force accélératrim 

totale serait néfjative cl éf^aleîi — 5f — 4- 

L» ttioorie de la résistance des fluides est encore 
trop («eu aTancéc pour qu'on puisse déterminer, 
d ftUri, la valeur do R , lequelle peut dépendre de 
la vitesse v dont le mobile est animé, de sa forme, 
de la densité et de la nature du fluide. Le plus 
communément , on la suppose proportionnelle au 
earré de « et la densité du fluide, qne je repré- 
Matctni par f , de sorte qne rem a 

R =1 rfv* ; 

riientnn eeeflicient qui ne peut plus dépendre 
que de la forme et des dimensions du corps , de la 
natare dn fluide, Hqnide on aériforme, et de sa 
température. 

Oiins le nas d^ne sphère, en regarde le eoeft- 
cient (f commo proportionnel à sa surface ou au 
carré 4e son diaraétrek Sn désignant donc par r 



son rayon , «t pir D sa densité, de aorte qnn sa 
masse soit 

4* 

M ss* ^» Dr^ f 

il en rfanitera 




■y désignant un coefficient numérique qui sera le 

nifmf pour tontes les sph»'res , et dont la raleor 
devra être déterminée par re^^perience pour chaque 
nature de fluide, h. cause que cette quantité 4 est 
de la même nature que g, il s'ensuit qne si l'on 
dési ;;ne par h une vitesse donnée, il fiiudra qu'on 
oit 

Dr «» 

>f 9 * 
afin que l'expr^ion de 4 prenne la forme 




conformément an principe de rhonmgénéité des 

quantités (n» 23). 

125. Une même force constante , agissant suo- 
eessivcment sur des masses différentes , proénira 

des niourcmcns uniformi^mcnl nncinôréii . dans 
lesquels la fnrcp aceélératriee , ou l'accroissement 
constant de la vitesse dans chaque unité de tempe, 
sera en raison inverse de la masse. 

Ain^i . pnr exctriplc fr'tnrit !i' r>":rî"^ ■^'7 '^''nnC 
masse m, si l'on suspend celte masse à l'esirémité 
d*nn fit qui soit attaché par son antre bont k une 
autre masse m' posée sur nn plan borixontal , il 
est rvidcTit que ces d«»UT ni:i«t<es prendront un 
m^me mouTcment nuifonnément accéléré , et dû 
« la force motrice /, absIraeCion faite dn frottement 
et du poids de lu partie verticale du fil. Si dono 
on appelle g' la force accélératrice de ce monve- 
ment , on aura 

* ~" m-f.»' » 
on , ce qui est la même chose , 

g' — g cos mf 
CD désignant par • un angle tel que l'on eit 

m s (m 4- ^ *• 

Par confisquent , le mouvement dont il s'ajîit sera 
le même qne celui d'un corps pesant sur un plan 
incliné, qui fait Tanglo oevee la verticale (n* 117)> 
Tous les corps étant mobiles et susceptibles de 
prendre des vitesses en ruison inverse il' Ifurs 
masses, lorsqu'ils sont soumis, pendant un utcuie 
temps, h Tactiott éTune même forée, il s'ensnît 
qu'il n'existe pas de corps réellement /Lrei; ceux 
qu'on appelle ^inst sont des corps qui ont de très ^ 
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grandes masses par rapport à celtes dont dépcu> 
dent les forces motrices qu'on leur applique , et 
qui ne reçoivent, conséquctnnieut, de l'action de 
eei feree» que det vitoiM» estiénement pelitei. 

A la siirf if'f lie !a terre, ce sont 1rs mit-'; nit -^lit-s 
à cette surface qui ne font qu'une seulu masse 
wvee odb du globe terrcilre ; et, en effet, en pre- 
nant cette masse pour m' dans Tcxemple précé- 
dent, on Toit que la vite5sc </' qui l-ii s^^ra imprimée 
dans l'unité de temps^ par un puidk m<i correspon- 
dent i nne maste *i de grandeur ordinaire, pourra 
être regardée comme tout-à-fait insensible. 

120. Ou a coutume d'appeler quantité dê mouve- 
taent d'un cor/n le produit de sa masse par sa 
vitene. Poor ne eonfomer & l'usage, j'emploierai 
« ette ciprcssion , à laquelle il aérait toutefois plot 
correct de substituer celle de quantité de vitesse ^ 
puisque c'est la vitesse qui réside daas le mobile , 
et qae le mouvement n*en cet qn*un effet aubié- 
quent. 

Iln'j a aucune force qui produise instantané- 
ment nne quantité flnie «le mouvement. Le choc 
d'un corps aolide en mon? ement contre vn corpa 
solide rn rrp imprime h ccini-ci, il.ins vin temps 
très courl, mais non pas infiniment petit, une 
^rîteaae qui peut vtro quelquefois très grande; et, 
pendant cet intervalle de tcmpa , iea denx.c«rpt ne 
se déplacent pas seiisiMemcnt. Que!(jue durs (in'on 
les suppose, ils se compriment toujours un tant 
Boit peu ; la vitene pawe de Tnn k l'autre par de- 
grés infiniment petite; et «i Ton fait abstraction de 
l'élasticité de ces deux corps , leur action mutuelle 
cesse dès qu'ils ont des vitesses é^jales. Cette 
«omnranication rapide de la vitcase, sans déplace- 
ment aeniible des masses, est ce qu'on appelle une 
femurion ou unesmpi/^^ion; elleéquivuut, comme 
on voit, à une force motrice agissant, pendant un 
lempa tri» court, avec une très grande intensUé. 

En considérant ainsi la percussion ctitiiiiie la 
somme des actions infiniment petites d'une force 
motrice, on en conclut qu'elle se décompose en 
deux autre» prreueaions, suivant de» direction» 
données, par la règle du parallélogramme des 
forces , comme dincunc de ces actions suc( essiv<>s. 
Si, par exemple, on exerce sur la téte U'ua coin 
une perenseion normale que fappeNerai P , cite se 
décoroposcrn en deux autres percussions perpendi- 
laires ii ses deux faces; et si l'on rcpr«*sente par 
Q et Q' les deux composantes, par K. et K' les lon- 
gueurs des faces aoxquellea ellea répondent, et 
par B celle de lu tête du coin , il estaisd devoir 
qu*on aura, d'après la règle citée. 

Q : P :: K : n, 
: p :: K.' : H; 

d'où Ton tire 



PK. PK' 




Ainsi , en supposant quo celte percussion P pro- 
vienne d'une masse m qtii vient frapper la tète du 
coin avec une vitesse a, ses deux faces, ou p}otôt 
les obstacles fixes contre lesquels elles a*appniant, 
seront dans le même cas que s'ils étaient frapp(*s 
normalement par la même masse m, animée de 
vitesses proportionnelles à Unrs longuenrS| et ex- 

Eo K'« 
primées par — et 

il H 

127. 8i un corps solide en repci «st leappé ii la 

fois , en sens opposés , par df-nr mitres corps dont 
les masses sont m et m', et les vitesses P et p'j que 
ces trois corps soient symétriques autour d'un 
même axe quant à leur forme et quant à leur den- 
sité, et que liius les points des deux derniers se 
meuvent parallèlement à cette droite, leurs per- 
cussions sur le corps intermédiaire se feront équi- 
libre , lorsque les quantités de mouvement mv et 
m'v' seront éj^ales , c'est-à-dire qne ces quantités 
do mouvement passeront , pondant un temps très 
court, dans le corps intermédiaire, et s*7 détnii» 
ront suns que cocoips soitdéptteé d^une manière 
sensible. 

L'équilibre aura lieu également si l'on tupprime 
le corps intermédiabroi et que la communication de 

la vitesse se fasse immédiatement entre les deux 
uutres corps. Ainsi, deux cor|is solides qui vont 
un devant l'un de r.iutrc se réduisent au repos, 
abstraction faite de l'élasticité, lorsqu'ils viennent 
à se choquer, et que tenrs masses sont en ruisnn 
inverse de leurs vitesses j et, réciproquement , les 
produits des masses et des vitesses sont égaux 
quand il v a équilibre dans le choc de deux corpa 
solides. On suppose tri, comme on vient de le 
dire, les deux mobiles symétriques autour d'une 
même droite, et les vitesses de tons leurs points 
parallèles à cette droite , laquelle est celte qui 
pass" p:ir le centre de gravité des dc\i\ masses. 
I.a cundilion d'éq\iilibre dans le choc de ces corps 
est donc TégaUté de leurs quantités de mouve- 
ment, ou l'équation 

m et m' étant leurs masses, et v et e' leurs vitesses. 
Hous déterminerons par la anile les mouvemens 
qui anronl Km eprès le eboe, quond ces condi- 
tions relatives aux grandeurs et à h direction des 
vitesses, etk la forme des mobiles, ne seront pa4 
remplies, ou bien quand on aura* égerd'à -leor 
élasticité. 

Il résulte de cette loi de l'équilibre dans le clioc 
que la percussion fournirait le moyen le plus di- 
rect de meaurer la marne des corps. On imprime- 
rait une vitesse connue a à tous les points d'un 
corps dont la masse serait prise pour unité; et si 
l'on pouvait déterminer exactement la vitesse v 
dont tous les points d'un autre corps devraient 
être nnimés , pour qu'il fît «^nilil»re au premier, 
en le choquant en sens contraire de suo mouve- 
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ment, U masse de ca «econd corpa auroit alors 
povr valearaaiii^riqiM le rapport — j mai* il est 

imilile de dire que m meyen eel inpnUcelile» et 

que c'est toujours aux poids des coipi 4|a'0iilUt 
r«coorir pour meaurer leurs masses. 

n a^eaiatt aussi que deoi {^rcussions exercées 
sur on eerpe solide, devront être regardées comme 

équivalentes, lor^rjuVIIf; répondront ;i r!rs quan- 
tités égales de niouvemeot} eu sorte que, dans 
l*eMBiple do nondro précédent, la tite et les detu 
laeea du coin éprouveront les mêmes efTets, ou 
««•ront frappées avec la même énergie, si la 
ntas&e s» et la vitesse a sont remplacées par une 
tMaae la' et om vitcMO «'i telle» que Ton ait 

«Hl=1i^a'. 

188. Lorsque deux perr ui^ions , proyenant de 
vitesse en raison inverse des masses, seront excr- 
céee ainraltanénent «or les deoi plateous d*onc 

balance, il v mira équilibre; la butaiicc reinplu<;iint 
ici le corps intermédiaire que nous avons considéré 
dans 1« Boméro précédent. Ce cas sera , par exem- 
ple, eelidde deux corps pesans, dont les nasses 
sont m et m', et qui tombent au méuip instant «mr 
ces deux plateaux , après avoir acquis de» vitesses 
« el e', tdies que Foo ait Me saifi^. 

Si la nasse ai est eu repos dans rua des deux 
plateaux , son poids y exercera une pression qui 
sera généralement vaincue par la percussion de 
Taotre naase} mais il »*est point esaet de dire, 
comme on le fait ordinairement, que cela aura tou- 
jours lieu , quelque grande que soit la pression 
dans son espèce, et quelque petite que soit la pt;r- 
«iHsion dans la sienne. 

En clTet , on peut remplacer la percussion de m' 
par une force motrice agissant sur Tun des deux 
plateaux sans le dépbcer sensiblement , pendant 
on tcnpe très court que je représenterai par *kEn 



désignant par m'mdt la quantité infiniment petite 
de vitesea dent eeite foroo toiiable est capable' 

pendant TinsUiU a'/ ^ le produit m' / udt sera la 

•/ o 

quantité de vitesse qu'elle communiquera à la ba- 
lance pendant le temps r. Pendant ce même temps, 
le poida de ei produira une quentité de nou^ement 
exprimée par «i^'-, cti Tf^j rt'jtint iiit pur g la gravité. 
Pour qu'il j ait équilibre duus le sjstème, il fau- 
dra donc que rinl^raiey^ uât soit toute le vi> 
tesse V dont la nasse mf est aninée à Tinslant en 

la percussion commcnrp, âr snrlr qti'i! ne lui reste 
plus aucun degré de vitesse quand le choc est 
fini ; et, cela étant , il talBra que les quantités de 



mon veneot mgr et m'^ udt , imprimées en 

contraire h la balance pendant la durt^c du cboc, 
soient égaies entre elles. La condition de cet équi- 
libre sera exprimée par Féquation 

mV s ai^ i 

et selon qu'on aura , au contraire, tn'r' > mgr ou 
m'o' < fltj^r , ce sera la percussion qui l'emportera 
sur la pression , ou la pression SUT la percussion» 
Or, quoique le temps r soit estttacnent petit, ce 
dernier cas est possible, en supposant la tnnssem 
suffisamment gronde k Tégard de m' : pour qu*il 
fut impossible, il faudrait que la durée de la per- 
cussion fût infiniment petite; oe qui n*n pas lien 

dans la luilurc. 

La Djtiaroique sera une application continuelle 
des principes que .nous avoua exposés en détail 

dans ce cliiijiitrc , et dtmt il est nécessaire de se 
former une idée précise , avant d'essayer de résou- 
dre les dilTcrens problèmes relatifs au mouvement 
detcorpSi 



CHAPITRE IL 



EXEMPLES DU MOUVEMENT RECTILIGNB* 



Itt. D^eprèa ce qu*ott a vu dans le u» 119, les 

rquatious du mouvement rcctiligue d*mi point na* 
tériel sont celles-ci : 

ébt do d* s 

• = — I » — —1 » = — I 0) 



dt 



d^ 



dont ladcrniéra est une suite des deux autres, et 
dan-? 1fM|uellcs on a désigné, au bout d'un temps 
quelconque t, par M la distance du mobile à un 
point fixe de la droite qu'il décrit, par e sa vitesse 
acquise, et par f la force qui le sullicile; f étant 
une quantité positive ou négative, selon que cette 
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forcu agira àan$ l« Ml» ou «n cent contraire de la 

vitene »« Cea équation* s'uppliqui ront non seule- 
ment à un point nratèrit-I isolé, mais aussi h un 
corps solide de grandeur quelconque, dont tous 
Iw poiDto décriront de* droitei perslltic*p et au- 
ront, par conséquent, un nioiivenirnt rfimmiin : 
p nvTJi alors la force urcélératrice, égule à la force 
luotrico divisée par la masse dn mobile. 

la teleur de f icri doonde dun» chaque pro- 
blème; et la question rnnsistt r;» à t ii lii'tiuiie, par 
l'intégration, lea expressions de r et x en fonctions 
de I. Elit» contiendront dei» oonstanlw erbitrai- 
ree,dota on déterminer* les valeurs d'après cell< s 
de T pt r f» l'origino du monT«-ment, qui devront 
être données dans cbuque esemple. Dorénavant, 
noua iupposerons tonjoars qne Ton eompte le 
tenpS t à partir de cette origine ; en sorte qiu- It-!> 
valeurs données de x riv répondront à t = 0. 

L'intégration ne kera généralcmeut possible sous 
ferme finie, que «joand f ne dépendre, comme 
nous le supposerons dans les exemples snivans, 
que d'une seule des quantités fj *• Lorsque la 
valeur donnée de p les contienne lentes trois, ou 
deus seulement, les valeurs de « et e ne pouiroot 
S^esprinier que (wr les si*rips. 

130. Supposons d'ubord que 1^ force f soit con- 
stante, et qu'il s'unisse, par exemple, dumou«e> 
nent vertical d^nn «orps quitomlie dans le vide 
en vertu de l i ■ji^santeur. 

En déaiguitnt cette force par nous aurons 

d*oû l*on tire 

et, par conséquent, 

en supposant que la distance x soit comptée du 
point de départ du mobile, cl que la vitesse initiale 
soit nnlle, de sorte qn*oa «it s=0 et »=0, 
quand l=:0. 

Si on appelle a la vitesse acquise co toiobaal 
d'une hauteur h, on aura 

a £= U^ûsh} 

ce qui feumit une «pression eomniode d^une vi- 
tesse quelconque, au moyen de la hauteur d'où 
un corps pesant devrait tomber pour l'acquérir , et 
de la vitesse cdnstante g. Le temps de Incbutede 
cette hauteur h étant représenté par I , on aura 
aussi 

I =: _ = ^ — I U^S^* = — • 
9 f 8y 

Si le corps est buce verticalcjncut de bas en 



haut, réquationdeson mouvement dans te vtd« 

sera 

d*s 

rj (-(Jiit la mémo vitesse constante que dans le cas 
précédant, parce que l'on suppose rnotienda la 
pesanteur sur lea corps en mouvement , indépen- 
dantu du si;ns dans lequel ils se meuvent, inxisi 
bien que de la grandeur de leur vitesse. Eu suppo 
sant que « soit la vitesse initiale, en en déduira 

« =î o — j< , * = el — 1/2 5«« , 

pour la vitesse et l'espace parcouru à un iiutant 
quelconque. U est évident qne te mobile s'élAveta 

jusqu'à ce que cette vitesse soit noUe. Si donc on 
appelle V le temps de son élévation, et V 1* hau- 
teur à laquelle U parviendn, on tant 

a a* 

1» = -, 

9 -9 

et comme ces valeurs coïncident avec celles de i et 
h du eus précédent , on en conclut qu'un corps pe- 
sant, lancé de bes en haut avec une vitesse a , 
s'élève dans le vide U 1 t limteur d'où il devrait 
tomber pour acquérir cette même vitesse , et que 
le temps de son élévation est le même que celui do 
sa chute. 

Communément on nupelle h la liatitcur due a lu 
vitesse a, et, récipiuquemeut , o la vitesse due k la 
hauteur fc. 

i.'U.Soit que le mobile monte ou descende, il 
suffira, pour former les équations de son mcuve- 
roeut sur un plan incliné, de mettre dans les pré- 
cédentes 9 ces • à la place de f , en désignant , 

comme dans le n» 117, pars le complément de 
l'inclinaison du plan donné sur un plan hurtsonlal. 
Dans le cas de la chute, ou aura dune 

r = gt cos X — Xfl gt' cos a. r> r=: Cyx « ». 

mais en appelant / la longueur du plan incliaé , et 
h sa hauteur, on a 

h = I cos 

si donc on indique par k la vitesse acquise par le 
mobile, quand il aura paroenrn toute cette lon> 
gneur, on aura 

A* sa 9^1 cos • s= 2fh ; 

ce qui montre que ectle vitesse k est la raëmoquo 
si le mobile fût tombe par la verticale h. 

Suit ABC (fig. 34) la circonférence d'un cercle 
dont le pbn est vertIcaL Supposons que AB repré- 
sente son diamètre vertical , et cherchons, d'après 
I. les équations précédentes , le temps qu'un point 
matériel pesant emploiera k parcourir la eocde AC, 
aboutissant à l'extrémité supérieure de CO diamè- 
tre. En ubaiss.uit du point C la perpettdiculaiK CD 
sur AB , on aura , dans ce cas, 

AC = r, kn =z hi 
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wêSê « P«B ébSga» ptf I le toaipt éenandé , on 
■m 

d*aprèt MM propriété eomna do «erale ; «d • 4*«U* 

lean 

en appeluot 6 le diamètre ABj d'ouTon conclut 

f* 5 

Or, ce tempe cil le même que celai de le dinie 

par une Tiaiittur vt- rlicale l ; 11 rn résulte donc que 
la corde AC sera parcourue dans le même temp» 
fM le diiioiétre AB. 
On Iroavm le wimt rétolUt , m comidëraot 

le mnriTrrnt'ttt sur !;> rnrfic ("B qui aboutit à PcS" 
Irénttlé inférieure de AB, et sera ausai per- 
coerae daiw le même temps que ce dianétre ver 
tkal. 

Ce théorème , inHt^ppndant de la lon^Tucnr de la 
corde parcourue , subsistera encore lorsqu'elle de* 
vkedn infininent petite ; ce qui tient à ee qit^ea 
Mène temps la compoMote de la gravité, qni 
a<;ii tuiTant cette loBgncar, ne sera pltas une quan- 
tité finie. 

m. Cenaidérof» aetnellement le nMmvemeBt 

(Tun corps solidf prsant qui tombe ou qui est lancé 
de bas en haut dans uu milieu résistant , et dont 
tous les points décrivent des droites verticales. 
Four que la force eoeâératriee ne dépende que de 
la-vitosse, nous suppoMtoM qoB le milieu ait p«r^ 
tant la même deoaité. 
Dmm le eae de la dinte , on aura 

gv* 



en inpposnnt la résistance proportionnelle bm 
carré de la vitesse (n" 134) , et dcaignant par k 
une viteaie omutante et donnée. Cette valeur de f 
étant une Tonction de il faudra faire usage de la 
wconde équation (1), et l'on en déduira 

En intégrant et supposant nulle la vitesse ini- 
tttle , de sorte qu'en ait «ssO quand I sssO, ii en 
résuite 

!.. * + • 

et , réciproquement , 

k — y ^ * 



d^oàfeniira 




• +• 

Je déiifine ici par • ta base des logarithuiee 

népériens, et par log un logarithme de cette espèce. 
11 en sera de nn-mc dans toute la suite de cet 
ouvrage ; ce qui u'empéchera pas d'employer 
qoelquefoii la lettre • k repràenicr d^autrea 
quantités , duns des formules où la base de cet 
logaritbmea n'eotiera paa. £Ue a pour valeur appro* 
cbée 

« = 9,7189618; 

et eelle du nodule constant par lequel il faut muU 
tipliar le legarUlime népérien d'un aonlwe quel" 
conque, pour en déduire le logarithme ordinaim 
de ce nooilire , est 

0,4342046 
A canae de dir=«<^/, on aura 




9 a 

en intégrant et suppoeani 9=0 quand tssO. On 
a atust 

et , par comcqucol , 

*• . *• 

u rs — . log. r , (4) 

pour la valeur de x en fonction de r . 

133. Ces formules rcnfcnnent la solution com- 
plète du problème. On en déduit cette conséquence, 
que le tempa augmentant sans cesse , le meuve* 
ment approche de plus en plus de runifortiiité , et 
qu'il est sensiblement uniforme quand la vitesse gt, 
produite par la pesanteur , est devenue très grande 
pat rapport à Jl, In effet, en négligeant alon fexpiH 

h 

nentkile « , qui est une très petite fraction , 
ona 

A* 

ess*, f=0, « = A«>~«<'logS. 

8 

La réslslarre dii fltinip ('tnut une force qui 
s'exerce à lo surface du uiobtle, la force motrice 
qui en résulte est indépendante de la masse , et 
serait la même , soit que le mobile fût formé d'une 
matière très dense , soit qu'on enlevât lu mutirre 
intérieure , et qu'on le réduisit à uue euvcloppe 

10 
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ris mince. Or , la Torce acc^Vratrifc se dédoisaot 
de la force motrice , en la divisant par la masae du 
corps , il a^ensuît que la prcmiéte de cm <leiB 
forces sera , toutes cboaei «Tulleut* ég»let , en 
rni'ion inverse de cette mnisi!, et, pnr conséquent, 
k en raison directe de sa racine carrée. C'est pour 
cela qae le moaTeneiit llmt , deiu un milieu rëtii- 
tant , est le plu» rapide pour le corps pesant dont 
la densité est lu |.tu$ grande ; la forme etrétendue 
de la surface restant les mêmes. 

IfwnA te deiMÎtd du nUlen tA trèi feible par 
rapport h celle du moLilc , !a quantité * fst très 
grande ; et ce n'est qu'oprès un temps très long 
qoe le mouvement peut approcbef de ranifofinUé» 
Tant que la viteese n'est |ms derenoe Itét 
eemidérable , «m • , eu aëriee «ont erseoles , 



(9t jr\ 



f fi 

ëÂT 



+ etc., 



9* t* . 



et les foraittles (S) et (3) deviennent 



• » 91 + etc., 



etc. 



Elles se réduisent , comme cela doit être , k celles 
du mouvement uniformément accéléré, lorsque la 
densité du milieu est tout-à-fait nulle, ce qui rend 
la qnentitd k infinie. 

134. Dans 1c CM oà le mobile «t lancé de bes 
en haut, ou a 

Si sa surface supérieure est la même que sa surface 
inférienre , k eensCanle k aen bumI la même que 

dans le cas de la cliutc ; mais si ces deux portions 
de surface sont différentes, les valeurs de k le 
aeront égalemeui ; et , par e«cm|ilie, iHI s*a^t d*ttn 
ednedentia beae aoitberiiontale, la quantité A 
sera beaue<nip plus (grande ou }<PB'irr>iip plus petite 
dans son mouvenient ascensiouuel que dans sa 
èhnte, selwt que «m «emmet sera ailaé an-detrat 
on au-dessous de sa base. Pour fixer les idées , 
je supposerai f^ie le moliile soit une sphère homo- 
gène j en appeiaul r son rayon , D sa densité et f 
cdle dm nstiea » on «on alors {vfi U4) 

Dr 

W 



y élani une con«itnn<e qui ne peut plus dépendre 
que de la nature du milieu , liquide ou fluide aéri> 
fome , et de «a «enpémiw*. 

En subititoant oette valenr de f dam k i 
équation (t) , on avm 



kdv 



+ 



T' 



et ni intégrant et dési|piant par a k vitesse initiale 
du mobile , il en résulte 



. r. , a. gt 

arc I taii'i = — J = arc ( tuM" == — 1 — — . 

»/ V */ * 

la valeur de v qu^on en déduit peut réellement s*é« 
erire mus k forme : 

a ces — — A sin — I 

V Œ ■ II— 

« sin — 4> • CM — 

* k 

En multipliant par dt et intégrant de nouveau , de 
manière qu''onait jrzsO quand t=0, on eu cou- 
elut 

*» y a 9' 9\ 
« s= — log ( — siu — 4" 00$ — ). 
g ^k k kf 



Onanmautti 



A« ode 



et par eoniéqaent 



is , Jfcs ^. «• 

* = 



2§ ''Al + •» 

1 

Si Tou fait — =«, et que Ton suppose ensuite 

•=0, piHir appliquer cet formulai an eaa du 

0 

vide, eUee se présentent eouak forme — ; et par 

la rè^le ordinaire, on trouve, comme cela doit 
être, 

vsfl— 'fl, # c= «I — 1/89!» î 

résultat qu*on obtient aussi par le dévdoppeneiii 

ea série , comme dans le numéro précédent. 

\ Appelons la plus praurlc hnnteur à laquelle 

le mobile parviendra , et qui répoud à e=0} nous 



a =3 r— 1*>8 — r— " 



Soit aussi ti le temps qu^il emploiera pour y par- 
venir } «a vakar sera 



•i = — arc ^tang = — ^. 
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P«nreno à celle hauteur , le mobile retombera , 
•I MO iMDatvcmentMTa eiprimé pir 1m fomalw do 

n" 132. SI Ton reprt^sente par a' sa yitcssr, lors- 
qu'il sera retombé de toute cette hauteur oa 
•un , d'aprc* Téquation (4), 

kt h 

en égalant cette valenr de A à la piécikleate , 

on a 

Jfc> _ + •* 
*» — rf« ~ kf » 

et , par cofuéquent , 



a* h 



d'où l'on conclut o' < a ; en sorte que la vitesse du 
Bobile, quaod il sera revenu à son point de départ| 
M Ireof e iDoindre que w Titeiie initkle. 

Smt «otti V le temps de te chate iotele , Uqmd 
wéfaoit%k9=s^. On 



^ A + a' 

eabieOfCiiiiMlUiitpoiira^ ievaleurf 

k V^a* 4- À> 4- a 

r =6 — log . 

Tileor différante de celle du tempe $% de Tâé- 

istion. 



Ea multipliant par |/o« -f* ** — le numéra- 
teur et le dénominateur de la fraction comprise 
teet le legerUfame, on enrei plui slmptenent, 

k k 

r=»-log— î 

y 1/ a» -f — a 

etsirooappeiie 6 le temps tntal I' ^ de l'allée 
et de tetonrdu projectile, on en eenclnre 

fl . Ov k 

-- =: arc f tanff s— 1 + lo^- . — — . 

SI le mobile est nn b'MiIpt Imct' (I;ms l'iiir par un 
Mou vertical, on pourra, nial'fré la rapidité de ce 
■Mneetcnt , mesurer le tenpa I evce quelque pré- 
cision ; et si Ton connaît , en outre , la vitesse de 
projection a, Téquatton prérédetite servira à déter- 
>riaer la valeur de relative au rayon r du boulet, 
te dénouant par V ce que devient k par rapport à 
un autre boulet do la même matière et d*nn layenr^, 
«naora 



•i*apf4i reipreeaton de k* du nvniéro prêchent. 



130. Dans le cas où 1 on fait abstractioa de la 
peeinteur , et on l*on mippoee la rdsiitanoe dn 
milieu proportionnelle à un'' pnis = ,in''Rde la vitesse 
dont l'exposant est moindre que l'unité , la solu- 
tion du problème présente une ete^letité qui 
rite d'être remarquée. 

teppeeem qn'en eit , pereiemple, 

g ei k étant toujours la (gravité et une vitesse 
constante et donnée. L'équalioa du mouvemeot 



en en tirant la valeur de gdt, intégrant et dési- 
gnant par n la vileme Wtiaie, il vient 



et , par conséquent , 



In anUipliant par dit, et Intégrent do i 
de eoHe qtt*oneit #=Oquaad 1^0, ontrenve 



pour l'espace parcouru ti un instant qncîrnnqtic. 

D'après la valeur de p, lu vitesse diminue depuis 
l'origine du mouvemeut jusqu'à l'instant qui lé- 

pond I »= >i k cotiaittnt, UTiteeee eit 

9 

nulle; eu doHi, le mouvement continue dans le 

même sens qu'auparavant , et la vitesse augmente 
indéfiniment. Huis la vitesse étant nulle à un cer- 
tain instant , la force accélératrice est nulle en 
mémo temps; per conséquent, le mobile doit 
s'.irréler à cet instant fliinntr'r r-n re|»os. Or, 
il faut remarquer que réquatioii du mouvement 
admet une solution particulière «=0^ en sorte 
que sa solution complète est Pensemble de son 
intégrale et c^r cf-tte équation p — 0; il s'ensuit 
donc que le problème est résolu depuis <=t) jus- 



qu*i 1= 



l^a* 



psr l'intégrale de Féquetion dn 



mouvement, et au delà de cette valeur de t par la 
solution psfiiettliète. Pendent le premier intertelle 
de temps, le mobile décrit, d'un mouvement conti- 



uuellement retardé, une ligne égale à 



u l ak, 
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è l*«i<féBHë é» laqpille il i^anèto «I d«ni«an en 

repos. 

Cet ciemple , pHremcnt hypothi'tiqnR , snflSt 
pour montrer U uëce&sitc d'avoir c^ard aux ftolu- 
tiont piitieolièrM in éqnattou différaHiallet du 
' moiivciiieiit , s'il en exittaît; ce qui n'arrive pas 
réellement , d'après les espressinns des forces en 
fonctions de la vitesse acquise et de Te&pace par- 
couru , qui ont lieu dans la natiuw. 

137. Donnons maintenant des cTf mples de mou- 
Temens dans lesquels la force accélératrice variera 
•Wcrcspacc pareourn. 

Le cas le plus simple • liett, lorsqu'il t*agil d'un 
point matériel attiré vers un rf>ntrp fiie, en raison 
directe de la distance à ce poiut , que Ton suppose 
«tué «or le droite que ee mobile ddorti. Au bout 
du temps t, «oit j eilte distance ; à une diitance 
donnée a, supposons qne fn ffirrp accélératrice 
soit égale a la gravite^; ou aura, d*aprés la toi 
donnée, 

f = —, 

pour sa voleur à \:n instant quelconque. Si t est 
Tespace parcouru au même instant , et que le mo- 
bile aoit parti du point situé à une distance c du 
centre d'atlnelien, en ee dirigeeoni vcft ee centre, 



4» 

— *f , 

et la troisième équation (t)defiei^in 

800 ittttfgnie complète est 

«ssAcee^l/^ — +Biin<l/Ï^î 

A et B désignant les dt-nx cnnstanlcs nrbilraires. 
£n supposant nulle lu vitesse initiale du uobilo , 
on eu» à la fois 

dë 

< = 0, * = c, — = 0} 

d*«ttroneondttt 

A 8 e, B = 0, 




« = e eoi f IX 



Cette fennule montra que h dîitanoe m eera nulle 

ou que le mobile atteindra le centre d'attraction ^ 
au Itout d'un temps indépendant de la distance c de 



1 I * 
pdnt de départ , et éf^al i — * |/ — • 

fera «nutte , de part et dWre de ce centre , det 



eedlbiiensdont Famplitude et k durée 1 

1 I 

Mfeateettediitanceeetcetempf 



m. Pour un entre exemple, eonaîdérone In 

mouvement d'un corps pesant dnns le vidr ; nous 
supposons qu'il tombe d'une asses grande hauteur 
pour qu'où dcMTe evoir éf^ard , pendant sa chute, à 
la variation de la pesanteur. 

Soient BAE (fi;;. ^^5") un grniui rrrrlr vrrtîral êe 
la terre , D le poiut de départ du mobtle daus ce 
plan, H sa positieu au bout du temps sttr In 
droite DC qui aboiutil an «entre C do la terra, et 
rencontre en A sa surface. Appelons r son myon 
CA , h la iMuteur AD, x Tespace DB parcouru par 
le mobile , « m diatacee Cl au «entra G i en «ortn 
qn*on eit 



La force accélératrice $ H*ê la 
point ffl ; en la désignant toujours par ^ à la sur- 
face de la terre , c'est-à-dire , au point A , et 
«opposant que leo intensité rarin en raison inTOnn 
du carré de la disteaee an «entra C^ on eim 



p l g II r* l i 



♦ = -i 
s* 



d'où l'on tire 



■u moyen de quoi la troisième équation (1) de- 
Tiendra 



Je multiplie ces deux membres par 2dx; j'in- 
tègre ensuite ; puis je détermine la constante arbi- 

dx 

train de manUra qu'on ait f quand «sO ; 
il vient 

df '^Vr + A — # r + Ay'» 

ce qui fera connaître la vitesse acquise par le mo- 
bile , k une dislance quelconque s de son point 
de déport. An peint A, «à l'on ««ssA^ cette 
vitesse sera 



et , par conséquent moindre , comme eda devait 

être, que si la ^'ravité av.iit , ilms toute la i 
tcur h, la même intensité qu'à la surface. 
L*équation précédente donne 




r + A (/"(r+A)»— »• 
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Otf M conpsTMit Mlle ë^etleo 

Téquation (a) du n« 73 , en toU que •! Te 
tirait une demï-cyclolde DOC, qni ait iton sommet 
au point D et ton origine an point 0, silné sur la 
peipendienlein OO ft h draiteCD , et dont te eerele 

géntVatrnr ait pour diamètre cette droite CD égale 
i r-f- que l'on mène ensuite par le point H une 
peipendiciibire IN à le droite DC , qui rencontre 



le ejdoide au point R , on aura 



en sorte qve rerdonntfe Kl do finint H fero oon- 
nnttre le temps ( employé à parcourir FnlHfine 
l>^' et téciproquement. Soue forme finie, *on 



uiira 



en iat^greut, et en obierveiit que sr&Oquend 

1 = 0. 

I«raque la hauteur h et, couéqnenunent , la 



distance s ^ seront très petites par rapport à r , 
cette formule devra différer très peu de celle qei 
r^ond i fai pesanteur constante. En effet, on a 



arc 



le sious étant très petit, on peut le prendre à la 
plaee de l'erc ; ce qui rend d^abord le second terme 
delà formule précédente ^al au premier. On peut 
•WM mettre le rajon r an lieu de r «f lk-^« ^ et 

féduire, par rnns.'qncnt , Ipur soramr à 2 X/'rx ; 
•t , de cette n)ai>iérc| la formule doat il s'agit «le- 



on simplement 



en négligeant h par rapport Ji r\ 

le me contenterai d'indiquer, comnse exemitle de 
calcul, le cas où le mobile soumis ft une pesentenr 
•tariable f.t l-nrtMr |jn<: en liant; ft , pour dernier 
exempte du mouvement rectiligne, je vais considë- 
mr le mouvement d*nn point metériel attiré vers 
dcuî centres fixes, situés sur la droite qu'il décrit. 

139. Sr.îcnt A et B (Cg. , !ps Himix rentres 
d'attraction , SI la position du mnbile an bout du 
temps 1^ el D son point de départ. On suppose , 
P«ur fixer le» idées , que le mouvement a lieu 
entre les deux centres d'attraction, et de A vers B } 
faisons 

Msa, AH=:«, AI> = «, BH=:e— «, 

en sorte qne «soit l'espace parcouru, s la distance 
dn mobile au point A , « la dist.nice initinle . et c 
la longueur de la droite AB. En supposant toujours 
Iss attmetiont en raison ioTerse dn carré des dis- 
tances, et ilé*ii;nnnt ,à l'unité de distance, para» 
et i> les iateosités des forces qui émanent des oen- 

ucsAetB, nous aurons— et , pour leu» 

intensités qnaud le mobile est en Le feree accé- 
lératrice % sera l'excès de la aeoonde foren qui 
*«nd à augmenter l'espace sr, sur la première qui 



tend à le diminuer \ donc, à cause de di^sdla^ on 

aura 



d-a 



o* 



pour ce que devient la tioisiéoM équation (1) , 
i% 

et — pour la vitesse e du mobile au point M. 

dt 

Xn multipliant Téquation (a) par 'idz et iittti- 
grant , on « 

dle« B** Sna 

+ — - > î (») 



y étant la constance aibitiaire. Pour ta déterminer, 
je désigne psr B ta vitesse initiale qui répond b 
a=«; on aura 



y — 



e— < 



2a* 

+ A. . 



Ko retranebant oette équation de ta précédente « il 
en réaullera 

ee qui fera eenuatire ta vitesse dn mobile, dans 
une position queleonque entra tas deux pointa A 

et B. 

140. Il y a, sur la droite AB , un certain point C , 
dans lequel les deux forces d*atlniction sont éga- 
ler, en sorte que si Ton y ptaçsil te mobile, ou 

qu'il y [>iirvîiit sans aucune vitesse acfiuise , il y 
demeurerait en équilibre. En appelant h la dis- 

tence ACjOnn 



0* 

h*' 



(c-à). 

On tire de ta deux valeurs de k, dont Tune appar* 
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tient au point C situé eotre A et B , et Tautre à un 
point sttaé rar le proUmgemeot d« Al , du côté du 
centre de la niniinire atlnicliMu La première de ees 
dcui valeurs est 



A ^ 



ac 



a b 

%ppfîon5! f la (>tus petite \itesse inîlinle qu'il 
faut imprimer au mobile pour qu'il arrive au point 
C , de sorte que, perrcnu à ce point , sa vitetse soit 
ûvUe ; en eure à l» fel« 

s = A, ~ = 0ç 

et, en vertu do r^ottien (c) et de U ireleor de Jk, 
il en lésuUen 



Si la vitesse initiale k est moindre quc/^ le mobile 
retombera sur A ; si Hle est plus «grande, il dépas- 
sera le point C , et ira tomber sur B. Dans le cas 
de A = le mobile «mpteienit an temps infini li 
iittcindre le point C , h cause qu*à une distance în- 
tiuimrnt petite de ce point , il ne serait plus nnimë 
que d'une vitesse infiniment petite , et sollicité par 
une force qui le semit également. 

141. Si A. et B sont les centres de deux sphrres 
Imtno^èiics, ou composées de couch«'8 concentri- 
ques , ou pourra supposer que les attractions que 
Ton considère sont œtlcs de en deox aplières ; et 
alors leurs ititcnsitds a' et t> , M'nuilé de ilistnnce, 
seront entre elles comme leurs masses (n" 101). En 
«opposant , par exemple , qne A snît le centre delà 
lune et B ci-ini de le terre, et n^ligeent le neo- 
sphdrioité de ces deux corps , on eore 

76 

enr le messe de la Inné , conelne de son ection pour 

1 

soulever les eaux du la mer. est — de celle de 1« 

75 

terre. On «nia donc 



A= 



1 + 1^76 



={0,10362} 



en sort** que point également nttiré par la terre 
et par sou satellite se trouve, à peu près, au 
dixième de leur distance mulnelle k partir de le 
tune. 

Soit r le rayon do la terre; on potirr.i premlre 00 r 
pour la distance c de la lune à la terre j et t>i le mo- 
bile est b partie de la snrfaee de la lune , en euro 
3r 

en même temps « = — , d'après le rapport connu 
du rayon de U lane il cdoi de U terre. Au moyen 



de ces valenra r et « , et deas 
tien (<!} devient 



1/76 



/> (0,044894) ^. 

r 

£u désignant par g l'altractiou de la terre à sa sur- 
face, omettra 

pour cette forée k limité de diitance. Si donc on 
fait 

(0,044894) rz=f*, 

ilenidtolteie 

Or, l'attraction g peut être prise pour In pesanteur 
dont elle est la partie principale ; par conséquent , 
/est la vitesse due à une heutem- r*; et à muse de 

9sa9-,80m6, «r = MO0O00<H, 

sa valeur est 

Ia lune n^ayant pas d^etmoapbère dont le résis- 
tance puisse diminuer la vitesse des corps partis de 
sa surface, il s'ensuit que si la terre et la lime 
étaient «n repos, un corps lancé de la surface de la 
lune vers la terre, evee une vitesse pins grande 
que 2301 mètres par seconde , dépasserait le point 
d'éiiule attraction, et viemir iit tomber sur In sur- 
race de la terre. Dans le mouvement de la lune au- 
tour de la terre, la droite AB qui va d*an eentre k 
Fautre rencontre constainmetit la surTaee <lo la lune 
en un itiêine point , qui devrait être le point D , 
d'où le mobile serait lancé suivant la direction DB j 
Hsais, pendant une seconde, le point D pareourt sur 
le cercle décrit du centre de la terre, une longueur 
d'environ 1000'° par seconde; pur conséquent, 
la vitesse absolue du mobile serait, en grandeur et 
en direction, ta résultante d*une vitesse dirigée 
suivant 1)B , et d'une vitesse de 100(1'" perperdicu- 
luire à DB. Cota étant, le corps no restera pas sur 
la droite mobile AB \ il décrira nne courbe dena 
l'espace, les formules précédentes ne s'applique- 
ront plus à son mouvement , et il ne viendr a pins 
tomber sur la surface de la terre , ooume dans le 
cet de rinuBobilité de It lune. 

148. En résolvant VéqnatiMi (A) par rapport k ét, 
on a 

J/cs — 3» da 

dt=z"— 

|/^o*e— (8n* — <i« + c>)«'f'>s> 

L'intégrale de cette formule a^eipriraero toujours 
au moyen des fonctions dlîptiques ; en sorte qne 

Ton pcïurrn enleuler, a»i !noven des tnbles de ees 
fonctions , le temps qui répond ù une distance don- 
née M, et réeipreiiuemeiit. Vab iodépendamment 
des cas où Tune des deux altractîons est nulle , Il 
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«■ e»t d^aulres pour lesquels Tintégrale de la for- 
mule précédente peut encore s'obtenir sous fi>rni ' 
fioie. C«s cas ont lieu lorsque lo quantité comju ise 
MO» !• nulied Cf4 un mné parfait ; ce qui exige 

(«os — tt> -I- 8S 8«s «y } 

équation d*oà ron tir* 



fl 

£n ég'alaiit cette veleur i celle de y do n» 130, il 

Tient 

~" c— 1 ê " 

J, uoe de ces deux Talcurs de A» est celle de/» ; 
fiutffcest éfidemment plu» grande. Us'ensuit donc 
qw qMad aoenne des deux quantité* a et in*est 

léro, on ppiit exprimer le temps sous forme finie 
ca fooctiou de », lorsque le mohile « rem la pins 
petUe VÎtcaaeyaYec laquelle il peut atteindre le 
p>int C, et lo«qa*an lui a imprimé une certaine 
titfsvf pins i^rnndc que ccllp-Ià. 

Je »ui>stituc la double valeur de v daos l'expret- 
■iM4ed^;avi«»t 



oc — [a ± (,} a 

formule que Ton rendra rationnelle et qu'on inté- 
grera , sansdifflenltë, par les règles ordinaires. La 
différentiel le A doit toujours étire positive} la dif- 
fi-rtiitielle dz est pnsitive pondant que !<; moliile 
s'avauce de D vers B, et itégutixc lorsqu'il retient 
Tcn A. Dsoa le premier cas , on prendra donc le ra- 
geai J/V» — *•» ^ mhM signe que le dë« 



naniaaienr «• — (« ± i) *, cl, dans la eeeend 

oas . nvco un sipne contraire. 

143. Suit que Ton suppose i = OottC = QO fie 
mobile ne sera plu» soumii qu^à Tatliaetien du 
centre A. L'éqnatieit (e) se réduira & 

la valeur de dt qu'on en déduit t^intégicta Moi 
forme finie , et fera connaître I en fonction de », 
d» 

Si Ton iSiit — s= 0 , 00 anra féquation 
dt 

• a * 

pour déterminer la dist.inrp z h l.ir|iicllc le mobile 
8 arrêtera. Dans le cas de 2â> =*» «, celtcelistance 
sera infinie ; ce qui signifie que le mobile ne s ar- 
rêtera pas. Il en sera de même dana le cas de 
2a» < A> A , d'où il résulterait pour z uiu: v.ileur 
négative qui ne peut appartenir à aucun point de la 
droite indéfiaie OB, suivant laquelle le mobile a 
étf^ lancé. Dans ces deux cas le moiiTement appro- 
chera de plus en plus de l'uniformité, à mesure 
que le mobile s'éloignera de Â. 

Quand la dbtanee s sera devenue très grande et 
le mouvement sensiblement uniforme , sa vitesse^ 
d'apràs Téquation sera à peu pràs égale è 

P *• — ou à |/*» — 2ga , en supposant 

qu'on ait a» = <ja.^ , «■\-<it-;i-dirc, en supposant qae 
le corps suit parti au la &uri.ice d'une sphère, d'un 
rayon «, et où l'attraction était égale à 9. Ce qui 
montre que I;i diminution de la vitesse initiale k 
sera d'autant plus grande que cette force et CO 
rayon seront plus considérables. 



CHAPITRE UL 



DU MOUVEMENT CURVILIGNE. 



( 1". jFbraNrlr# jénémfat df es moMMuiif. 

144. Dans le mouvement rnrvili«;ne , lu murbc 
décrite par le mobile est ce qu'on oppelto lu trajec- 



totn de ce point matéiiel. An bout d*ttn temps 
quelconque /, soit 31 (fig. 37) la position do mobile. 
Si l'on appelle « l'nrc CM do lu tnijerioir'' rdinpris 
entre le mobile et un point fixe C, pns urbilraire- 
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It tongMite I It ti^]wf4rfra, on 1t dix«eli«ii île 1« 
vitesse r, aveo d«« pinlIèlM «US u«* 4e« f, Mf 

dtt ijf ds 

4$ 4ê 

d*ott Pou coocittt 

|> = vcosa, ^=£«co«C, r=«cmyi (1) 

et en même temps 



nml tareelte mène ooarbe , 9 m» me fottolioii 
de en sorte que Ton inn , dam un numveaient 
«nrviligne quelconque , 

i = f f. 

Si Ton désigne, an même instant , par x, y, %, les 
trois coordonnées rectangulaires du mobile, ces 
variable* acront ausai dca fonctiona d« «I Ton 
aura également 

.^fi, 

Loiaqua c«a lioia deroièrea Aquationi aeront OO0« 

nues, on en déduira, ]iar réliniinalion de tes 
deux équations «u », de la trajectoire. Au 

moyen des éqoalioat de cette courbe , <NI délenui- 
neia a en fonetien de Tune des trois coordonnée», 
et, par suite, en function tie t; ce (p:i f( r i connuî- 
tre la loi du aiouvement »ur la trajectoire. Chacune 
dea treia équaUona préeédeotea eit celle du mou- 
Tement rectilîgue de la projection du mobile attr 
l'un ih-i H\(_'v 'les roordonnf'i'i : il <i'eiis.!t'. Jonc que 
la (icteriuii)at(un complète du mouvement curviligne 
d*ttn point matériel dana reipace, se réduira k celle 
de trina moUToaieDa reotiiigoea, qui seront lea 
mouvemens de ses projections sur les trois axes 
OSf Oy, Os^ des coordonnées. Quand ces trois mou- 
vemena aeront ooifennoa, celui du mobile aera 
aussi rectiligne et uniforme , et réciproquement. 

146. Pendant Pînstant dt, le mobile décrira Télé* 
mtnidê de sa trajectoire ^ eu ucgiigeaot, dans cet 
■nianelle de tempa îofinimant petit , l'action dea 
forées (jui le sollicitent , on pourra coiis-dt-rcr sou 
mouvement comme rectiligne et uniforme. Si donc 
on appelle o la TÎtOiae aeqjttlao au bout du tempa t, 
on mm 

" " dî* 

Si oaafotcca ceiaaient réellement d*agir à Tinatant 

quo Ton considère , le mobile continuerait de se 
mouvoir nvcc cette vitesse v, et suivant le prolon- 
^meot HT de Télément c'est-à-dire, kutvant 
la tangente i la trajechûte, pniaqno en vertu do 
riuertie de la matîireil ne pourrait alors rlianger 
ni lu direction de son mouvement ni lu (grandeur de 
sa vitesse (n» 113). Ou peut duuc cousidérer un 
point imtâiel qui décrit une ligne courbe qnd- 
OOnqve conune étant animé, à cbaque instant, 
«rti(i<« vitesse dirii;ée stiivnnt la tan:;eiite à celte 
courbe, et eipriuiee par le rapport de son élément 
différentiel i Télément du tempa. 

En représentant, au bout du même temps t, pur 
q, r, les vitesses des projections du mobile sur 
les trois axes des x, y, s, on aura aussi, dans ces 
troia montenena rectilignea, 



ig â» 




Hais si l'on désigne par y, les angica que fait 



V* = jp* 4. ^1 ^ r*. 

Le temps t rrnissant continuellement , sa difTé- 
reotielle est toujours positive. Les vitesses r, 
sont poaitivea ou négativea , aelwi que Ica coordon- 
nées Xj y, s, ctoiaaent ou décroiaaent. Dana lea 

équations M , on peut rc;;«r 1er 1 1 vitesse e comme 
une quanlile pu&itivei le sen» de cette vitesse, on 
la partie XT de la tangente k 1« trajectoire , auivant 
laquelle elle sera dirigée, se déterminera alors par 
les signes de q, r, qui feront connaître si les an- 
(jles A, C, y, sont at^uâ ou obtus. Dans Téquatiott 
it 

r = — , on conaidérera la vitaiio o eommonoai- 

dt 

tiva ou comme négative, aelon quo Pate a «rottm 

ou décroîtra. 

On appelle composantes de la vitesse r d^un point 
matériel lea viteaaeaj»^ q, de ses trois projec- 
liona aur dca axes reclangolairea; et oboeune do 

eea trois com])osantes est rr r^wn l'un entend par la 
vtieate du mobUOf paraliéicraent à l'axe auquel 
elle répond. En comparant lea équations (1 ) à ceUea 
du n* 31 , oa voit que cette composition dea vi* 
tesses se fern suivant les mêmes réglée que celle 
des forces. D'après cette aualogio,airon mène par 
le point ■ une droite qneleonqne MA , qui faaae 
avec les {*arallélea aux axei des x, y, s, menées par 
le même point, des angles a, b, c, aigus ou obtus, 
la composante de la vitesse v suivant cette droite 
MA aura pour exprewion générale 

p cos a q co» b r coê «. 



I.a quanlitf? de mouvement (n^ 128) d'un point 
matériel isolé, et celle d'un corps dont tous les 
pmnta août animéa de vitesses égales et parallèlea , 
se déoompoaeront en d'autres quantités de cette 

nature, et eetles-ei se réiluiront i une seuif , sui- 
vant les mêmes régies que les vitesses qu'elles ont 
pour facteur. 

146. Au bout du temps ( -f- dt, soient p -f» 
g -|- ç', r -j- r*, ce que devimnfTit le* trois compo- 
santes de lu vitesae du molute , parallèles aux axes 
dea m, y, x; en sorte que p' , q', r*, repréaentent lea 
augmentations inGniment petites de vitesses qui 
oTit lien suivant ces directions pptr.'-mt ^in^tant t/f. 
Laccroi&âement de vitesse suivant U droite MA, sera 

coa a 4* coa b cos e. 
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Or, ^IIm qiM «oient bi quintitéi ^, «i 

«» = j/* + î»» + f»» , 

et qu''on regarde « comme une quantité positive , 
m Yoxxtn toujours trouver trois aaglsi C'} y'| 
«tigus ou obtus , tels que Ton ait 

nà moyen de quoi roccroiMement de viteMO «ui- 
vtBtVA, deviendra 

« (t os a ces a' -\- cos 5 cos c -f- CM « Cos y). 

De plus , la quantité comprise cotre les parenthèses 
est le cosiniu d^on c«rttin angle que j'appelle 
LWerainment dont il s'agit est donc égal à 
« cm r: prïr conséquent, « est sa plus grande valeur, 
et elle répond à la direction de la droite MA, pour 
taqulle 1«« angles a, b, sont Ici nêliwi qoe 

y\ ce qui rend le coefficient de « égal à Tunité. 
DtDS toute autre direction , ruccroisscment de tî- 
tcsse sera égal au maximum multiplié par le co- 
ma» de l^Qgle qna fait cette direction queloon- 
qoeareecelln da majrùntnn; d'où il ri^sulte qu^il 
•ers nul par rapport à toutes les directions perpen- 
diculaires à celles do sa plus grande valeur. 

QoeUe que aoit la ■variation de vitnse du anobile, 
eo grandeur et en dlrcctiop , pont! iiit l'instant dl, 
il y a donc toujours une certaine direction pour la- 
quelle raugiuenUtiou de viteue est la plus grande, 
«t qui jeoit de celle propriété, que , suivant toutes 
Wi directions pcri><*nfli! "laires èceUe-là.lavitcMe 
n'est ni augmentée ni diminuée* 

M7. La direction d*nne force qui agit tnr on 
poiotauitdriel en monveneot, est la droite anivant 
laq!if !!i? f>lle augmente ou (diminue la vitesse ac- 
qaise,et jperpeudiculaireuicul n laquelle elle n'y 
fiiAût aneme allétatien. Ainsi , quand nom di» 
Mea que la peaenlenr d\iD eeipa en mouvement 
dans un sens quelconque est verticale , comme 
edie d'an corps eu repos , nous entendons par là 
qae cette force augateDle ta viteate verticale, et 
•*allèreavcuneweot la vitesse horizontale. 

Cela étant , désignons, au bout du temps t, par 
U", etc. , les intensités des diiTérenles forces 
qai Bgiaient a nr le point natdriel dont noua conii« 
éérons le mouvement curviligne ^ pur a, l, c, a' , 
V, c', a", b", c", etc. , les angles que font leurs di- 
rections données avec des parallèles aux aies des 
9,f,Mf et par X, T, Z, lea acmme» de leurs com- 
posantes snîvant ces asea; nent aorona d^abord 

(tt<>32) 

X = C cos o -I- U' cos a' + r ' cos il" + etc. , 
"Y = t cos -f- H' cos h' -f l ' cos -H etc. , 
1=1' C06 t 4" V cos c' + l ' cos c" etc. 

^lent ensuite M, u' ,u'\ etc., les vitesses infiniment 
petites que ces forces V, IJ', U ', etc., produiraient, 
pouiant Pinslant ét, suivant leura directiens res- 
fMlivas, ai èhacone d*ellet agiisui senle sur le 



mobile animé de la vltease «. On veita, eemme 

dam le n" 116, que la simultanéité dr res frrres 
n'influera nullement sur les grandeurs et les direc- 
tions des vitesses qui seront rdellement prodiiitea ; 
per conséquent, ai Pon continue d'appeler ^, ^, 
r*, les quantit'i; infiTiimftTt pt-iitrs cî iut les vitesses 
f* 9f ^» <^C' projections du mobile sur Icit axes des 
y» s^aecvottront dans Pinslant dt, ces quanti- 
tés seront les aeanwf des c ompe aa ntea de «^«^ 
h", etc. , snivaatoaa Imbaiea; en aevte que noua 
aurons 

]/ = « cos a 1^ cos a' u ' cos a" -f- etc. , 
=u cos 6 -f- «' cos b' u" cos b" etc. , 
W = « cos c -|- u' cos c' -I- ooa c" 4" 

IHais en appliquant à cbacune des forces «, u*) 
u", etc. , ce qu'on a trouvé (u* 118) pour la mesure 
d'une foroe d*apria U vitesse dent elle est eaptbie, 
ouaausaî 

eo euuqMuant les valmirB de p j ff, i'^ k eaUes de 
X, T, Z, il eu résulte doue 

ifsslM, f^ssTdt, f'ssZdki 

ce qui montre que raceroissement de la cempe» 
santé de la vitesse du mobile suivant chaque axe , 
dans l'instant rf/j est la vitesse produite, pendant 
cet instant, par la «imposante totale suivant ce 
même axe , dea feices données qui agi&soit sur ce 
point matériel. 

Ce résultat fimt h ce que les forces sont propor- 
tionnel!» aux vitesses qu'elles impriment au mo- 
bOe dans un même tempe infiniment petit , lea- 
quelles vi tw i es infiniment petites ne changent paa, 
soit que ces forces agissent isolément, soit que 
leurs actions aient lieu simultanément. Il s'ensuit 
aussi que ai les fonces appliquées au mobile sont, par 
exemple , au nombre de trois , non comprises dans 
un même plan; que l'on prenne sur les directions 
de ces trois forces i, Ij', U", ^ partir do leur point 
d'applieatieo, dea droites de grandeurs finlMqui 
soient entre elles comme les vitesses correspon- 
dantes u', u"; et que l'on achève le porollétépi- 
pède dont ces trois droites seront les oélés adja- 
cens, la résultante de oea forces sera dirigée 
suivant lu diagonale, et -'T-indeur sera à celle de 
cbacttoe de ces forces comme la diagonale cal au 
célé covre^ondanl» 

148. Si les iMcea qui agissent sur le mobile sont 
indépendantes de sa vitesse et de s t p isitinii dans 
l'espace , les mouvcmens de ses trots projections 
sur les axes des oeerdonnées seront indépendsos 
entre eus; en série que sa projection sur chaque 
axe se trouvera , au bout d'un temps quelcon* 
que, au même point, et aura la mémo vitesse 
que si les forces et les vitesses étaient nulles panl' 
lèlement aux deux autreaaaes. Il n*en sera plus de 
mémoi en général , qnaud lea fercea données va- 

It 
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ricront, en grandeur on eo dinolÎMtt MitavM U 

position du mobih; , soit aTPC sa tiles^P acquise; 
mais on pourra toujuurs dvlcrniiner sa vitesse et sa 
potUion, à choque instant, dft la manière tui- 
fmte. 

Puisque toutes les forces qui 8'^is!i»Mit sur tcmo* 
bile peuvent toujours être réduite:» u une seule , 
supposoni quê V , capable de U Tilene u, soit 
cette force unique, et désignons par « Tcspace 
qu'elle fer* parcourir au mobile pcnilant Pinslatit 
dtj suivant sa direction , iudcpeudaïuuieut de la 
Tîteite • de ce poîot natérM eu béni du Um^t #. 
0 aprie ce qu'eu va dans le n* 114, aou ra- 
roos 

Hais, en vertu de celte vitesse acquise v et de 
l'action de la force U ou de ses composantes, les 
eepeees pafcoara» par les projections du mobile 
sur les ases des t, ft, ê, pendant l*instattt dt, se- 
ront 

pdt 4- l/ifUt, 9dt + t/»^dt, nU -f Ifir'ét } 
done, àoaoM de 

pi = « cet o, = • ces = « cos 

et eu ayant égard au éqoalàoni (l) et à la valeur 
de > , on aura 

s' — X ~- u cos » -4- » cos a , 
y' — y = • cos C • cos b , 
M* — M m eos > + • eos e ; 

m éluut l'espace vdt qui serait décrit par le mobile 
dan rinstant ét, en vertu sealemenl de le vi- 
teMC», et g', y', s', ses trois ooerdonoées au bout 
du temps dl, ijui étaient m, f, m, au bout du 
temps i. 

Gela posé , soient toujours M (fig. 97% le peint 

de la trajectoire dont s, y, a, sont les trois coor- 
donuées , et MT la direction de la vitesse v. Soit 
aussi HA celle de la force U. Prenons sur 9 A et MT 
des droites HH et IK , égales li • et « , et acbevons 
le liaraltt-Iograiriiiie MFIÎl'K, dont l es droite!» sont 
les dc-uv cotes âdjaceus. L'eitrémité W de sa dia- 
gonale tteru , en vertu des équations précMentes, 
le point dont les coordonnées sont c*, y*, a', ou la 
position dn mobile nu bout du temps / | i"' 

Appelons r' la vitesse do mobile uu jtoini 11', 
laqiûÂle vitesse sera dirigée suivant le prolonge- 
ment VT delà droit* m', et aura pour valeur la 
composante de v suivnnt nu!;n»piilt^e de la 

vitesse produite suivant cette direction par l'action 
de la force U pendant IMnatant H. L*e^oe « étant 
iiifiiiiiiunt petit par rapport à il s^ensuit que 

Tauj^lc TÎI51' est aussi infinimprit petit; Ici rnmpo- 
sante de v est donc cette vitesse nieroei eu négli- 
geant les înlimment petits do second ordre. De 
plus, si Ton désigne par X l'angle AMH' que fait la 
direction de la force V a? ec le côté MB' de la tra- 



jectoire, on aura u cos S pour Taugmcntatloa de 
vitesse qui sera produite par Tactiou de cette force; 
il en résultera donc 

s; • ^ « eus l". 

Je fais t^ii^m'f et je prends sur H'T' une par- 
tie M'K' ^ale à je désîsne psr l'A' la direction 

t\f la force qui agît sur le tnalnlo quuiid il est par- 
venu cil B'î sur cette droite, je prends une par- 
tie irii' , égale à l'espace que cette force peut faira 
parcourir au mobile dans un instant di; j^aehève le 
parallélogramme M'H ^î"K'; et l'extrémité M" de la 
diagonale sera an troisième point de la trajcc- 
tcnre. 

En commençant cette suite de constmcttoos au 
point de tléparl du mobile , où l'on doit connaître 
sa vitesse en grandeur et en direction , il est évi- 
dent que l'on déterminera successivement tous les 
points lie sa trajectoire plane ou h double cour» 
bure, et, en même trm[is , lu vitesse dont il sera 
animé en chacun de ce» points. Si les intervalles 
de temps, quVn a supposés infiniment petits et 
désignés par dt, sont seulement très petits , on ob> 
tiendra une suite df pnints qui seront les sommets 
d'uu polygone, d'aulaut moins différent de la tra- 
jectoire, que ses eAlés seront plus petits. £n re- 
gardant la vitesse comme constante sur chaque 
côté , et prenant pour sa valeur la demi- 
vitesses qu'on aura trouvées aux deux est{ciattc-6 , 
on pourra caieuler le temps employé b poreovrir 
une portion quelconque du poly .;one ; par consé- 
quent , on connaîtra de cette manière la courbe dé- 
crite par le mobile , ainsi que •« vitesse et sa posi- 
tion à un instant donné sur cette courbe, à tel 
degré d'appro\iu)a(ion qu'on voin^r.i : niais il vaut 
mieux faire dépendre les valeurs des coordonnées 
du mobite en fonctions du temps , d'équation* dif- 
férentielles que l'on intégrera ensuite s*il est pos- 
sible. 

140. Cm i^uations différentielles du mouvement 
curviligne sont une suite immédiste du principe 
étulili dans le no 147. 

En efl'ct , les composantes de la vitesse du mo- 
bile, parallèles atu ax<» de ses coordonnées y, s, 
ds dy d» 

étant —, —, —, au bout du tempe quelconque 

it dt dt 

leurs aeeroissemens, pendant IMnstant A, seront 

dx dy Jz 
à. —, d. —, d. — j et comme chacun d'eux est 

dt dt 
dù uniquement à la composante suivant l'axe cor- 
respondant , de la force qui agît à cet instant sur le 
mobile, il s'ensuit qu'en appelant toujours X, T, Z, 
iea oompesantcs de cette force , parallèles nus ases 
des coordonnée* w, y, », nous aurons 

ds dm d% 

d.-^JLdt, d. — issYd», d.—=iUt, 
dt dt dt 
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««, eeifiiî «■( la même cbMe^ 

d* s ^ d* V d* i 

I.C problème consistera, dans chaque cas , à in- 
tégrer cet trais équation» du nonTement ; et l'on 
peut conférer, pour ettle totégration, te pro- 
cédé <in ri'^ |>rfr »-f}f'rit comme une méthode géné- 
rale d'approxîiuattoii. Leurs iutéjjrales ooatieodroat 
sis oenstanlet «rbilnires , que Ton délermiatra au 
mycn d«t trois coordonnées dtt mobilo à Pongioe 
du mouvement, et des trois composantes de la vi- 
iMse initiale, c'est-à-dire, au moyen des valeurs 

dg iff Jm 

im six quantités s, y, 9, — ; —, —, qui seront 

dt dt êt 

données poiirlas 0. Ces intégrales et lenis dilTéren. 
lidles premières feront ensuite connaître la position 

du mobile à un instant tjiiclronque , et sa vitesse 
ta grandeur et en direction. £q éliminant entre 
sDes Te tenk|a t, on aura les deux équations de la 
frajerlciire. Quand on saors d'avance que cette 
courbe est plan«* , on pourra prendre son plan pour 
eeloi des f et y, par exemple j ce qui réduira les 
(rois équations préioédentes aux deux premières. 

160. Au bout du temps i , soient a, b,c, les 
troiî rnorHoTinces d'un second point matériel , h la 
position duquel on veut comparer celle du premier. 
Usaics de ces coordonnées étant oenx des y, z, 
jeisis 

les ntiables «'y ff, éy feront connaître h chaque 

instant ta position du premier point par rapport au 
second ; et d'après les équations (2) , on aura 

d>«' d^Q. df^if d^b d^M,' d*c 

if~ dt» dt** dt* dfs' 

peur les déterminer en fonctions dn temps. 

Qujnd 1t> mouvement du second point ne sera 
pas connu, mais que Ton donnera seulement les 
eonq^osantes A, B, C, parallèles ans oses des coor« 
éonndss, dn lu fSwce qui le sollicite , on aura 

etil en résultera 

^ *' d* m' <i< z' 

dt* * df dt' ' 

pour les équations du mouvement relatif dn pre> 
nierpmnt. 

Si la force dont A, B, C, sont les compcesntes 

açilà l.» fuis sur les deux inol)il('«, ces oninposantcs 
eatreroot aussi dans les valeurs de X,T,Z, et 
disparaîtront de ces dernières équations. Cest ce 
qui arrivera , p.ir ciomple , à Tégard de* corps qni 
te meovcot k la surface de la terre, et dont on 



rappctie les positions k des points déterminés de 

cette surface : les forces relatives k ces points et 
provenant du mouvement diurne de In terre . n'en- 
trent pas dans les équations des divers mouvcmeus 
que l*on oonsidère à sa superficie} et Ton en fait 
complètement absinction, en formant ces éqna« 
tions. 

Toutefois , cela ne veut pas dire que les mott'> 
vemens que nous ebservons soient tous indépen* 
dans de la vitesse de rotation de la terre. Etle 
influe pour une petite partie sur l'intensité de la 
pesanteur, et, conséquerament, sur les monve* 
mens Tcrticanx. Dn plus, quand un corps tombe 
d'une hauteur coiisidf'rahie , la vitesse de rotation 
dont il est anime <i son point de départ est un 
peu plus grande que celle qui a lien au pied de la 
verticale menée par ce point; d^on il est aisé de 
conrltirc que le mobile doi t s'i'rnrler un peu de ectte 
droite, et venir rencontrer la terre à une petite dis- 
tance dn son extrémité inférieure. Cette déviation, 
qni a été effectivement observée, rend sensible, 
par une expérience directe, le mouvement de la 
terre autour de son aie. 

les mouTcmeos iodépendans de cette rotation 
sont ceux que produit le cboo des corps , et aussi 
ceux qui sontdus èractioumosculairedeslionimes 
et des «oiniaux. 

Iff I. Les équations (8) sont celles dn mouvement 
d'un point matériel entièrement libre; mais il est 
facile de les étendre à un point matériel assujetti à 
se mouvoir sur une surface donnée, it suffira pour 
cela , comme dans la cas de féquilibre (na 36) , do 
joindre aux forces données qui agissent sur le mo- 
bile, une force de grandeur inconnue, qui repré- 
sentera la résistance de la surface. Cette force jiera 
nonuale ft ta surface donnée; je b représenterai 

par H, et par x, /x, r, les anL;!es <pi'illc' fait avec le» 
prolongemcns des coordonnées y,», du mobile î 
les équations du mouvement seront alors 

d^s \ 

— t= X ^. H ces A , J 

^ = Y + IlcosM,|> («) 

di « i 

— =Z + llcos', I 

£n représentant par L=0 1 cqu.itiou de la surlace 
donnée, et faisant, pour abré^'er, 




OR aura (n» 2 1 ) , en même temps , 

dL dL dl 

COS X = V — , eus /* = V — , CO8 » := V — . 

df ijf dM 

Après avoir substitué cca valeurs dans les éqna> 
tions (4), on éliminera entre elles le produit nVj 



Digitizod by G<. 



84 



T&ÂITÊ DE ifiCANIQUB. 



les deux équations qui en rénUoont , jointes à 
L=0, serviront à dclcnniiiLT r, v. m forirtiong 
de i, Oo titera ensuite Ac l'imo cics équations (3) , 
OD d'OM COBÉbinrison quclconqur- de eet ^aa- 
tiinif, te Tmlcor de ITV ; et rommp doit toujours 
£lre une quantité positive, le signe de cette valeur 
fen connaitrc celui do V ; au moyen de quoi la 
feree noranle n ei le sens dui le^oel elle agit , 
feront complètement détermiodtt 

Si le mobile est assujetti à se mouToIr «or deux 
surfaces données , ou sur leur courbe d'intersec- 
tien, «D le coatidérera enoora conmie eoliAieiiient 
libre, après avoir jr»int aux farces données deux 
forces inconnues ?i et W', normales à ces stirfnres; 
et en désignant par x, /«, t, les angles qui ticLcr- 
ninenmt les dvectioBs de le première piriapperi 
aux axes des s, y, s, cl par x', /x' .', les anglei qai 
répondroot à la seconde, il en résultera 



-r— = X — P cos 



d* y 

n 



-3-^ = Y + S cos + R' COS y, > (4) 



pour les équations du mouvonent. Si L = 0 est 
Téquation de la surface dont R est la résistance, 
et qu'on représeote per L'sO celle de la satfaee k 
Inqiullc N' correspond, les voleurs rir- ms > , cos /u, 
cos », seront les mêmes que prcccdemmcnt, ei 
oellee de eos i^', cos /n' , cos s*en déduiront par le 
diangement de Y et L en Y' et I.'. Après avoir 
substitué les unes et ]e<; mitres dans les équations 
(4), on éliminera les produits RY et K'V. L'équa- 
tion qui en réralfera, et les équations donndes 
L = OetI>'=0, serviront & déterminer les valeurs 
doT, y, £. fonctions de t. Celu fjïl, nn tirera de 
deux des équations (4), les valeurs de Pi V etK'V, 
dent les signes seront eens de V et T'; et, de celle 
manière, on conoolira les forces normales R et IF, 
et lo sens dans lequel elles api"î5Pnt : leur résul- 
tante sera , en grandeur et CD direction, la résis- 
tance de le courbe snr laquelle le mobile est 
estreintè se mouvoir. 

152. Pour donner une forme plus simple aux 
équations (4) , soient m In masse du mobile et fsP 
le pression qu'il eseroera, dans son élet de mouTO- 
ment , stir la courbe qu'il est forcé de décrire. 
Désignons par «, , les angles que fait la di- 
rection de cette force avec les prolongemeos, dans 
le sens positif, des oowdonnées tt,f, s , de ee 

point; lu rrsistnncc qnc lu rntTrlir npjuT'^e au moa> 
vement du mobile , considcréc comme une force 
eeeélénitrioe, sera égale et eontnire à P ; en la 
Joignant aux forces données X, Y, Z, qui agis- 
sent sur le mobile, nous •nrons, an lien des équa- 
tiens (4), 



-1 

^ = V - Pcos-, ^ 



La dîieoiion de la force P n'est pas connue à 
priori : on sait seulement qu'elle est normale » l,i 
courbe donnée; d'où il résulte que le cosinus de 
l'angle compris entre cette direetion et le tangenin 
k la trajectoire doit être égatà sére; en qui donne 

dx dy dz 

— C08*4 cos«' + -.cos«'* = 0. (6) 

dt d» dt 

Les angles «, v', seront, en ontre, liés 
eni |«r réqnetion ordinaire 

eo^ « + cos* + nos* 4^ ss I. 



iP,«, entre eseéqnoUono, 

en ejonlant les équations (S), ^trètteseTuirmnl» 

dx dy dz 

tipliées par — , — , — ^ en ayant égard à t'éqafttieil 

ds ds ds 
(6) , et en faisant , pour ebréger , 

ds dy d% 

X-- + Y-- + Z- «», 
da dê d$ 

en ■ alors 

dsd* s - t- dyd* y rfed* » 

d^ *' 

Sa dUFérenliant l'équation identique 



de» + ^s de» 

dt* 



et divisant par 2dty on voit que le premier membre 
de l'équation précédente est la même chose que 
d» i 

— >; on tnm doue simplement 

dt* 



d* * 
dt* 



La force 9 est la somme des composantes des 
forces données, suivant la tangente à ta trajectoire, 
lesquelles composantes seront r^ardées eomme 

positives on eomme né;;ativcs, selon qu'elles ten- 
dront à augmentrr n diminuer l'arc s décrit par 
le mobile. L'équation i^7) signifie donc que dans le 
mouvement onrv iligne, conune dens le monToment 
reetiligne, la forée qui agit sur le mobile dans le 
sens de son mourcmenl est é^ale an second coeffi- 
àeai différentiel de l'espace parcoiuu : à cause 
d$ 

de vs=— , on p««t onssi dire qn*«tle est émle an 
dt 
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prenuo coéOcicot didréraatîcl de ta «item ac- 
quise r. 

Celte équation étant indépendante de la réah- 
tance d«hi courbe, contient euttieii monvement 

<run point matériel entièrement libre et il celui 
d'un point matériel assujetti a demeurer sur une 
surface courbe ; mais c'est principalement dans le 
eu iTiui point nutériel qui se ment ku une conrbe 
doDne'e, que cette cqiialion pourra èire utile. On 
tirera des équations de cette courbe les râleurs de 
s,y,if en fonctions de r; et après les etoir sub- 
stitoëes «Uni réqnaUon (7) , il ne rettem plui qn^ê 
intégrer cette équation du scconrl nrtfre entremet 
I. Les deux constantes arbitraires que renfermera 
■on Intégrale se détenadneront an moyen des ▼■- 
dé 

leurs de « et— qui répondent à <s=0, c'es(-«-dire, 
A 

au moyen de la position et de la vitesse initialea dn 

mobile. Quand les trois coordonnées t , y , 
auront été déterminées en fonctions de t, d'après 
Tint^rale de Péqnation (7), jointe ans denx équa- 
tions données de la trajectoire, les équations (fi) 
feront ronnaltre, à un instant quelconque, les trois 
ctHDposanles de ta pression P qu^éprouvera la 
oenrbe sur laquelle le mobile est obligé de se 
nouToir. On trouvera, dans le chapitre suivant, 
une détermination plus simple de celte force en 
grandeur et en direction. 

% 0. <!!MHlgiMM«e pri»ieSp€in dks famMUê 
f/fécUmMêÊm 

lôd. Lorsque le mobile est sollicité par une 
fctee dirigée ve» no centre flse, on obtient immé- 
diatement trois intégrales prcmiitee des équa- 
tions (2). 

Pour cela, plaçons Peiigine des coordonnées 
Sf f,M,mtco point; représentons, en grandeur et 

en direction, la fnrre qui son!<'it»> le mobile, par 
son rajon vecteur^ et construisuns le parallélépi- 
pède dont œ rayon est la diogonale , et qui a ses 
trois cétéa adjacens sur les axes des x, y, s. Les 
trois rfiordonni ps r, z, du mobile seront les 
grandeurs de ce» trots côtés, et représenteront 
lea tinis composantes de ta forée donnée; en sorte 
que Foii nnin 

X : T : K « : f : e; 

d*ottron tire 

Xij zzz- Yjr , Zx — Xs , Ys = Zy, 

D'un autre cote, les équations (2) peuvent être 
remplacées par cellc>ci : 

y* « — xd* y = (Xy — Yr) df , 1 
g4» ^ — J5* « = (Z« — Xc) dt* , > (o) 
y ^ yrf> « s9 (Ts _ Zy) dl>. s 

Or, leurs seconds membres sont nuls en vcrlu des 
équations précédentes; et comme leurs premiers 



membres sont les difrérentielles de yds — rdjff 
xdM—mdSf Mà/f — yds, on aura, en intégrant^ 

ydx — rdy = crf/, 1 

xds — idx z=: c'dtf { (i) 

tdy — yds = tfdti ' 

Cf c'yc''f étant des constantes arbitraires. 

154. Pour énoneer le théorème contenu dans ces 
intégrales premières des équations du monvement, 
considérons la projection AUB (flg. 38) de la tra- 
jectoire dn mobile sur le plan des coordonnées s et 
ff dont les axes sont Os et Oy. An bout du temps 
t, soient M In projection fin mobile, OP et HP son 
abscisse s et son ordonnée y ; et C étant le point 
où cette combe coupe Pesé Oy^ appelons «lésée» 
tenr GOH , p Paire GOm , g le trtangle OVK ; non» 
anrans 

Si H' est la projection du mobile au bout du temps 
i-\-dt, MOM' sera l^iirc flécrite par lernrnn vecteur 
de cette projection pendant Tinstaut dt; ce sera 
aussi ta différentielle de « ondep — >9 1 et i eausede 

dp = ydjr , dq = i/Zxdy + l/2y<ir, 

on oura 

du = 1/2 {ydr — «rfy); 

par conséquent , la première cquation (&} signifie 
que Paire décrite pendant cbaque instant ét psr le 
rayon vecteur do la projection M du mobile est con- 
stante et éç^ale à \/icdl; donc aussi l'aire décrite 
pendant un temps t quelconque , est proportion- 
nelle k celte variable et égale à 1/S cl. Les airee 
décrites dans ce même temps par les rayons vec- 
teurs des projei tions dn mobile sur les plans des 
X et 2| et des y et seront de même égales & 
1/3 «f* et 1/9 e"l. 

Conolnons donc que quand on point matériel est 
soumis À une furec eonstammcnt dirigée vers un 
centre iiie, les aires décrites autour de ce point 
par le rayon veeteur de sa projection sur un pkn 
quelconque passant par ce même point , « rit prn» 
portionnelles au temps employé ù les décrire. 

Réciproquement, lorsque cette propriété* Ken 
parrspport à trois plans reetangolaires menés par 
le centre des nire? , nn m peut conclure que la 
force ou la résultante des forces qui sollicitent lo 
mobita est constamment dirigée tcts ce centre 
fixe. 

En efTet, si tes équations (i) sont donuéeSt CD 
aura , en les différentiant , 

yd^S'~Md*jfs=0, »d^*—ad*ss=Of Mf*y— fd*s=^ 

en vertu des équations (a), «jnl sont celles d^Utt 
mouvement quelconque , on aura donc aussi 

Xy ^ Tx^ Z« s= Xs , =t Zy ; 

par conséquent , les forces X , Y , Z , seront entre 
elles comme les coordonnées M,ff, s, do mtdiilc ; 
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et qui suffit pour que leur résultante soit constam- 
ment dirigée vers l'origine des coordonnées. Au 
reste , cette force peut être attractÏTe ou réputsivc , 
oPeft-li-dire qu^alte peut agirraîvant le rayon vec- 
teur du mobile , ou suivant son prolongement* 

166. Lorsqu'un point matériel est soumis à une 
force dirigée vers uu centre ûxe , il est évident que 
«• tiejcetoiTe ett voe eoarbe plane, puieqnM 
aurait uuciine raison pour qu'il sortit, plutôt d'un 
c6té que de l'autre , du plan passant par la dircr. 
tton de M TÎtesie ioitiele et par le centre fiie. C'est 
«usai ce que Ton dédnit dea ëquetîona ()); car «n 
les ajoutant , après les avoir mnUipUéea par », jf, », 
et dis isëe par dtj il vient 

«2 4- ««ir 4. é'z = 0. 

On pKut prenrJre ce plan pour celui des x et y ; 
l'aire décrite par le rayon vecteur même du mobile, 
dans le plan de sa trajectoire , sera donc propnr- 
lionnelle au tempa ; et , de plna , le théorème pré- 
ccdent se réduira n cette proportionnalité. En 
efTct, si elle a lieu pour l'aire décrite sur le plan de 
la trajectoire, elle aura lieu également pour Taire 
décrite par le rayon Toetenr de la projeetion do 
mobile sur tout autre p!aii ; r.ir eette autre aire 
n'est autre ciiose que la projection de ta proiuiére 
snr ce plan ; et noua aoTons (n" 10} que la projec- 
tion d'une aire plane a un rapport eonttantaveo 
faire projetée. 

166. L'aire iaGoiment petite MOJI' peut aussi 
•*esprim«r en coordonnées polaires. Pour cela , dé- 
eîgaons par r le rayon vecteur OM , et par 0 l'au-le 
MOx qu'il f.iit avLc l'axe des X. Décrivons du point 
0, comme centre, l'arc de cercle Mi> qui coupe 
•n peint If le rayon vecteur OH', correspondant k 
l*anglc I — dk, et qui aura pour longueur rdi. Le 
secteur eirciitairc IffO?! sera ctjal à !/2r» tf5 , et 
pourra être pris pour l'aire MOH', en négligeant 
raîre WM '1 infiniment petite du aecond ordre. On 
devra donc avoir 

$4s ~ «d|r s dl ; 

équation que Ton vérifie effectivement ou moyen 
dee valeura 

«sfcsoaft yssraini, 

et de lenra différentielles , qui sont 

dx = cos S(ir-j- r mnidt, </y = sin(dj' — r cos 6<i5, 

à cause que celle de rnn;;lc 9 est ici — </5. De 
cette manière, la première équation \ù) prendra 

le forme 

r*«A = edt, 
août lequelle on Remploie ordinairement. 

On exprime de même en rnordonnées polaires 
réléaicnt de la courbe. £u désignant l'arc CS par 9 
et cet élément par , on aura k la fois 



en consitlérantMNl' comme an triangle netîUgUA 
rectangle en on en conclura donc 

d^ = tir» 4- r» di* -j 

00 qu*on peut auaai déduire do la foromle 

dff* = dx* -f- d]f* , 

au moyen des valeurs précédentes de dx et dy. 

A cette occasion , nous ferons remarquer que , 
dana une trajectoire piano , les composantea de In 
vitesaedu mobile suivant le prolon;;ement MO' de 
son rnyon veetenr MO , et suivant la perpendicu- 
laire ti ce rayon , suul exprimées par 

dr rd% 

car Tangle O'MT que fait ce prolongement avec 
la tangente MT est complément de l'angle M du 
triangle ]U'Bl?i i d'après ce triangle, ou a donc 

ér rdl 
ce* O'HT = — , eiu O'MT = — ; 

dr dr 

et eu multipliant ce cosinus et ce sinus i>ar la vi> 
dr 

te^ie — , dirigée aoivantHT, on aura leacompo* 

dt 

santé» dont il a'egic. il est aouvent utile d*en faire 

usage. Elles diffèrent des composantes — et — de 

de dt 

la même vitesse en ce que les directions de celles- 
ci sont flics , et que celles des précédentes varient 
avec la position du mobile, 
dl 

La vitesse ^ » avec laquelle le rayon vecteur OM 
dt 

décrit rongle COM compté à partir d'une droite 

fi\e, est ee qu'on npprllf l i \\t'-$<iç anjufaire du 
mobile. £Ue se déduit , comme on voit , du sa vi> 
rdl 

tetM " , perpendicnloiro à OM , en la divisant par 

dr 

ta Inngueor deoerayon. 

157. Revenons maintenant aui équations diffi^ 
rcntielles du nionvmient. 

Ajoutons le^ équations (ô) du n" 162 . après les 
•voir multipliées par dr , ^ , d«; en ayant égnrd k 
l'équation (6) du mémo nnméro , et observnnt que 

drch j -\- difd^ y -\- dzd' i l ds* 1 

— =—((.—= — a.»» , 

2 A« « 

1 I en résultera 

1/M.os s^Xdg^rdg-^ Zds. (c) 

Supposons que les expression!» desforees domiées 
X, Y, Z, ne renferment ctplicilcmcnt ni le 
temps f , ni la vitesse v , et qu'en considérant sr ^ 
y. M, comme des variables indépendantes , cette 
inrnnile {c) soit une différentielle eucto; faisons^ 

en coiiséiineiicc , 

Xdjr -1- Yd^ ^ Zds = d.F (« , y , a) i 
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F indiquant une fonction donnve : en intégrant Té- 
qmiîiM (e) «( «iésigomt par C la oonstanle «rbi- 
batra , nmu aiiroiw 

•• = 21 (4f,f,t) + C. 

ftnt éRnÙHer catls conalaate, avnnl a, h, €, k, les 
valeon isîtîaleB de jf ^ s , v ; on aura 

et, en retranchant cette équation de \m précé- 

n = *i + 3F {x, y, *) - 2F (o, &, c). (rf) 

Ce résultat c ta ni indépendant delà résistance i\ 
de la courbe, égale et eodtniire à la fnreePqui 
entrait dans les équations dont on TadédllUt il 
s'ensuit qu'il n l'jijlemcut lieu dans If mouTcroent 
d'un point matériel entièrement libre , et dans 
le oiootcaiexil inr aae tuface on sor une oonrbe 
deouée. 

La conséquence immédiate de cette équation ((f), 
c'est que la vitesse est constante et le wouTement 
ttuiforsie toutea les fois que le mobile ti*esl aolii- 
cité par aucune force donnée ; car alors la fonc- 
tion F est nulle , et Ton a r=^k , soit que le mou- 
vement ait lieu sur uae surface ou sur une courbe 
deouée , en que le mobile aoit enliérement libre. 

Cette ëqiMtien nous montre , de plus , que dans 
la supposition qiron a faite sur l.i n.iture des 
forces X , ï , Z , l'accroissement du carré de la 
theeie dn mobile, en peaMUt d'une position k une 
entre , est toujours le même , quelle que soit la 
conrhe qiril a dt-crite , et ne dt'pend que des coor- 
données bf VfSf y, s ^dcs deux points extrêmes, 
tiorsque eette courbe lere donnée, en feulement 
lorsque le mobile sera assujetti à se mouvoir sur 
nne surface donnée , on prendra pour k la vitesse 
du mobile tangente à celte courbe ou à cette sur- 
face. Si la percoaaion eserede sur le mobile à reri- 
gine de son nuMn emtnt n'n pas cfttt<; direction, 
elle se décomposera en deux autres forces, l'une 
normale et Tautre tungentielle ; la première sera 
détruite fiar la r^istaoce de la courbe on de la 
SUifacc donnée ; et c'est I > sri ninlf rjui produira 
la vitesse hj, et qui en déterminera le sent de le 
direction. 

Si Ton désigne per C use cowtaate erbite «ira , 
réquetioa 

■ara celle d*noe entliiee qui tera atteinte avec det 

vitesses égales par tous les mobiles soumis aux 
torrars forces, partis dn point dont a ,b, c , sont 
les coordonnées, suivant diiferentcs directions et 
avco nne même TitONe k. Lorsque , par eiemple , 
ces mobiles ne sont sollicités que [lar la pesanteur, 
cette équation est celle d un plan horizontal. 

Dans le cas d'une courbe donnée , on déduira de 
Miéqaetinnsleeve1ennde«^y^ enfenetioni 



de l^arc m; eu les substituant , dans l'équation i 
et } mettant — à le place de e, onen tiren 

dt =i SdSf 

on S est une f-im lion diMiiiéedc s : por conséquent 
dans ce cas, la détermination du temps en fonction 
de respaee parcouru se trooTcra réduite k fin- 
té^rution d'une différentielle donnée. Mais la suppo» 
sition sur laquelle est fondée l'équation [d] , et , 
conséquemment, cette équation , n'auront pas lieu 
quand le mobile éprouvera la résistance d'un 
milieu, qui est une force dépendante de le Tllenef 
il en ser f de mcnre lorsqu'il ^'n irn dn mouvemrnt 
d'un point matériel attiré ou repoussé par d'autres 
points qui seront ena-mèmes en mouTcraent ; cir- 
constance qui introduira le temps / explicitement 
dans les valeuis de X, Y, Z. D.ins ces deux cas, si l.i 
trajectoire i st une courbe donnée, on fera usage do 

dt 

réquation (e) , dans laquelle on mettra ~ en lien 

dt 

de • , et qui se changera dans l'équetion (7) du 

n- 152. 

168. La formule Hdx -^Ydif-^-Zda sera une 
AITérenticUe exacte, comme on vient de le suppo- 
ser, toutes les fou que le mobile sera attiré on 

repouss<? pur des ^rntrr- fiies, et que les intensités 
de ces forces seront esprimces par des fonctions do 
la diatenoe eus centrea dont elles émanent. 
En effet, soient 0, f, g, le* trois ceefdennéeed*un 

des centres fixes, rapportées aux mêmes axes que 
I, y, s. Désignons par r la distance du mobile & ce 
poiut ; on aura 

r. = (a - »). 4. (/ - y). + _ . 

et les eesinnt des angles que cette droite r fait 
avec des axes menés par le mobile, suivant les 
directions des y, s, positives, seront les rapports 
de e— f'^y» 9^"» ^ S> donc on repiésente 
par II la force attractive, dirigée du mobile TCrsce 
centre tixc , SCS trois Composantes aiuoot pouT CI,- 
presâiuus 

^{•-') Mf-v) K(y-«) 
— ;: — I — ;: » ;: î 

et conséquemmcnt , In partie de TLdÊt^Tig^'Ijii 
qui proviendra de R , sera 

r 

Mais en différentiant la valeur de r* , on • 

tér-= — (•— *) die— (/— y ) rfy — (y — «) , 

ce qui réduit à — Rdr la quantité précédente. Si 
la force qui émane du centre fixe était répulsive, 
il suSreit de ebengcr le npm de celte quantité , 



88 miTt m 

qui ticviendrait Rrfr, en roiisidérant, (kut tous les 
cat, R comme une quaitiitc pusitivo. 
On conclui de là que ti le mobile eit tallieïié 

pir un nombre quelconque lîe Ton es 1*. , . H", etc., 
qoiéiua»ent de ceutres thrs, dont li-s Ji»lauccs à 
ee point matériel tont r, r*, r'\ etc., on aura 

\Jr -f \dy-^ùiU = :f Rdr :f ii'dt:f. h"dr':f. etc.; 

tes signes supérieurs uyant lieu dans le r.-is des 
attractions, et les signes inférieurs dans le cas des 
répulsions. Or, en supposant que chaenne de cea 
forces toit une fonction donnée de la disl;)nco cor- 
rrsfiondaïUe . tous les termes de cette valeur de 
Xdjc -^\dy-\- Ldi »eruul des diiTércntielIcs dé- 
pendanlead^uoe aeule Yarieble, et, par conséquent, 
cette Turmulc <îcra une dîffdnattdle eiacte; ce 
qu^il s'agissait do prouver. 

OoiroU aussi par là, et d'api i , i équation (cQ , 
que roccroissenent du carré de la ^ iteiae prove- 
nant de chacune des forces H , lî', U", etc., s«'ra 
le même que si elle existait seule : à l'éj^aidde la 
force B , par exemple , oel aoerotssemenl scim es- 
piinië per en prenant l'intégrale de 

manière qu^elie s'dvenonisso peur la valeur ini- 
tiale de r. 

169. Dans le cas d*un poini matériel pesant qui 

se meut , sur une courbe donnée, d.iii!> le vide et 
sans rrottemcnl sur cette courbe^ l'êquatioa («Q 
se réduira à 

V* — *» + 2^ (a — c) , 

en désignant par y la gravité , et prenant Taxe des 
« positives vertical et dtne le sens de cette force , 
de sorte qn*eft ait 

X = 0, TsO, Zssy. 

Soient ADBC (fig. 9B) la courbe donnée, B son 

point le plus bas, K son p ^:l!t le plus élcT^,qiii 
peut n'être pas dans la même verticale que B, et 
D le point de départ du mobile. Plaçons en ce 
dernier point l'origine des s , et supposons que la 
vitesse initiale à soit due à une bantenr à; nous 
aurons 

c 0, *« = 2y*, 

et, par conséquent, 

r» = 2jr (fc + «}. 

ri m rf^>*iltern que qnand le mobile arrivera au 
puuitb, Id v tu-ssc majrtma sera la même que s'il 
fût tombé de la bautcn» Jk, augmentée de celle du 
point D au-dessus du plan lioriionlal menu par le 
point B. En vertu de cette vitesse acquise, le luo- 
bile s'élèvera le long de BCA; sa vitesse diminuera 
coatinoeUement } et si Ton a &=Q, elle sera nulle 
au point C situé dans le même plan linriiontul que 
D. Parvenu au point C, le mobile redescendra le 
long de CB; et il oscillera ainsi iudéfinïmeat de D 
vers C| et de C vers O. Lorsque la constante A ne 
scn pas nulle, le mobile s'dèvera ao>desstts du 



■ÊCABIQUB. 

point C. Si rélévatioa du point A au-dessus du 
plan berisontal qui comprend D et C, est moindre 
que A , le ttM^le n*atteindra pas le point A ; il 

s'arrêtera en un certain point C; et si l'on mèna 
par C un plan horaunl^i qui coupe la courbe en 
nn autre point D*, le mobile osàBera indéfiniment 
de C vers D', et de D' vers C. Les osi illntions se- 
ront toutes isochroHtê ou d'égale durée. Cela est 
évident à l'égard de celles qui auront lieu dans le 
raéme sens; et Ton voit aussi que la durée de 
clio(|u»: t'5r iK.ition de C vers II' sera la m ' tnr (jtji» 
celle d'une oscillation de W vers C, eu ub&crvant 
(|u*nn élteent quelconque de la eowbe sera per^ 
couru avee h même vitesse dans les denz eaa. Cette 
durée commune de toutes les oscillations entières 
dépendra de la forme de la courbe et de la gran-> 
denrde k» 

Lorsque l'élévation de A ou-dessus du plan 
horizontal passant par le point drpart sera égale 
à le mobile approchera ludctiuimeul du point 
A, mais ne Tatteindra qtt*apréa nn tempe infini. 
Quand cette élévation sera plus grande que h, le 
mobile dépassera le point A, et parcourra la cir- 
conférence eultère de la courbe donnée. Revenu 
an point D, sa vitesse sera la ménwqn'b Torigine 
du mouvement; d'où l'on conclut qu'il fera une 
suite indéfinie de révolutions, qui auront toutes 
une égale durée, dépendante de la forme delà 
courbe et de la grandeur de h. 

Si lu cuurbc dotuiée est d'abord comprise dans 
un plan vciticul, tangent à un cylindre à base 
quelconque, et ({u'un envdoppn ee plan sur le 
cylindre, de sorte que la courbe demée devienne 
une lii;ne à double courbure, le mouvement oscil- 
latoire ou révolulil du mobile ne changera nullf»- 
ment, en supposant , toatefois, qne aon point de 
départ et sa vitssse initiale restent les mêmes; car 
alors la valeur de t en fonctions de déterminée 
comme il a été dit précédemment (n» 157}, uc dé- 
pendra qne de edle de a en fonction de e , qui ne 
changera pas, quelle qne s"it l:i hn^cdu cylindre 
vertical sur lequel la courbe donnée sera tracée. 

160. Dans tous les cas où Téquatlon (d) a lien, et 
où le mobile n^est pas astreint à se mouvoir sur 
nne cotir! p donnée, celle qu'il décrit pour oller 
d'un poiut donné que j'appellerai A, à un autre 
point donné qne je nommerai B , jouit d*nne pro- 
priété remarquable. Si le mobile est entièrement 
libre, l'intégrale fvds, prise depuis le posnt K jus- 
qu'au point B, est plus petite que suivant toute 
autre courbe abovtissant k ces denz pobits ; s*il est 
assujetti à se mouvoir sur une surface donnée, 
cette propriété de la trujecluire n'a plus lieu que 
relativement ii toutes les courbes tracées sur cette 
snrfeee, et qui aboutissent toujours ans pointa A 
et B. llans ces deux cas, ds est l'clémcnl difTéren- 
tiel d'une courbe quelconque, qui repond aux 
coordonnées x, y, et 9 une fonction de ces tmîa 
variables et dSane oonitante % , donnée par Téqu- 
tlon (d). 
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▼er quVn vertu des équationi dumouTeroenl, la 
▼ariation de ftd» est nulle , en supposant fîies les 
litnitet de cette intégrale : alors elle sera un fltMs'- 
■MMi «m «a m#âMHi/ et ee sam tmijmm !• «iM* 

wnutn qui aura lipii quand îr mobile sera cnti^rc- 
nieot libre; car il est évident que l'intégraleyedi* 
p4Him croîtra iaddfiDimmt «vm la longueur de 
la trijoeloire, ot ne Mn pM •useaplibla d» 



Or* par le» régie* les plus simples do calcul dea 



D ailleurs étant TtOénent du temps, on a dê=. 
•dEf/doDO 

Si Ton différentie Téquation et que Ton rem- 
pfaM Im diléMotidlfl* 4», 4g, dê, par lea varia* 
liou ht, tjft ts, on aun 

■a «rant égard ans valaws d« eoo à I coi , eot > I 
•tobacrroBl que 

iIL A (fl, 

dl» 4r «i* 
les éfnations (3) do b* 161 doimenl 

d*s d*y t*B 

d^ dfs du 

le terme NVJL n'entrerait pas dans celte équation, 
si le mobile était entièrement libre; quand il est 
aasojetti k se mouvoir sur la surface dont Téqua- 
fUm eatlasO, ee terme eainul; car lentca lea 

ronrlips que l'on mnipare & la trnir'rtnire du mo- 
bile devant aussi être travées sur cette surface} on 
a ILssO; deoo on doit supprima» ee lerme dans 
loua iaaeaa j a( il en réa«dt« 

I d^m d*if d»M 

» éi dt dt 

Quant au secoml tarme oJdf de la variation de 
mi», noaaoTOoa 

dif* = d«* + + ds* , 

etf par conséquent, 

ds df d» 

d^ d» d$ 

donc,k cause dedi=vdt, et en intervertissant, 
dans le second membre, Tordre dea caracléris- 
liqoea d et i, nous aurons 

ds dg da 

dl d» dl 



In idnniaMnl ma dens pailloa dt la «alemr de 
^ffdïr,ttvteBt 

d'oii Too conclut 

dx dif df 
dt dt dt * 



pour rinidgrale indéfinie de ^. edr. Mais les deox 
points extrêmes A et B étant supposés fixes, les 
variations!^, iy> Xa, qui s'y rapportent, devront 
être nulles ; par conséquent, l'intégrale définie 
J^'Vds, prise depuis lepoint A jasqo*aa point B, la- 
quelle est ég;alc \ la variation t.Jvis, lerédoinà 
zéroj ce qu'il s'agissait de démontrer. 

161. Qnand le mobOe, aasnjelti k te monroir 
sur une surface courbe, n'est sollicité par oucune 
force donnée, sa vitesse est constante (n'> 157); 
l'intégrale fvd» est donc le produit vê. Par consé» 
qoent l*are • décrit par le mobile ett, en géoéml , 
h 7i^'ne la plus courte du point A au point B; et il 
suit de ^uniformité du mouvement, que, dons co 
cas, le mobile va d'un point à l'autre , dans un 
tempi plot court qna i^il était forcé de décrire «wr 
la surface donnée toute autre courbe que sa tra- 
jectoire. Toutefois , si cette surface est fermée de 
toute part , comme une sphère , par exemple, les 
points A et B seront eitrémitésdo deux areade 

grand rcrrle, tlnnt l'un srr;) itinindrc pt l'autre 
plus grand que tous les arcs de petits cercles abou- 
tissant ans mêmea points; et te mobile pourm 
décrire Tuoe ou l'antre de ces deux portions d*nn 
même ^rmid çfnric , spIuq le Mna do aa vïtaaai 
initiale k laugeale à la sphère. 

On peut présenter Téquation diférentidle de U 
trajectoire sous une forme qui mette en éridenoa 
la propriété de la ligne la plus courte sur une sur- 
face quelconque , laquelle consiste co ce que son 
plan eaonlatanr en ehacpie peint est noraaal k eettè 
surface. 

Les forces X, T, Z, étant snpposôes nullaSi lea 
équations (3) du vfl 161 se réduisent à 



-^=Hco.A, -j^^Hcos/.,—, 



:Noos ». 



A eatuni|ne n est 
on a 



d* s 

UT' 



d»n 



tl 



eonilante, et qne H=ê, 



d^f d* a * 
ds> ' d*i di» ' 



«n prenant rare «penr la variaMe 
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et cela étant, on pourra remplaMÉ lu équations 
prtfoédeiilet par oeUn-ci: 



H ds 

«» \iis 
R y<2a 



col A ^, 



é$ / 



<tff 

— co»/* 1 



qui t'en déduisent aisément. Je les ajoute après les 
avoir multipliées par cos i , coa /« , cos k ; la quan- 
tité H diapttraH, et 1*00 a ) 



dxd'y—d^d^^ 



+ 



^ 

dyd»» — dâd^y 

Z3 



D'après tes taleurs de cos x » cos | coi v ^ citées 
dans le n" 151 , on aura donc 



pour l'équation difllfrmtielta ÈtKnuânà» 1* tnjeo 

f iiirr- On y substituera lo valeur de Tune des trois 
coorduiiiiées x, y, jg, ta fonction des deui autres, 
tirée 4e réqmlion i 0 de la iiftbae donné» • 
sur liiqucllc cette courbe doit être tnHSé»} OO în- 
tûgrcra ensuite l'équa! i l! ;î deiiï Tariables qui en 
résultera i puis on détenninera les deux constantes 
arMlfalna^Dv nntégrato renftraieni , «n MM^et^ 
tissant la courbe à passer par les deux point* A «tB 
de la surface donnée. L'équation qu*on obtiendra 
do cctto manière , et qui sera , comme on voit , 
indépendante de !• ffrtodear «1 de la direetion de 
la vitesse initiale A , devra être celle de la ligne In 
plus courte entre ces dctn |)ni!its. 

Or, si Ton appelle », C, y, les angles que la nor- 
male an plan oaenlatenr d'une eonrbe quelconque, 
au |)oint dortt lés coordonnées sont s , s , fait 
avec leurs prolongemens dans le sens positif | ol 
qu'on fasse , pour abréger, 



[{dxd^ y — df/d* s)* -f {dêd» s — dsd* s}* 4* {fi^ « ~ d*d» y}* ]>/• s= kg 

$ m. JMCprMilMMP It mmtmmtiU iêia 



ces » s 



CM C 



" (dbd> a 



— (ia4»m 
h 



CM ^ as 



dsd*if}, 



d*après les fonnnics (3) du n» 10 , où ces mëmeâ 
angles sont représentés par x , , t. En terlu de 
Téqualion (e) , on aura donc 

OM il cOÉ«*^ee«Cootii4*<^>^* = Oi 
■ ee qui montre que la normale au plan osculateur 

sontjierpcndiculttires 1 une à rautri-'j d'où l*ou con- 
clut que l'équation (/), qui appartient à le ligne le 
plus courte , est amsî celle de la courbe qui a par- 
tout son pion osculateur normal à l i <!t!rruce don- 
née \ eu sorte que ces deux lignes suut une seule 
et même courbe tnoée sur cette aurfece, 
les assujettit Tune et l'autre à paaier parles 
points extrêmes .V et B. 

il suit de là que , quand ces deux points appar- 
tiennent è une dea lignes de oenrliure de le luriiH» 
donnée , celte ligne est la plus coiu^e d'un pointa 
l'antre ; cor son plan oscoluteur en un point quel- 
conque renferme deux normales consécutives u iu 
surface donnieiut ett , per oensdqmnt| normal à 
«Ctteeuifiice. 



162. le théori^me du n" IflO est connu SOUS la 
dénomination de principe de ta moindr$ acHo», qui 
loi vient du point do -vue métaphysique aoue le- 



qnel on l'a d'abord envisagé , et qu'on a depuis 
justement abandonné. Mais il peut encore être 
utile de donner ici une des premières ugplication* 
qu'on a faitea de ee prineipei ealle fri eat relativn 
h la réflexion et à la réfraetieode lakuoiAradew 
le système de rémission. 

Tant qu'un rayon Imnlnens 10 ment dans tm 
milieu d^ttoe égale densité , sa vitesse et sa dîfOT* 
tion , restent les mêmes ; uiuis quand il passe d'un 
milieu dans un autre , sa direction s'infléchit et sa 
▼itesie change. Dans Tinstant du passage , la lu- 
mière décrit une courbe d'une élendoe ioapprd- 
ciable, dont on pont filtre nbstr.mtinn sans erreur 
sensible. La trajectoire de chaque particule lumi- 
neuse est dmse alcn raiaemblege de deoK < 
dont chacune CSt décrite d'un moofen 
forme. Ainsi , en appelant y et y' les longueurs 
de ces droites , » la vitesse de la lumière dans le 
premier milieu , nF sa viteste dana le «ocond , on 
aura ny pour la valeur de l'intégrale fpd$j prise 
depuis le point de départ de la partieulc jusqu'à 
sou entrée dans le second milieu , et n'y* pour la 
partie de cette intégrale relative eu aeeend milïen; 
par conséquent cette iutégrale, prise dans toute Té* 
tendue de la tritjcLtoirc , sera exprimée parny 
n'y' j et c'est celle somme qut Uutt être un auas- 
BHMi, d*aprèa lo prîooipe de la moiodre edioD. 

Avant d'aller ptua loio, observent que, ai le ae- 
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eond latliea est ane substance diaphane et cristal - 
la vitesse de la lumière, dans cctlc substance 
dépendra, en général , de la direction du rayun lu- 
mmtn% | «n tarte qa*alla tan oonstonle pour nm 
même rajao, mais variable d'un rayon à un autre. 
Le ptu'nntm'-iio de la daubh réfraction que présen- 
teot ie spath d'Islande et la plupart des crislaui 
Innsparciit , lÎMt ft la difltbcaee da Tilcaaa des 

difrdrens rayons lumineux qui les trnvrrscnt On 
doit alors regarder la vUetse »' comme uoe foiic- 
tioa daa angles qui dltanaîiiani la diraetUm d« 
dMqpie rayon; et b loi da la fdfractioo dépend de 
la forme que l'on suppose à cette fonction. En fui- 
aani ou hypothèse cooTenable sur cette forme , 
laphw art parrano à dMnira du principe de la 
■oindra action *,]a loi da la double rL-fractiuti, 
découverte par ïïuygens et confirmée par llalus , 
mai* co a^est point ici le lien d'exposer cette théo- 
ri* : nom nom bomerom è oooaîdérer le cas où 
tomleanyontae maorent avec b même vitesse , 
qviellfs que soient leurs dirci lions. Dans le calcul 
suivant, les vitesses n et »' seruut donc regardées 
eoBune daa qmntitëa donnéaa pour chaque mUien 
en particulier, it indépendantea de la direction 
des rayons lumineux. 

163. Soient maintenant K et B ^fig. 40) les deux 
poti^ extrêmes de la trajectoire. Sopposona qoe 
la surfîf-r' de séparation firs rlfUT milirux toit 
plane et menons par ces deux points un plan qui 
la conpe tnïTaot la droite CH. Soit encore AU une 
ligne brisée an point S « qui- représente la projec- 
tion de la trajectoire sur re |)laa. Menons par les 
point* A, £, les perpendiculaires AF, BG, H£K^ 
k la droite CD. Pniaqne la pealtion daa pointa A et 
B eit donnée, les troia droitea AF, BG , FG , sont 
coontips ; mais la position du point £, et les angles 
A£fi et BEK. sont inconnus , et doivent être dëter- 
par la eonditiea 



AIso, K=», K=e, AIHs«, llBK=«'i 
iM Iriaaglea veetanglea AI I et KB donneront 
BP=«tang«, l&=i tango'; 



«tang«^-ft tang*' = e. (a) 

Le rajon lumineux traverse la surface de sépa- 
doi dons nilieax en nn point dont B cat la 

projection sur le plan de la figure. Si nous appe- 
lons M la distance de ce point inconnu au point E, 
y acra l'bypotéouse d'un triangle rectangle dont s 
et ABaeront laa deni petit* dUd* , et y* lliypoté- 
ntnf (i'un autre triangle qui aura z et BEpour ses 
deux petits cotés \ mais en considérant les trian- 
gles A£F et BEG , on a 

h 



ABs 



oea m' 



eoao' 



cos*jr 



coas e* 



Si Too substitue ces valeurs dans la quantité ny 
«y , il en résultera une fonction de * , , , qal 
devra être on m msu aw par rapport à ces trois va- 



riables , dont les deux (îrrnirres sont liéf^ pntro 
elles par l'équation (a), il favdra donc d'ationi c^ur 
la diliétentielle do edie fanction , prise par rap- 
porté floildfale I adro } d*ou Pon eoodnl 

if M fl^S 

tl-+^~ =- + -«0. 
é» d* y y* 

Or, on ne peut satisfaire à cette condition qu'en' 
prenant s = 0 j ce qui nous apprend que le rayon' 
lunineax Iraeerae eu point B la aniCice de sépara- 
tion des tleux niHii ux, et, par conséquent, qu'il ne 
sort pas du plan perpendiculaire à cette surface , 
mené par les pointa A et B. 
BniajaontdDno j =s 0, on «oreaimpleinent 



+ ^ 



et en égalant à séro la différenticllo complète de 
eello qmniité , il viaot 

IW*in#d« , n'i sin x' dx' 

+ • ^ 




eoa* • 



oeaso' 



mail en diffdrontiant euaii l'équation (a) , on a , en 



-h . 1 csOi 



cea* » 



ds' 



' Mémsin iê im fnmiin tlëu* i* t'iutam , poor l'innée t809 



et ai Pod dlindoe — entre oea dons dquatieua , en 
do 

trouve 

n sin o = n* sin o*. (è) 

Celle-ci et l'équation (o) détermineront les valeurs 
de X et s' «lui répondent au flssnûmiai de ny n'y'. 
Aprèa avoir colcold b valenr de », on cooatraira le 

point E, en prenant EF — a tan;; x; cnsuilr nn 
tirera les droites A£ et B£, et la ligne brisée A£B 
sera la root* que suit le rayoo londneux pour aller 
dn point A au point B. 

L'angle AFH rninpri!; rntre la normnl<* EH à la 
surface de séparation des deux milieux, et le rayon 
incident AB, eit ce qu'on eppdie VaBjh #AMd- 
dme«; l'angle IBK, compris entra le prolonge- 
meut FK de cette normnlr , t \r rflvon réfracté BE , 
•« nomme l'onyis de réfraction. Ces deux angles ont 
dtd dëaignés par o et Ainsi rdqnatîon Im 
cenutHroTangle de réfraction quand l'angle d'iooi' 
Hence sera donné ; et l'on voit , d'.iprès cette équa- 
tion, que le sinus de Tangle de réfraction est au 
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•iniis 4« l*«iigl« dlmcHnoe du* m it|i|Mtt oon- 
«tant. 

Cett, en effet , la loi connoe de la réfraction or- 
diMire, dont It Ueamwh» «1 doe l Detctrie». te 
ra|i|)nrt des deux «tiiiM dépend de celai des vitesses 
il et n' relatives aux milieux que Ton considère, et, 
pour cette raison, il varie avec les différentea aortes 
da ntilieux IreMperciw. 

164. Si le rayon lumineux , au lieu de pénétrer 
dons le second milion , i»st réfléchi à la surface de 
séparation, sa vitesse sera constante dans toute 
réteiidiied«la trajeeloiitt, qoieilalon 
pti entier dans un même milieu. L'intégrale fvds 
eern donc c^'ale à la longueur totale de la trajec- 
toire, multipliée par cette viteue coMtante j par 
eonaéquent, ceitt loifaeiir d«fr> élM un mM» 
fMon^ PI! vertu du principe de la molmlre nrtion. 

Supposons dooC} comme dans le numéro précé- 
dent, qne la aurface da i^paratiooMit plane. Soient 
A et B (fig. 41) lat d«ax iMinla extiémaa da la tra- 
jectoire; menons par ces point«i un plan perpendi- 
culaire il celte surface, qui la coupe suivant CD : 
cbaquo partieote de lumière Ira dn point A an point 
B, en suivant une ligne brisée ÂEB, la plus courte 
de tmitpfi cpUcs qui se réflf'rliissrnt sur la surface 
de «épuration. Or, ii est d'obord évident que cette 
ligne fera aanqurÎM dans le plan perpeadleolaîre k 
cette aarfaea; Oar toute aalve trajectoire serait plus 
longue que sa projection sur ce plan. Déplus, il 
est iiisc de prouver , sons aucun calcul , que la plus 
oowta ^a brilla eet edia qui fait dan anglet 
égaux «f ae la dcoite Cù, a*eat4-din que ai Fon a 

AECsBBD, 

la ligna AEB sera pina oonrio qno toute antre ligne 
hrhvc AE'B, dont la point I* appartient, «inti qne 

£| à la droite Ci). 

Xd effet, abaissons de A la perpendiculaire AF 
aur cette droite; |««loogeoni*la d*uno quantité A'F 
égale à AF, et tirons rnitiUc les droites A'E et A'E'. 
Les deux aoglea AEC et A'ËC seront égaux : donc 
ka deux anglet A'EC et BED le seront aussi, à cause 
de réquation précddentaj par conaéqnant, la ligne 
AlBiora droite : an aniadono 

A'E + BE < AV + BP; 

et, à caua da A'E as AK a AV ss Alf, il an 
téaultcta 

AE + BE < A£' 4. BK'i 

ce qu'il s'agissait de prouver. 

Si l'mi élève au point £ la perpendiculaire £U 
tur la droite CD, ASH et BEI acront le* angles 
d*incidence et de réflexion du rayon Innîaoax qui 

va du point .\ nu point B. Ces angles seront égaux, 
puisqu'ils sont complëneos dea angia égaux AEC 
et BID; d'où il résulte la loi connoo de la réfloiion 
da la lumière, qui consiste en ce que Tanglodo 

réflexion '•'yt (ouioiirs éjjai a l'anf;lc d incidenee. 
166. Lorsque l on nfimrt la tlieorie de i'émissioo 



de la lumifto, les lois de la réflexion et de la ré> 
fraction Hf'duisent de l'expression du 1 urn' de la 
vitesse d un point soumis à des forces d'attraction 
(no 1 58) j d'une manière plus direeta qo*eo faisant 
usage dn prinetpo de la moindre aelion. Cette quea> 
ttori nous offrant un exemple du mouvement d'un 
point matériel, intéressant par la nature dea forces 
que Ton j eonsUére, et par son application k la 
Physique , nous allons en exposer la solution dans 
le ras ordinaire , où les deux milieux qoo tfAtCfao 
la lumière ne sont pas cristallisés. 

Dana cette théario, on tnppote chaque partionlo 
lumineuse soumise h l'attraction de tous les points 
matériels du milieu qu'elle traverse, et l'on regarde 
cette force comme une fonction inconnue de la 
distanee, dont on aaitaenleoMot qu'elle déerotl 
avec une extrétnr rnpirîité quand la distance aug- 
mente, de sorte qu'elle devient tout-à-fait inaeosiB 
ble dès que la distance a une grandeur sensible. 
Ainsi, per examplo, désignons parrla distance du 
point attiré nu point ottiraTit, par a, une ligne de 
grandeur finie, mais insensible, et para la base 
des logaritboMM népériens. Une force de oetta aa- 

r 

- I 

tore poum être représentée par Ae A étant 
son intensité relative 4 une dittenoa f idfioÎBattI 

petite. Dès que cette distance nom une grandeur 
sensible , et sera , par conséquenimeot , un très 
grand multiple de », cette fonction n*anra plut aup 
cune valeur sensible. * 

Tant qu'un rayon lumineux se meut dans un mi- 
lieu homogène et d'une densité constante, les at- 
tractions quMl ^vouTO se détruisent, et son non- 
vement est rectiligne et uniforme. Mois supposons 
qiril soit parvenu en un point (fij;. 42) situé a 
uue liisLaiice insensible de la surface CD, qui sé[Nir« 
deux mîHansdifférene, et que nous atipposenna 
horitontale pour fixer Its idées; de ce point N, 
abnissons sur CD une perpendiculaire HP, et me- 
nons ensuite , dans le milieu supérieur, deux plans 
GV et G"B^' parallèles ft CB, dont U distance mn- 
tuclle snit égale à MF, et dont le premier passe p.ir 
le point M ; il est évident que les attractions cxer* 
cées sur le rayon lumioeus au point M, parlas deui 
eondies du milieu supérieur, qui sont comprises , 
l'une entre CI) et CD', l'autre entre CD' et C"D", 
seront égales et contrairesj elles se détruiront donc, 
et le mobile ne sera salKcHé que par Pattnietioa de 
la partie dn milieu quHI traverse , supérieure à 
C"D", et ]i;ir l'attraction totalf tîn milieu inférieur. 
Ces deux forces seront perpendiculaires à CDj elles 
varieront avec hi distance MP suivant des lois la- 
oownas, mais tdlas que ebacuno da oea forças 
sera insensible qtiaiv} MP Tir Ir ^cth pas , çt qu'elles 
atteindront leurs moxtina lorsque cette distança 
se» nulle, ou que le mobile swa parrenu à la sur- 
face de séparation des deux milieux. 

Au bout du temps je représente par t la ài-, 
tance MP, et par Z et Z' des fonctions inconnues de 
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qui «tprimat l«t foreetaecAéntrîcetprovRwnt 

des attractions da inilieo inférieur et de la partie 
de l'autre milieu, mpérienre à r'l>' Iai force ac- 
célératrice totule, tendante ù dimiiiuLT sera la 
ililIfreoM Z — Z'i fut eoméqfuntf m «m, du» 
le niUmi WférMW, 

d' s 

— +.2-Z' = U, (I) 

pttw rdqaiiioa dn OMSveaMai ?«Hiad d*iMw par> 
lieol«li»iiNiii». 

Lorsque ce mobile aura traversé la surfuce CD en 
on point E, et qu'il aura p^étré dans le milieu in- 
Mricw jBt^*c« un point tel que la perpendi- 
culaire H'?* k CD soit aussi représentée par », il est 

aisé de voir fjuc la force aoce'lérHtrîce qui tondra à 
diminuer cette tariabie y sera alors la dillerencc 

V ~ Z$ M Mrta qne r«a aura 

^ + »-»««. « 

pour l'équation du mouTcroent vertical dans le mi- 
lieii inréiitfitr. 

Qu i ut an mouvement horizontal ou parallèle k 
CL), il stra uniforme , et la Tïtpsse Tioriiontale ne 
ckaagera pas en passant d uo iiiiiteu dans l'antreî 
ear les forew atlnoCiTcs de chaque niliea ie dé- 
tniisent parallèlement à CD, et, dans ce sens , du 
rayon lumineux n'est soumis h anrnrif force accé- 
lératrice. Ainsi, en appelant k ia vite&se do la lu- 
aiiiie en un point A du milieu supérieur, situé à 
une distance sensible de CD, et a l'angle ai-^u que 
la dircrtion de celte vitesse fait avec la Tcrticiilc, 
un aura, a un in&tant quelconque, k sin « pour la 
vilctseporslldle k CD. Si la nyea luminens pénè- 
tre , d'une quantité sensible , dans le milieu infé- 
rieur, et qu'on représente par *' et a' ce que de- 
viennent A et • en un point A' de ce milieu , situé 
h ime distance sensible de CD, on pouna également 

représenter la vitesse liorizoïitale du mobile paV 

V sin «'i eu sorte que l'on devra avoir 

A sin • s k' sin m!, (8) 

On voit aussi , â priori, que la trajectoire du 
mobile sera une courbe plane et verticale j il ne 
restera donc plus qu'à déterminer sa vitesse per- 
paudienhira èCD, soit dans la idliau supérieur, 
soit dans le milieu inférieur , h une dîttsnPO qnal- 
eooque s de cette surface CD. 

IM. Je désigne cette vitesse par u, de sorte 
df 

qu'on ait— = pour les deux milieos. la oral^ 
dp 

tiplinat réqoatien (t) fÊfUm, iaÉé|iaot et dfti- 

gn;>n< pnr r la constante arbitn|ffa| oo amui dam 
le milieu supérieur , 

•» =s « -f Zfl'ds — 2/Zds. 

Je VÊffUÊÊtÊi que eai daui int^^les s'évanouit- 



f tenlaveo s, ac Je taptAwalMni parJketV toms 

valeurs à une distance sensible de CTî. Il sera per- 
mis d'i'tendre ces intégrales h et h' depuis zéro 
jusqu'à rinfiitt j car, ou delà d'une valeur sensible, 
les fonctions Z et Z' , per oonséquent les partiel 

correspondantes de fldz et lYd:' , sont nulles ou 
insensibles par hypothèse. On pourra donc écrire , 
si l'on veut, 

h=f ta», v^j Vdâ, 

D'ailleurs , pour une valeur sensible de a ^ on a 

w* = k' cos* » ; on aura donc alors 

A» cos» a = c -\- 2h' — Sh ; 

et eu éliminant c de la valeur générale de m» , il 

en résultera 

«• =^k^ coi^ « 4-2*— 2k' + 2/Z,'d« —2fldâ, 

en un point quelconque H. 

le représente par ki la vitema du «obUa au 
point E de la surface CD, et par «t ravgle que fait 
sa direction avec la verticale. On aura en ce point 
«*=&>, cos •» î et comme il répond à s = U , 
les deuE derniers tamat da la fannnie précédante 
i^éraumiirent, et «lia ta léduin à 

i*i cet* fti ss fta ooi* • -f M — tt'. (4) 

Pour que le rayon lumineni aUeigne la surfoee da 

séparation des deux milieux , il faudra donc que le 
second membre de rette équation soii une quao» 
tité positive, ou qu'on ait 

V < A cos* ». 

SI rrtfp condîtnn n'e^t pn-i remplie, ce qui exi- 
gera que l'attraction du milieu supérietir surpasse 
celle du mitien inférieur, la vitesse vertioaïedu 
mobile »'ëpuisera avant qu'il ait atteint le plan 
CD. Il y aura donc un point de la tnijectnirc où In 
taugente sera borisontate. Parvenu en ce point , le 
mobile rétrogradera | les dent brandiea de cette 
courbe , aboutissontcs en ce même point , seront 
«emblnblcs , puisqu'elle» seront di^erites fn vertu 
de forces égales pour ia même valeur de jet, pour 
une grandieur sensible de eatte diatanaa s , aat 
deux branches se changeront en des lignes droites 
qui feront des angles é^aux avec la verticale , ou , 
autrement dit , les angles de réflexion et d'inci- 
denee seront égaus» 

Si, ou contraire, l'attraction du milieu inférieur 
surpasse ccile du milieu supérieur, et que la con- 
dition précédente soit remplie , le rayon lumineux 
pénétrera daua le saeaud unRen eveo une vitesse 
|ierpendiculaire à Tl) , qui sera déterminée par l'é- 
qaation (4). Dans cette hypothèse, ou aura, d'après 
l'équation (2) relative k ce miliea , 

«I = k\ cos* «I 2/Zds — 2j l'd» , 
en supposant toujoara lai intégrales miUai quand 
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« s 0. A nio diilMM MOfibto d« CD, on • 
«• s CM* «1 ran doue 

Vs oo»> flF ss ft*i ooM SI ^ tJk ~ tt'i 

et en climmant k*i oof» «i nofm da rëfa«> 
lira (4), il en résultera 

4f> CM* = ecMt • + M — («} 

Pour que le rayon lumineux, oprès oToir traversé 

!a siirfarp CD |>>>nètre jusqu'à une profondeur sen- 
sible dans ie milieu inférieur , il sera donc néces- 

nice M il tnflin qol'ra «il 

V < Ik + 1/4A* eoi* 

ton donc qnc Jk', quoique < A + l/SA 
•urpassem néanmoini Jk 1/4 eos* le 

norrhilf np pf^nf'trrri dans Ic milieu inférieur qnc 
jusqu'à une distance insensible au delà de CD ^ il 
roirtrom entoile dam le nilion tnpMcnr ; et les 
deux Imnelies de sa trajectoire aérant MmUablcs 
de part et d'autre du point où il rommencera k 
rétrograder. Par conséquent , la lumière sera ré- 
fléchie comme dan* le eai précédent , en faîtent 
Tanglc de réflexion égal l\ Tangle dMnotdence ; en 
sorte qu'il y a deux cu« r!i<^t nirts do réflozion dans 
la théorie que nous contidéroiis. 

167. Sappoiona maintenant qneni Tnn ni l'an- 
tre de ces deux cas n'ait lieu, de sorte que le rayon 
lumiaensaoitf^/roclé. D'aprèt l'équation (8)iOo 
aura 

tf* lia* «'si* tin* • ; 

et en ajoutant membre à membre l'équation (6) et 
oeU^d, il on réaultera 

A'a= ft. 4. 4fc. 4à'f (6) 

ce qui montra que raugmentaiion du carré de la 
vitoMO du mobile , en alinnt du point A dn milieu 
supérieur au point A' du milieu inférieur, § ern in- 
dépendante , comme cela devait être (00 157) , du 
chemin qo*il aura auitri. 
On tira aussi des é<iuaUons et (6) 

«in «y * 

formule qui renferme la loi du rapport constant du 
aÎMO do réfraction a« sinua d'ineidenoo , et qui 

donne la Taleor de ce rapport en fonction de la vi- 
tesse k de la lumière dans l'un des dent milieux, 
et de la difl'érence h — ik' de leurs poup«ir$ ri' 
frémfimt k et V. 

Si lo milieu inférieur est tcrmînd par dcui plans 
|>arallèle«, et qu'il y ait au-dessous le nu-mc milieu 
qn^au-dessus, rexpérience prouve que la lumière, 
apréa avoir subi deux réfractions ot traversé les 
deux fiiccs du milieu intcrniéclinirc . reprend une 
direction parallèle à celle qu'elle avait dans le 
milieu supérieur. Cost ansû ce qui résulte de Vé^ 
qnalion (7); car si Ton désigne par l'angle que 
loraTon lumlnomt fait avec la verticale, «prié* être 



sorti (lu milieu intcrmédinire , il faudra , pour dé- 
terminer sin a.", crhaoiîer entre elles, dans cette 
équation, les quautiliis h et h', et y mettre A', *'| 
m"t an lieti de ï, ^ On aura donc 

sin *| 

iûTT"" l' k ' -1-4 (A — A')' 

ou hien , an vertu des équations (0) ai (7) « 

aitt^ _ + 4 (A — A) _ aîn • . 

ainak'" * ain»'* 

00 qui donne, effectivement, 



T.e phénomène de la dispersion , qui provient 
d'une valeur différente de l'anj^le de réfraction 
pour les rayons divcrscmeut colorés dont se com- 
pose nn même rayon de lumière incidente , peut 
être attribué , d'après la formule (7) , soit à uno 
iné(;alité de leur vitesse k , soit à une action diffé- 
rente de chaque milieu sur ces difTérens rayons , 
d*où il résulterait des raleurs inégalée de & 

168. Toutes choses d'ailleurs éj;ales , rctlc équa- 
tion ("^ montre que le rapport du sinus de réfrac- 
tion au sinus d'incidence doit changer avec la vi« 
tcsse do la lumiéra. Or, ai l*on considéra une étoile 

situik- <!;ins lo plan de l'ccliptiquc , il y a une épo- 
que dans Tannée où la vitesse de la trrre s'ajouta 
k celle do la lumière, et une autre cpixpin on ta 
première vitesse se retranche de la seconde ; ce 
qui rend la vitesse de la lumitTL* , rr-|j(ivciiicut à 
un milieu qui se meut avec la terre, sensiblement 
plus grande dans lepramtercas quodaos la aeoond. 
Le nipport dont il s'agit dowait donc aussi ètradif- 
férent à ces deux époques; mais des cspérienres 
très précises de S. Arago ont prouvé qu'au con- 
traire ce rapport no varie pa* d^une manière sensi* 
ble pendant toute l*année, et, de plus, que sa gran- 
deur est la même pour le soleil et pour les diverses 
étoiles d'où la lumière est partie. 

Quelle que soit la théorie de la lumièraque Ton 
adopte , c'est totijonm un fait tris remarquable , 
que la composition de la vitesse propre de la lu- 
mière avec ccilc de la terre , qui se manifeste dans 
le mouvement apparent des étoiles , connu sous lo 
nom d'a&«rraliaa ^ n*ait cependant aucune in- 
fluence appréciable sur lo réfraction de \it lu- 
mière qu'elles nous envoient à diiTéreus jours de 
rannée. 

Dans le vide , le mouvement de la lumière di- 
recte ou réQrchie est uniforme, et sa vitesse indé- 
pendante de la source dont elle émane. La gran- 
deur de cette vitesse est telle, que la lomièra 
parcourt en 401,34 secondes la distance nio\ctnie 
du soleil à la terre j ce qui donne SU^ôO myriamù- 
trc» par seconde. 

Un rayon ininineus , lancé dn seleil on d^nne 
étoile , doit cpronvf r dans sa vitesse , comme tout 
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•atre projectUOi nne diminutinn due k sa pcsantear 
«m e«l «tire f c'ast^kHlIn , à Pattmelion m nilion 

fanme du carré des (iistanrcs à son centre , que la 
masic du corps exerce sur chaque particale maté- 
rielle de la lumière ; mais cette diminution ett nne 
firaetiira tri* petite de le vileise flnele de b In- 
niicre. Ainsi , par ciemplc, î'inU-nsitt' «.le la pesan- 
* teuri la «urrace du soleil étant tingt'Sept fois et 



demi rintensilé de la pesanteur terrestre , comme 
on le vcm |Mr le suite , et le mjtm dn soleil dient 

ci;al il 110 r^iyofis de ta terre , on conclut de ce 
qu'où a vu dans te ii° 143 , que la vitesse de In lu- 
mière , pour être de SOMO mjrtanictres par se- 
eemde à nne grande di^nee dn sobil , a dA être 
p!ns r^nirde tt iin pcti moins de deui millioniènet 
seulement, en portaol de sa surface. 



CHAPITRE IV. 



DB LA VOmCB CBHTRIFUGB. 



109. La pression qu'un point matériel exerce §«r 
nne courbe qu'il est forcé de décrire, n'ast pas la 
■line qoe quand il eiC en équilibre snr eette 
courbe, l'état de mouvement donne naissance i 
une pression particulière qu'on appelle force een- 
trifuQtf parce qu'on Ta d'abord considérée dans le 
earele où elle ett dirigée anheot le inelongement 
do rayon , et tend continuellement à éloigner du 
centre le mobile sur lequel elle agit. C'est cette 
force que nnns allons considérer dans une courbe 
quelconque. 

Soient M,B et M'B (fifc'> 'î^^ àrvi\ rlrm^r^ ronsc- 

eutifs et égaux de la coorbe dounéc, U et U ' leurs 
nûUeux, MT et M'T' leurs ptelengenens. Leur 
plan et Tangb TVT ' seront le plan osculateur et 
l'angle de contingence de la courbe en point M ; et 
si Too mène dans ce plan la droite HO , qui divise 
Tengle II MM' en deux parties égales , elle repré- 
•Ctttcre 1 1 iirection du rayon de courbure en ce 
néme point M ; en sorte que le centre de courbure 
sera le point O de cette droite. Appelons tU Vé\é' 
■eut Mfk de la ceailie, lequel sere ausei égel I 
HlH ' ; soient , en outre , l l'angle infiniment petit 
TNT', et f le rajon de courbure MO, noua au- 
root (n« 18) 

da 

f 

Gela pose, faisons d abord abtuaction des forces 
dénuées qui peuvent agir snr b mobile , cC auppe» 
Mua qn^an bout du temps il nrrivc au point 
R avec une vitesse f. S'il était entièrement libre, 
ii coulinuerait à se mouvoir SUT MT avec la mime 
fHflwe; mUt, par hfpetUwt il est forcé de dé* 



criro unfi courte donnée ; ce qni chnn'«e la direc* 
Uou de son mouvement, qiu devient HT'. Or, si 
Peu élève aur MT' h perpendieuhire MK, een- 
prise dans le plan osculateur et en dehors de la 
concavité de la courbe, on pourra substituer à la 
vitesse V, dirigée suivant MT, deux autres vttes- 
aes , Tune égele à e eos # et dirigée suivent MT', 
l'autre ^^ule ù r sin X et dirigt'c suivant MK , et 
alors l'effet de la courbe sent de détruire la der- 
nière de oee deux vitesses , pour ne laisser subsis- 
ter que b fumniére , eu , autrement dit, eet effet 
se réduira à imprimer au moliifr tmf vitesse «?f;ale 
et coulraire à v sin f. La courbe donnée étant donc 
remplacée par un polygone infinitésimal , sa résls* 
lance consiste à imprimer an mobile , i eheqne 
sommet M de ce polygone, une vitesse infiniment 
petite V sin ^, dirigée en sens contraire de MiL 

Pour aatimtbr eon^dêtement eette résistance i 
nne foiee motrice f qui egit incessamment sur le 
mobile, notis jiouvonç <(n|i|)oser que In rilesse 
« sin t est produite pciuianl que ce point matériel 
va de M en H', et prendre êt peur b durée de eetle 
action. Nous pouvons aussi négliger, dans cet in- 
tervalle de temps, le chan^etaent de direction de 
cette force , cl la supposer, par exemple, paral- 
lèle i b droite MO. Alors la force accélératrice cor- 
respondante aura pour mesure , comme chacune 
des forces U, U', U", etc. , du u' 1-17, la vitesse 
vsin i qu'elle produit pendant l'instant dt^ divisée 
fvtdfj et eu apprlant m U mesBedamoliîbt ^ 
résultera 

tnr sin I 
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pour la valeur df f. Donc , en rempUçant tin l par 
1 , metUnt pour t m iraleur précédente | «A obier- 
«eut que * ss Mb, on ew* 

La praMton qne la courbe éprouve , et qui eit 
uni inrnipnt due il TéUt de mouvement du point 
matériel qui la décrit, ou la force cratrifoge qui 
agit sur 00 mobile , est é«>le et «ontraîte à eetle 
foroef. n «'ensuit donc qui.u p înt quelconque 
^ tir la courbe donnée, k force cmlrifuge est 
oomprice dam le plan otculateur, et dirigée eilde- 
boit de Uewicetitéde «ette courbe, euitent le 
preleogement MS de «on rayon de courbure, et que 
.;nn întensilé est en raison interse de ce rajon , et 
en raison directe de U masie du mobile et du cené 
do «a Titeaie. 

170. Cette vitesse étant r sur le côté et de- 
venant r cos ^ sur le côté suifant MM', il s ensuit 
que la grandeur n'est point altérée par la courbe ; 
oarcupottt uëgKgerU quantitër(l -cos^j 
Uneuient petite du sccontl orHri' , ài- l.i(iu<'!le il ne 
pourrait résulter qu'une dnnmulion uitiminent pe- 
tite detitetse, sur une partie de la courbe de 
gnudeur lioîe. le mouteraent sur une courbe 
quelconque est donc uniforme quand le mobile 
n'est sollicité par aucune force donnée. C'ert 00 
qu'on a déjà TU dan. le u- t«7} wîa noua rayons 
de phu que ce résultat tient à ce que l'angle de 
oontingeoco est infiniment peUt, et qu'en un point 



où deai cemboi dilHrontM ae couperaient 
un angle ini, lo mobile é^ironverait une perte finie 
de vitesse , en passant d^une courbe à l'autre ; la- 
quelle perte serait égale à sa vitesse primitive, 
multipliée par le ainua veffe de cet engle. 

lorsque le mobile e$t Bollicité par une ou plu- 
sieurs forces données , sa vitesse varie à raison dca 
composantes de oea forces tangentes à la trajec- 
toire, et leura oompoNutea normalea esercent, 
coaame dans l'état de repos, une pression sur cetlu 
courbe qu'il faut joindre à la force centrifuge. 

Soit, en général, aiR la résultante dea fercea do«l- 
néea qui agiaaeni aur le mobile , quand il eat par» 

venu au point M. Déromposons rTM?» forre motrice 
en deux autres, l'une Ungeote et Tautre normale 
à la trajectoire, que noua repréaeutcronaparmTot 
niQ ; la premièMi aeio le farce qui fera varier la vi- 
tesse, et la seconde produira la partie de la pres- 
sion indépendante de l'état de mouvement du nio> 
bile. En prenant par la règle du parallélograuMM 
dea fciew , U Tdaultante do «Q et de In force cen- 
trifuge f ou — ou aura , eu grandeur et en dîreo- 

tion , la pression totale qui aura lieu nu point M de 
U courbe donnée. Cette force , divisée par la masse 
du mobile , ou la réauUento dea forcée accélén- 

V* 

tricaa Q et», devra coïncider avec U force P du 

n - 162, C'est en effet ce que nous allons vérifier. 

17 1 . Je remplace les équations (6) de ce nonaéro 
par celles-ci , qui s'en dÂioisent iounédiateoMut, 



dxd* y — * 

d»à^ s — dxi^ M _ 
dtdt* 

dgd^ ? — did* y _ 
dsdt' *" 



dm 
T — 
4$ 

dM 

X — 



éâ 

d» 

. Z — 
dê 

4m 
Y — 
dt 



p coi*' cos • ^, 

y<iS dx V 

P ^— COI « — ^ **** 

p ^^coaW— — uoiW Y 



Quelle que soit la variable indépendante, on n 
df "*d»* « 



on a , en même temps , 



dl* 



ds* ds» 




à cause de 0= — , il en résultera 
di 



dsd' y — éfdm 




i(d»d»»>-i»d»#) . 
■ in * 
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i Ton trouvera ito i 



» — 



Bu dëiigiuuii par gi g'i g", leaingles que la 
force Q fait mvee dm {Mnllèle» ent asee dci m, % 

*, et observant que X, Y , 7 , «mnt les composantes 
suivent cet parallèles de Q et de la force taogen- 
tiell6T,M( 



4» 



«1 an niayeii «1« cet valeiv» «I des prdcAleotet , les équaliene (1) deviendroiit 



r» (djr^> y — dt/d 



w» («fs«<» s — dtd* s) 
dM» 



dy 



cos 9 



as Q 00» j 



de ^ /ds 



CM V — > —> cet « 1, 



df 

dx 



cos î" — 



ii 

da 

— cos g' 
de 



di 



eoe m>'\ 



Or, si r«a appelle y*, y" les •ofjies que le di» 

rection de î i f irce centrifuge, c'est-à-dire le pro- 
longement MiN du rayon de courbure MO, fait avec 
des parallèles aux ates des s ^y, » , menées par le 
peint y', les eoenkNmées du centre 



de eonrboie 0, en âme 

•'=fCos>, y-y'=f C08>', s— s'=pcos>", 

et en combinant les équations (2) avec les for- 

difflenlté. 



mates du n* BO , on en déduire 



f 



tdij /ds 
d»\^d» 

I dit 
fdz/dy 

\ds\ds 



dê 



cos V — 



— cos • 
di 



)d%/d% 
di\dM 

) 



COS « — — cos 
d$ 



— — ces e* I 

* J 

tdi/àf dm \ 

— f — cos — — cos »' \ 
d\d> d. ) 



dx 
— cos 
ds 

4r 



e» 

— cos y' 



)] 
)] 
)] 

— . ces « Il 

* )\ 

[dx/di dx «V dy/d,j dM \~1 

— I — cos a — — cos g" 1 1 — cos — — cm o' A 1 
d\dê d» J dt\d$ d» Jj 

tdt/d% dm \ dg/df d» \-l 

— f — cos ♦ — » — ces I — — I — cos — — cos «' i 1. 
dM\d» df J d\d0 d» Jj 



ds/ds 

— — ( — cos 
df^d^ 

dx^dx 

— — f — ces 9* — — cee q 

diKdt 

dx/dx 

( - cos 

dtVdb 



■aie k etnse qnn les forces P et Q sont perpen- 
dienlsires à In tenfento do le tf^jeeldie, on a 

4» df d» 

— cosa + — eeee'*!- — eeso*' = 0. 

ds ds d^ 

^ d^ ds 

cos « cos — cos = Oî 
ds df ^dli 

ce qni réduit les coefBciens de dans les trois 
éqnations précédentes, a — cosç, — cos g', — 
cos g et ceux de — P à — cos — cos • '» — 
eos «" ; on anta deneenio 



— ceay Q cosf a P ces #, 
f 

— cosy' 4> Q oos ^= P cos 

t 

— cosy" -f^^ccef'^sP ees 

f 

où Ton voit, comme il s'agissait de le Térifier, que 
la force P est, en grandeur et en direction, la ré> 

sultaote des deiu forces • — et Q. 

r 
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M oMHToir nr uM MnlîM doMiéa , il fatt^ ^pM 

la résiiltaiiU' îles forces luotiiccs mQ et 1 qui etl 

t 

déjà perpeiKÎiciiIaire îi sii lr;<jt iioirf» , soit, de plus, 
normale h cette surface. En appelant donc mN cette 
r^atlaiite, et détigiwat |Nir • el 4 «nglM i 
ou obtus , que font ses deux composantes avec ane 
partie dctcniiinêe de la normale k la SUrCace | au 
point ou se trouve le mobile , on aura 

La force N agira suivant cette partie de In normale 
oit tuivaat son prolongement , seloo qne qoaa- 
til< eom|irin entre lei {MfentbèM* «cra positive 
ou négative} at pour que N (oit toujours une qnati* 
titc fiositivc, on prendra le signe snpcricrr Inns le 
premier cas, et le signe inférieur dans le second. 
Cette force acetflétatriee R devra être égale eteon» 
traire à celle qui entre dans les équations (3) da 
H» 151 ; et , en elTct , rillts-c i ne difTcraiil des 
équations (6) du n» 152 qu'en ce qu'cliesi coiitteu» 
MOI H, A,^, », ao lied de— P, ou en 

déduira , pnr l'analyse précédente, des composantes 
de la forrr ÎS , qui seront ë{;alcs et contraire* à 
celles que l'on a trouvées pour la force P. 

Dans co mèaia cas d'«n« amfaea donnée , ai poa 
déaigna par et 4' l«t angle* qne l«a forœt mQ 

et^^fant avae an axa nMnë par le point ou se 
P 

trnuve le mobile, tangent & cette surface et per- 
pendiculaire ù lu trnjertoire , de sorte qu'on ait 

COS» m + ces» = 1 , CM» 4 4» C08» 4' = 

il r.nidra qTif la somme des composantes de ces 
deus forças suivant cet axe tangent , «oit égale k 
téro , paiaqoe lenr récnltante att namala an nèae 
point dt b aorfaoa } ott atna doue 

«• 

Q ooa 4> — «M 4' = tii 
r 

équatioa qui pourra servir à détermtoer rioclinai" 
•on 4' du plen OMakIanr da la trajeetoira anr I» 

pion tangent à la surface donnée. 

Lorsque te mobile ne sera soumis è aucune force 
donnée, où, plus généralement, lorsqu'il ne sera 
•oomia qn*& une force tangente à sa tiajectoire , 
on aura Q =: 0 ; il en résultera donc cos 4' = et 
4' = 90o , en sorte que le plan osculateur de cette 
courbe sera eenstamroent perpendienlaifa à la tnr- 
face donnée. Cette (iropriété étant, en général, 
ce!l - t " I l lijti • la plus cotirtc entre dcni points 
donnés aur celte surface, c'est cette ligne que le 
«abila déarin, ainsi qtt^on Ta dit préeédaamwnl 
(n° 101) ; maia maintenant nous voyons , en outre , 
qu'une força tangantek la trajectoire , tella qu^un 



frottement contra ta rarfaoa donnée, on la réiia> 
tance d'un milieu , ne fera paa dévier le mobile , 
de la li^nc lu plus courte autte *on point de départ 
et son point d'arrivée. 

173. Enfin, si le mobile est entiérenent libre , 
il faudra que la composante normale k la trajec> 
toivet de la force motrice mR qui le lollieite, fasse 

mv* 

équilibre 4 aa fetee eeotriftiçe <— >-} pubque dans 

f 

ce cas il n'y a pas de courbe ou de surface donnée 
qui pubie détruire b résultante normale de ces 
deux forcM. D faudra donc, en premier lieu, que 

le l'inti o!,cubtciir de la trajcetoire soit celui qui 
pasie par la taui;eate et par la direction donnée de 
la force mR ; en appelant 4 l*angle que cette direc- 
tion, en un point quelcoruiue, fait avee brayun 

de courbure MO, il faudra, 'H nntre, rjoe ret 
angle soit aigu pour que la compusanlu normaic de 
la iwee asB egbie en eea* ceniraire de b forée 
centrifi^e qui est dirigée anifantSIl; et cela étant , 
ou devra avoir 

•» 

eee • = — . (•) 

r 

l^uand b feroe «eeâératrioe R , à laquelle le mo- 
bile est soumis, sera une fr n f centrale dirigée 
vers un point connu , et que l'ubscrvation aura fait 
connaître la courbe qu*il décrit autour de ce centre 

fixe, on pourra déduire do l'équntion de cette 
courbe, le rayon de courbure ç et rsinj^lc 6 qu'il 
fait avec lo direction de la force H; on déduira 
aussi , de cette éqnetîon ci de b proportionnetité 
des aire* ttui temps (n» 1S6), TexpreiBion de la 
vitesse o en un point quelconque de t,i (r lie. inirc ; 
par conséquent , l'équatioo (aj délermiuera la va- 
leur de R, ou b loi de b force centrale qui lait dé> 
crire au mobile 1» courbe donnée. C'est de cette 
manière que Newton a découvert la loi delà force 
dirigée vers le centre du soleil, qui lait dccnrc k 
chaque planète une ellipee dent ce point occupe 
un des foyers ; mais on verra , dans la suite, qu'en 
partant des mêmes données, cette déterroinatimi 
peut s'ciTecluer par un calcul plus simple. 

174. Hnyghent, k qui Pon doit la nwsnre de b 

force ceutiifu^P, l'a déduite do la roiisuléralion du 
mouvement circulaircj et quoique cette métliode 
soit moins directe que la précédente, je crois Ce- 
pendant utile de Tespoter ici en peu de mole. 

Soit ÎI (fij;. 44) un point matériel attaché à an 
point i'uo C par un til inextensible CM; supposons 
qu'une percussion lui imprime une vitesse a> dans 
une direction perpendicubireà b longueur du fil} 
et, pour simplifier la question, supposons atis^i 
qu'aucuDc force motrice donnée n'agisse sur le mo- 
bile. Ce point matériel ta <^ire uacereie AIE, 
dont le centre et le rayon leront b peint fixe et la 
longueur du fil. Pendant ce mouvement i le fil qui 
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micat la Mbile é yn i mwmm , dm U mm 4e m 

longueur, une certaine itnsxcm qui n'est autre 
chose que la force centrifuge. £n appliquant uu 
mobile ane force égale à cette tension et constani- 
■riit dirigée vefs le eentre fise, en |H»omi faire 
■ bftrartioii du fil, et considérer le mobile comme 
cutièreiaeot libre. C'est dooc en vertu de cette 
I, dent U gnndedr eit 
tle vilenea^^pMle 
crit. 

Il s'ensuit d'abord que les secteort circulaires 
décriii perle leyoo de nutbile, leront proportioo- 
•eit en lempt (o° 166) ; ce qui exige <[ne let très 

dr cercle |>i<rronrus le soient aussi. Le moufemetit 
circulaire sera donc usiforme ; et si Ton désigne 
par «reredderil demie temps on eoieessel. 

Soient m la mesfedtt mobile, «m la force ceti- 
Irnlc, et . ronséqiii'mmi'nt , a, la forpp arréléralrice 
qu li s'agira lie déterminer, (^ueiic que suit celte 
fHce, on |Mnt la rafarder eeoinie eomlanle en 
grandeur et en direction pendant un intervalle de 
temps inFinimnit petit; ainsi, pendant que le mo- 
bile décrit i arc de cercle luiiniment petit MU ', la 
feree • sera anppotde eonalante, et |Nmtlèle au 
rayon Cl, qui aboutit d l'origine de cet arc -, d'où 
nous concluons que si le mobile n'était pas animé 
de la vitesse a, la force centrale lui ferait parcou- 
rir, deM nn tempe HiflaiMnk|ieltt, le «inua venu 

ï"y , ou la p j r j rrtion siir CM de l'arc Iffl' qu'il dé- 
crit réellement. Or^ toute force acoélératrice a pour 
meswe le donbte de raapaee inflainent petit 
qii*eOe est eapablè de frin penwttrir à un mobile 
dans un temps infiniment petit, divisé parle cnrri^ 
de ce temps (n» 118) ^ si doee on appelle • le sinn» 
nifCtr le tanpe einpioyé à déoriftKarc 



2* 



en délignant cet are par e» et le ruyou CI 
pnrr, «ne 

e* pnaient Tero en lien de le «otdei ilene « crniae 
dn#snr.nn 



Cette «ateor de • eit ilenc ceUe de le feree cen- 
trifuge rnpiwrtée à riinité de masse, d.ins un cer- 
cle décrit d'un mouvement uniforme. On eu con- 
elnt immédiatement «{ne eelte feree, dena une 
ruurbe quelconque, auru pour mesure le carré do 
la vitesse <li\isé par le rayon de courbure ; car la 
trajectoire ayant deux élémens consécutif» com- 
mnnnnvee son eereleeaenlatcnr, on pent supposer 
qee, pendant on temps infiniment petit | lenîaliife 
«a ment cîrcnlairement antonr dn eantm d« 



Iwwe, et qtfH n Benaéqwamment le ^Inee eeniriftife 

qui convient à ce moutcmcnt. En roulliplinrt jinr 
■t cette force accélératrice , un aura la même va- 
leur que pour la force dési^itee par /dans le n* 
17<k Pimr eempercr le feree eentrifuge dana le 



rrrrlr q la pesnnt''nr, strj.n'fiTnns tJilP 1:t viteSIO fl 

soit celle qui serait due M une hauteur à, de sorte 
qu'on ait «■ =t5à(n« 130), en désignant [>ary U 
gtavîté ;.U «n rémllen 



ce qui muntro que la force centrifugo est à la pe- 
santeur, oomme le donble de la baotenr dne i la 
vitesse du mobile est au raj ou. 

Si le mobile est un corps dont les dimensions 
soient très petites par rapport à sn distance au point 
C , on ponm eenaidéter , dan» tottte «en élandoe » 
la ealenr de • comme k tréa peu pria 



et prendre le rapport — peur celui de la feree een* 
f 

trifuge provenant r!a mouvement uîrcnlaïrei an 
poids du corps sur lequel elle agit. 
Qnand le mauTement n'aura paa lien dana un 

plan horiiontal , la vitesse du mobile , 1» force cen- 
trifuge et ta tension du ûl attaché au point C, se- 
ront variables. Supposons que le mobile an meuve 
dana un plan «ei^èal { déaiguona par 2gk le carré 

de SH vitesse , quand il se trouve dons If plan hori- 
tontal passant par le point Cj et, à un imitant 
quelconque, appelons ^sa diatance è ce plan, re> 
garilée comme peaitivu lenque le mobile tait eiliié 

.ui-di S"!.!!:? , '•\ romme ntfj^ativerpiand il aara pasaé 
au-dessus j nous aurons à cet instant 2jf ( & 4~ a) 

pour le eaiTd dnta eiteaae Utt), etî^^iill^ 

pour le feree eentiinigc. Pour avoir In tentiou to* 
taie du fil, il faudra ajouter à cette force lacnm» 
poaaotedu poids dti mobile diri|;(; suivant le pro- 
longement de sou rajou, laquelle cuiuposanto est 



il est eiié de le voir. Oone , 



en appelant t te leutien létale dn fli è nu Inaflnnt 
qndoonque i ma 



I — 



«9 {Zh + 3s) 



Cette feree enprimera anwi la preaaiou quo le 
point Céprenvere b chaque instant , suivant la di- 
rection du rayon (pii aboutit an mobile. Elb uX- 
teindra son iiR<u»miun^ lorsque le mobile sera uu 
point le plus bea du ceiolei en Ton • s =sr, et eon 
mAiàBNm, leraqn'il aéra au peint le ploa élevé , en 

3r 

l'un a a = — r. Si est moindre que —, la tension 

S 

deviendra négative et se changera en une eoutne- 
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tiiOD pendtvt parti* da nMWVMmot : il fradra 
•Ion que le fil soit inflexible pour que le mouTe- 

menl firrtilaire ait lieu. On néglige, dans rt- a! -ni, 
le poids et la force centrifuge du fil, ce qui »uppu&e 
M nasse très petite par rapport à calle du Bobile. 
On verra , par la suite, comment op y dienait avoir 
égard si cel j était nécessaire. 

176. Revenons au mouvement circulaire et nni- 
fonne t et désignons par T i« temps que le mobile 
•miitoie à patamiir la eireoiifévenoe eotière. Oa 



a = 



•t,|iar couëquant, 



8«r 



4e» r 



ce qui montro que la force centrifuge est en rai- 
sou directe du ruyon du cercle , et en raison in- 
verse do carré du tenips d*iuie révolntion entièse. 

Lorsqu'un corps soHHe tourne autour d'un ase 
fixe, tous ses points décrivent, dans le même 
temps , des eerctn dont les plans sont perpendicu- 
kiras à l*ai* , qni ont iaora eentres dam cet aso, 
et pour rayons les perpendiculairps ab^is>ié» '> de 
dwqae point sur ce même asej par conséquent , 
Jos foieat ceotrifoges d« ces différcns points sont 
entre elles comme ces perpcndtcalaires. Ainsi , 

p ir e\eiiiplc, la force centrifuge des corps plarrs à 
la surUce de la terre , cl qui tournent avec elle 
•utow de Fhae dttpôltê , est proportionnelle aux 
rayons dufaraUèUi qu'ils décrivent ; et , de plus , 

cette force est dirigée en chaque lieu de ta terre 
suivant le prolongement du rayon du parallèle qui 



179. La faroe qui précipttiles corps vers la terre, 

et que nous appelons ^jonfffur, est due prin ipa- 
lemcnt à Tatlruction du sphéroïde terrestre sur ces 
corps. Mais quelle i|u*en soit la eause, il est tou- 
jours certain qite la force centrifuge dioiinor eettc 
tendance des rorps pesaiis j en sorte qu'excepté uu 
pôle , ou lu force centrifuge «st uiiile « la pesanteur 
est partant moindre que si la terre ii*avait pas de 
mouvement de rotation. A Téquuteur, la force ccn^ 
trifuge et lu pesanteur sont dirigées en sens con- 
traire Tune de l'autre i la pesanteur y est donc 
dgalei rexcès de l*Bttraction de la terre rar la force 
oeatrifuge } par eanséqiieBt , m a 



4ir« r 

"tT" 



g étant cette pesanteur, G l'attraction terrestre, ou 
la pesanteur qui aurait lieu si la terre était immo- 
bile , r le rayon de réquuleur, et T le temps de la 
rotation de la terre. 
|.e soeodd tcfae de «ette formule éun| très 



peUt par rapport an 
prda, 



, on a, b tria pau 



4»» r 




pourra prendra la rayon dn méridien an Nan dn 
rayon r da réqaateor , dont il eat p«« diffdmt } 
onamaalan 

ter ^ 4000ÛO0O". 

En prenant la seconde pour uuité , et négligeant , 

dans rr n!rul,la petite variation (!c!j pesanteW 
à la surface de la terre , ou a aussi (^n" 1 16) 

Onad*aiUaan(a«Ul) 

T = 8S164 ; 

et de là on conclut, à très peu près , 

4tr« r _ 1 



Ainsi, à Téquateur , la pesantear est 



de rotation de la terre 



autour da son aie. Si ea moaTemant devenait plus 

rapide , le temps T dimiTtnerait , et la fnn r cpn- 
trifuge différerait moins de la gravité, iùu obser- 
vant que 289 est la carré de 17, on toit qu'il suffi- 
rait que la rotation eAtlien en un diX'septièmo de 
jour, pour que la force mitrifTi . c !'tv]uateur fût 
égale à la gravité ^ alors U pesituteur y serait égale 
k léro , at les corps abandonnés à ai»>mémea y do- 
mcoreiaicnt en équilibre. 

Bans ce calcul , nous avons seulement eu égard 
à la force centrifuge provenant du mouvement de 
rotation des corps pesans autour de Vase de la 
terre ; et, en effet , on conçoit que le mouvement 
de translation autour du soli-il lyu est l ommun à 
tous ces corps, à la terre et û &uu axe, ne saurait 
influer sur leur tendance à s*éearter de cette droite 
mobile. En imaginant, par exemple, un fit paral- 
à réqnntcur, atlQclié a cet axe et aboutissant à 
un corps situé à la surface, tl est évident que sa 
tension ne cbangera auennement par reffet d*na 
mouvement qui emportera , à la fois , l'axe , le fil 
et le corps , sans changer leurs positions relatives. 

1 ÏS. La force centrifuge diminue la pesauteur en 
loua les points de la smfaen de la terrai mabd^una 
quantité moindre qu'à Tcquateur, soit parce qu'en 
allant de Téquateur au pôle lu force centrifuge dé- 
croît, soit parce que Tungle quelle fait avec b 
verticale augmente. M» appelant l««joara r le 
rayon de Téquateur, et détigiiaat par |« la latitude 
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^■o Kew y k onque da la law, etpsrnl» rayoa 
Ai panlléta conwpttiulaiit, aa «yn 

« s r CM 



en në^flMit la nOD-sphéncité du globe tartaitra, 

l'angle u sero celui «pie le prolonj^cment de «, ou 
la direction de la force centrifuge, fait btcc la ver- 
ticale ; la eonipcaanla verticale de la force eeniri- 
fage aVbtiaadre deoo en 



nié par cos /« ; ce qui doooe 



4ir' r cos» fê 



I. ' 

pour la dimioution de la poMOtew due à la rota- 
tion In icrrf ; et , d'après CO qUI précède, CCttO 

4uautUc aura |Jour valeur 

co»» ft 



289 



Ceeefaitlb tooAa la diniautioa que le 



éptvwwnltf tà la terre étall une •pbère homogène : 

elle scr^U proportion iicllo au currû Jii cosiuus Je 
la latitude; et la diininutiou totale du pôle où Tou 
a /4 =: 00°, a l équateur où l'on a = 0, s^élève- 

laità aga* Vai» U terre c«t uu tpbétoide aplati à 

iespAle»; rottractioo qu'elle exerce sur lea corps 

placés à sa surfuce ditniniic, pour cette raison , en 
•liant du pôle à l'équateur ; cette diminution , eu 
chaque point de la anrfece, cat aussi proportion- 
nelle au carré du cosinus de lu latitude; elle s'a- 
joute à celle qui est produite par la force oeatri* 

fuge, et par cette addilieo le eecAeient^ aug- 
meote et devient i peu prèa. Ceat dorn celle 



fraction qui 



Taveua 



déjà dit (n* 117), l'accro'iiaeaieHf leUl du peida 
d*nu eerpa tranaperté de réqualcnr au pèle. 



CHAPITRE V. 



BXBHPLSS DV MOOTBIIBIIT DOH VOIRT MATBRIKL SIJK UNB COUIIBB 

OU SUR OHB SVBFACB DOBRBB. 



179. Un pmtdui» est , en général , un corps solide 
peianl, qui oacille autour d'nn aie fixe et borîion- 
tal. Hais pour comparer plus facilement entre elles 
les durée? des oscillulioiiît de différens pendules et 
les iuteuiiités correspuudaiites do la pesaoteur, les 
géemltrea ont imeginé un pendule idéal qu*on ap- 
pelle p*nduU simple, et qui consiste en un point 
matériel pesant , suspendu à un point fixe par Tin- 
termédiaire d'un fil inextensible et inflexible , dé- 
nué de peaanteor et même de den*ité| et dont la 
longueur est celle de ce pendule. 

On terra, dans un autre chapitre, qu'il y a tou- 
jours un pendule simple doat les oscillations coîn- 
ddent , et pour leota duréea et peur lenra a wplitu* 
dcfl , avec eelica d'un pendule quelcenque , «t noua 



montrerons comment la longueur du premier peut 
sf délcriaincr d'après la forme et les dimensions du 
second, ftous ferons voir aussi que cet accord 
eyant lieu entre lea aoUTenient de deux pendulea 
dans le vide, il subsistera également dans mi» 
lieu ré!iivl;nit , quelle que soit la fonction de la vi- 
tesse qui exprime la résistance. Ainsi ^ i) suflira de 
conaidérer le mouvemeut du pendule linple, aeit 
dans le vide, soit dans un milieu résistant ; et o*eal 
ce qu'on TU faire dans ce premier paragraphe. 

180. Soieut C(fig. 45^ le point de suspension, 
CB la «erticale paMeat parée peint fiie, etCA bi 
position initiale du pendule. Supposons que le 
point matériel qui le termine parte du point A avec 
uue vitesse k perpendiculaire à CA| et dirigée 
dani le plan dea droilaa GA et CB^ il eat étideut 
qu*il ne aovtiru paxde ce plan vcrlicali etqa*Uy 
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IRAITÉ DE MÊCâKIQUE. 



iJécrini ém wet d» oarcle dont C Mt l« etotncl 
CA le rayon. 

Au bout du temp$ quelconque f , aoit H la posi- 
tion da aMbile ; despoiaUM et A, abeÎMoni iiir la 
«erttccio CB, dc« perpendiMkirai HP «t AD, et 
feiscHit 

CP = s , CD = e 

Ko détignont par g la gravite et par v la vitesse do 
mobile ou poiot H , nous aurons, dana le cas du 
vid« (n* 169), 

«t si Ton appelle $ Taro Al décrit par le mobile, 

ds 

de sorte qu'on ait — = v, on en dcdutra 



4- ;.>^ (s — c) 

Désignons par 6 l'angle MCB, qui sera positif 
quuiid le pendule se trouvera à {jauche de CB , 
oonme la droite CA, et négatif lorsque la pcndnle 
sera h droite de la verticale. Soit aussi « Tanglo 
ACB , ou ia f aleur initiale de I. Oa aura 

«=o(« — •) o = — = — a — , 

en représentant |Mr n In longiiour CM ou C& du p«n> 
dnlo. On «un , en mimo tempe , 

sssneoal, o = aco»«; 

et au moyen do coa volea» , eello do di doriondra 

— adt 



l/'A* <^;^(ooa I— eoa*)' 



(1) 



Telle est donc la formule qu'il s*agin d'intégrer 
eiaituiiieiU ou pur approximation. 

ISI II li'v a ipi uti f.is duns li qnrl riiit -L'ntîoti 
soui foriuclinii- soit pus^ible, c'est lurtiqtt'on a 

Al = 2ga (1 + gos •) i 

ce qni a lien quand le mobile purt pnint \ n\rr. 
la vitesse qu'il norait acquise en tombant d'une 
hnnieur égaie à £D ; E dtont lo point le plw élevé 
dtt eorelo qa*il décrit. In fnîMint I s t4> *^ 
eootqno 

1 OOB t-^ s:i 2 otn* 4 1 

on aalon 

" $ 00*4 



J'inldgro, je 



In continnte arbitraire, do 



sorte qu*on ait 4 = « quand t == 0 , et je mets 

a 

1 

— I à la plaoe d« 4i tient 
S 



2 g " (l+siul/2«)(l-siu 1/2 •) ' 

Si le point A ctîTtn iff -it :i\ i - le point E , on au- 
rait • ir ; ce qui ruiuiruit iiiliine celtu valeur de 
t, quel que fût Pangle I. Cela aignifie que le mo- 
bile ne quitterait pas le point £ ; et en eflfet , dans 

ce Ciis,sa viloss»" initiale serait nulle, et la tangrnte 
au point £ cUnl itoniontaic , il y demeurerait en 
équilibra. 

Le point B répondant k I =$0, on aura, dane 
tout autre cat, 

pour le temps que le mobile emploit-ra à parcourir 
lare AB. Avec aa vltesio tequise en ee point, il 
s'élèvera anr la demi-circonférence BA'E; nmie, 

d' 1 rr<; rf qiî'nn a vu dans le n» 189, il devra em- 
ployer un temps io&ni pour atteindre le point 
E : c'est ce qui a lieu effisetÏTeroeot ; car en di- 
sant 1 = — ir, nnn f = ao. 

Quelle que soit la vitesse initiiilc k et l'anj^le a , 
la formule (I) pourra s intégrer par les fonctions 
elliptiques ; en sorte que le tempa dea oteillationa 
ou dca révolutions du pendule se calculera toujouM 
au moyen des tuhles niiin(5riqwe5 de ces fonctions ; 
mais , dans la pratique , on a seulement besoin de 
connnttro la durée dea oseillationa très petite», que 
nous notis bornerons h considérer. 

182. Ponr qne le pendule ne fasse que de petites 
oscillations de part cl d'autre de la verticale CB, il 
faudn qne Tenglo • et la eitetie k aoicnt pou con- 
sidérables; on pourra toujours rendre cette vitesse 
tout-à-fail nulle, en faisaut p.irlir lo mobile d'un 
point un peu plus éluvc quu A, u'cst'ti-dirc, en 
augmentant eonvanablement rangiez; on ne nuisa 
<]onc pas à la généralilir de la question enauppo* 
saot Â = 0 f ce qui réduit l'dquutiuu (l) à 

d< = -l/' — . , ■ ; • ^> 

9 2 cet I ~ 8 eot • 

Par les formules connues, on a 



9 



I.8.S.4. 



Les unîtes « cl t étant très petits , par liypotSicse , 
je néglige leurs quatrièmes puissances, il en ré* 
sultoaimplement 



Digiti7ixl by 



/ 



mniAHiQinc, rumlu paktis. 



Ea iatégrunt et oliMrvant que t ss • quand < as 0 , 
«n en AMuit 

f ^ •/ 



4 ni» Van tire 

• A « a 

Cc-j formules montrent , conformément à ce 
qu'on a déjà vu ( n*» 159 ), que le pendule fera une 
sait* màéBnl0 d'oscillations égales et isoclironcs 
tt fnt at d Wm de le wtieale CB : il remtidra , 
^ vitaaM •nll*, m poial A «à Toa a I sr 



toutes les fuis 4U 



c t ^ — sera un 



multiple de 



2», et an point A', situi- n 1 1 rnrme linutcur que A 
et où Ton a I = — • , touies les fois que ( sera un 
■altiple smpeîr de w. En aptielant T le temps qu'il 
aapleîefa à aller de l'un de ce*, points ixtrémes ù 
l'autre, c'est^^Hlira » la taiDpf d'une oaoiilation 
«otière, on a 



.1^:1. 



I,c« durées des lïrnt dcmi-nscillations, Tune de*» 
ceodaote et l'autre ascendante , seront égale* entre 
1 

diaaaià — T. 

Z 

Ed général , k dent installa séparés par un temps 
^1 m le pendule occupera , des deux côtés de la 

Tfrtic.ilo CB, des positions d^dlenicnt (''Ioit;tii?es do 
cette droite , et ^eru aauiié de irilcsses égales et 
contrairea ; car ai Ton net t T i h place de t, 

di 

dans les Talcurs de I et — , on voit qu'elles ne font 

4f 

que changer - «i -ne. 

Le pendule coïncide ovcc la •♦erticale quand on 
al=:0, ou «égalàimiiialtiplaiaBpaîrde J/2Ti il 
«nrétttlt* 

A m 

et, par conséquent , 

» = ± • U^ga , 

pour la Vitesse du mobile au point B. £n appelant 
i b baotenr DB de aan point de dopait an^desaiw 
de B, ao aura 

> n « (1 — oaa •) as , 

icaaaeqne Vam néglige la quatrième puissance de 
Abstraction fnite du signe , la viteaaa acipiiM au 
poiut le plus bas sera donc 



ce qui est j cunime cela devait ètroi la viteweduc 
lilahanieurA. 

I8S. La talear de T est, comme en veit, indé* 
pendante de l*angte • j die lubtistera eneara 1 et 

sera rifjonrcnKcment exacte, (mi.io'I cette ampli- 
tude « sera intiuiment petite, bi dune un écartait 
le pendnie infiniment peu de la verticale, il eau» 
pliiieraît pour y reranir un tempe fini ai dgal 



1/2 



Dans ce moaTcmeot| le mobile 



dénrirait un espace infiniment ptilil dans un temps 
fini ; ce qui vient de ce que l'intensité de sa force 
accélératrice lerait infiniment petite. En effet, 
cette force ea t la pesentear décomposée suivant le 
tangente h In trajectoire; nr, dans Tétendoc de 
l'arc infiniment petit qui aboutit au point le plus 
bas de cette courbe, la tangente fait arec la TCitî'» 
cale un augle qui diffère d^uo droit d*une quantité 
infiniment petite ; le cosinus de cet on •h-, par le- 
quel il faut multiplier la pesauteur puur uLtcnir sa 
composante , aat donc infiniment petit ; par oonaé» 
qucntf Mtta oampceanta est auasl infiniment pe- 
tite. 

On peut étendre ce résultat aux oscillatious d'un 
peint matériel peaant sur une eeurbe queloenque , 

dont le plan osculateur au point le plus bas B est 
vertical ; car dans une étendue infiniment petite la 
courbe coïncide avec son cercle osculatenri et, 
dam une étendue aeulemenl très petite, elle a*en 
écarte très peu ; d^où il suit que C étant le centre 
de re rerrli-, la dnrée di-* oscillutions très petites 
sur la cuurbc , de part et d autre de son point B, est 
la même que pour un pendule simple dont C aeiail 
le point de susponsicui , et qui aurait pour lon- 
gueur le rayon de courbure CB correspondant à ce 
point B. Les oscillations très petites ont donc une 
même durée indépendante de leur amplitude, sur 
toutes les courbes verticales qui ont la même cour< 
bure à leur point le plus bas. Lorsque le plan oscu* 
lateur en «e point n'est pas vertical, il faut rcui» 
placer dans la valeur de T la gravité y par sa 
ci'TiijMi^iinte dans ce plan, laquelle est é^'ale ii 
^ sin s^ en appelant s* l'incUnaisou du plan donné 
anr un plan liêriiontal. 

184. Quand Tangle • a une grandeur finie et len* 
lemeat tréa petite , la valeur précédente de T ii*esl 

qu'approchée. 

£0 effet, si Ton conserve les quatiiènies puis- 
sanoes de • et de ( dans les valeurs de cos • et 
eos l| et qn*on le» mbstiiue dans la formula (9), on 



l/^m.» — h' [ 1 — t /' , a ^ 4.1») 

A ce degré d'approximation , il faudra prendre 
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IIAIIÉ m KiCAllIQtS. 



oo aura donc 



tànxah tpn 1*11110^ par les rè|;U» connaM.Ea in- 

téj;rant depuis i = « jusqu'à î — — ^ , pDiir n voir 
U durée T d^une occillation entière, oo irouTO 

9 V 10/ 

ee qni tncoin que cette dar^eeit un pea augroeo* 
tée par la grandeur de Tanaplitude. 

I! en résulte que si l'on appelle n le nombre des 
osctlliitioiu liiAiiifueiit peliies d'un peudule ^ual« 
eoaqa« dan* un tcnpa donné , «I m' le nombre de» 
oscillations du même pendule et dans le même 
temps, quand lear amplitude « e»t aettlement tréa 
petite, on aura 

car le nombre n' doit diminuer dans 1« même rap- 
port que U durée de ehaqne oicillation cat ang- 
parla grandeur de cette amplitude* 



18^. Onnifjn'oii uit m'tn Hnn<( les tHIfprrns u^nc^PS 
du pendule , de faire en sorte que i amplitude des 
oieillatioiia aoit tréa petite , ce qui rend toujours 
auflisunte la correction relative à la grandeur de « 
qu'on fient de déterminer, il est bon , néanmoins , 
de connaître la série convergente par laquelle on 
peut esprnMT le durée dPnne eedlleftion 1 quelle 
que aoiiion aqaplitude. 

ffUnif MMCot • et e lea sinne varendeeen* 



gles t et «, de sorte qu'on ait 

t — ros î <r , I — co» • =i C j 
00 aura , en même tempS| 



La formule (ft) deviendra 

9^ § y Cm — k^l — lySte • 

et , pour en déduire U durée 1/1 T d'une demi*oe- 

cillation , il faudra intégm depuis * ~ C, qui ré-> 

pond à (1 r:r « , jusqu'Ji .T == 0, qui répond à S — 0. 

Ur , eu développant par la formule du binôme | 
on e 

série dont le terme général est 
1.3.5...2n — l 



8«4>0i<*9n 



-e- 



et qui sera toujoura convergente, à cause que x cet 
constaminent moindre que 2. Si doue 00 inlerverlU 
Tordre de l'inlégration, ce qui e«( [ifrmi'; en rhan 
géant en même temps le signe de (U^ qu'on fasse 
enniite, pour un nombre qnelcoaqtte n on «dm , 

/tC sr"d!r 
— -• ts A» i 
0 1^ C* — X* 

t 

el qtt*<m douUe k velenr de >^ T, il en ideultere 



11 1.S 1 1.3.6 1 . 

Ao + — . — A, + . — Ai 4- . — . A» etc. ). 

a.4.6 8 </ 



2 2 



2.4 4 



Lcateleura deaiulégndea définies A«, Ai , Ai , i duire succeeeiventent tonlee leteuiree. In eleC, 

kl , etc., sont liées entre elles de manière que I on a, identiquement » 
l'une d'elles étant connue « il est facile d'en dé- 1 



s* 

\/ X 



(* — s»" td» 



d'où Ion conclut 

= — «.-^1 {/u -» «• — (n — 1) I — ■ 



Uiyilizeu by LiOOglc 



DTiiAiiQtn, ffiinta PAini. 



lOi 



0t , coflfléqoent , 



Anidenx limites x=0 et x=C , ona j./ — j«=:Oi 
en passant aux intégrales définies, on aura, d'après 

cetce dernière équation , A» = — ~ — - A. _ i . 

SiTon laitsticc0MiTeiDeotii = l,=t,=3|etc., 
émxxM cette formolc, obw dédirit 

A. C A., 

t 

3 1.» 

At =3 £ Al = — C* Ao , 

4 14 

• IJlI 

A9SS — C A. s es A, , 



par conséquent , nous auront généralement | 
1.3.6... Su ~ 1 



•.46.. 



C" A«i 



•iqimitàift 
A* 



En fubstttuant lea Taleura de A«| Ai | At | etc., 
4liH«éll«deT,il enrénills 



pour h aéito qa*a « «».^f 

tentiellement convergente, pwaqwl/IC MltOtt- 
jours moindre que rniiité. 

Si Ton néglige la quatrième puissance de • , on 
•on C s 1/S U fnudra réduira In iM* I se* daai 
premiers termes , et la valeur de Tcolneklm «VW 
celle du numéro précédent* 

189< CoBuddMiii neIndIlMKot In nuMivMMiit d v 



padnln linpto dans un milieu rdsittant. Sa oon- 

servant (fMitrs If^ notations prf'r^Hrnte^ , la Com- 
posante de ia pesanteur fuirant lu tangente HT, 
ma ^ ain I, h oniiw qne l'angle que cette droite 
fini avec la verticale SR est complémaal de Tangle 
HCB oti t. DcsigTinn? par V !t! force accélératrice 
provenant de la résistance , laqvicUe est dirigée en 
•Ml contraîra de eatin composante ain I , et ap- 
pelons a l'arc AX{ rdqiMtioa du 
«n (n* 1A8) 



- = ,.i«l-V. (») 
dUt 

On pourra faire différentes bjpolhèaea sur la va- 
laar de V an fonetion de la «itaaae d« nebile ; le 
fhM liMple eal de U «apposer propeitÎMnielle à 
alla Tîlcaeet de sorte que l'on ait 

as désignant par k une vitesse constante et don- 



+ «te.; 



si deoe I est, oeoMoe prdeédoniMBt, mtidepeitt 
angle , et que l'on néglige sa tosiaitoe poisseoeet 
réqoatioo (S) donandra 

M e dl f 

Son iftt^iale eenplèle est 

• = ^eeee<v|/^-|-<'siBl>-|/^'^e ** 

en représentant par c et c' les deux constantes ar- 
bitraires, par a ia base des logaritlunes népériens , 
et faisant , pour abréger, 



4k* 

Je déieraiine e et «' par les oooditions • sss • et 

d» 

—s 0| qoeod I s= 0 } ce qui deono 
Par conséquent , on aura 

IsofeasIyK — + «««iK — )• » 

et, en diJIéreatisnt| 

dl • , , . / g^Zh 

-«--K K -)• ^ 

df > o ^ 

14 
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j niir !»>s fut miilc* qui Tonl conimllrc, à an instant 
quelconque, la posilion du pendule et sa vitctM 

A la fin de cI>aq)'.eoscillâtion|On a — = 0^ ce qui 



•a 4|iw *yy^ — est m mal* 



• limtovtwlMfoia 

tiple d« «. D t^mtait dono qn« !«■ oteitUtioiii mmI 
iMwluaiiM , comme dam l« vide , «1 qa*Mi • 



y 9 

pour la durée d'une osciliatton entière ; en sorte 
qoMIe est ou(;nientée , par la résistanoe dti adlieii 
dans le rapport de rnnilo à la fraction y. 

OiiHTit r.u\ ampU»t!'l''s (les osL-illations , elles di- 
minuent cuiitiiiucUcmcntû cause de rexponentîeUe 

f Bn appelant INimptilade de h nf^ oactt- 
laliooi c'eat-k-dire , en supposant qu'on ait Is 
(«1^ , (joand f SUT, il en r<tullen 



une 

au 



M qm montre que lea ampUtndea MoccMtm fof^ 
ment nna pregrcftïon (jéométriqne décroitMnte, 

dont le rapport est « 2yk 
Toutefois f ce mooreaent welllateire suppose 

qao^aoU une quantité réelle; et, en clIVt , c'est 
ce qui a lieu dans les cïpéiirî;rr5 dis j . ii liilr , «jui 
n^a jamais une longueur eiirt.uieiut>ut considéra- 
ble y et dont la densité eit tonjoura trèi grande eu 
égard & celle de Toir oàU fe meut : la vitesse k 
étant proportionnel!*! au rapport de la prcmit're 
deusjtc tt la seconde « elle est très grande par rap- 
port à 1/3 l^sâ, et, conséqucmmcnt , y est i 
quantité féello qnî diffère peu de l'unité. Si, 

«oniraire, on a^ait 2* Kj/^ , y »™8>- 
nair» et de la forme C |/— l, en désignant par C 

mus quantité réelle; pur les formulfis connaes , les 
sinns et cosinus qui «ntrcnt dans l'cjpression de t 
se changeraient en exponentielles ; et cette trana- 
formation faite, on vomit qne l'angle ft ne pour- 
rait devenir mil qn'nprës interviillf fl(> (rmps 
infini ; en sorte que le pendule approuberait iudc* 
finimeut de la verticale CB, sans pontoir la dépas- 
ser ni mémo Tattelndre rigoureusement. 

t87. A Tiifsure que les amplitudes des o<iril1a- 
tions diœiouent , l'expérience prouve qu'elles ap- 
prochent de plut en pins do dôoroIlM dans l*ew en 
progression géométrique : oUoi s'en écartent peu , 
par exemple , !or?qiii? ronfle a. est d'un tiers de 
degré ou au-dessous. L cxpéxicuce montre, de plus, 

est tièt lent; ninsl, dona 



une expérience de Borda, m'i il avoit lieu sensible- 
ment en progression géométrique, TampUtudo IW 
io rédniNît qv'oos dm» ttere environ « apria 1800 
oscillations. En appliquant Pospreiatmi do h cet 
osemple, on aura donc 

t800ir|/<^Ô 



ei, par 



4h 



il en résultera dono 

(1800}« »« ( l — V* ) = r* C0»40646j* 



d*on Pon lire 



y C3 1,00000000*57... , 

ou à très peu près y= 1 ; ce qui permet do négli- 
ger U féaistance do l*atr dan» Io ealenl do la valevr 
de T. 

On peut donc admettre qtie quand les oscilla- 
tions sont très petites, la résistance do raîreat 

proportionnelle h la vitesse , comme nous venons 
de ÎP supposer, et que cctlt- résistance n'influe pas 
sensiblement sur leur durée. M iis lorsque les am- 
plitudes aoDttni peu considérables , l*observation 
montre qu'elles ne décrois!,orit [ilns en proi;rcssion 
géomt^trique; en sorte qu'il devient nécessaire de 
Taire une autre hypothèse «ur la loi de la résit» 
tanoe. 

1B8. Supposons cette forrr proportionnelle an 
carré de U vitesse, et prenons 

^ " V dt* ' 

k étant une vitesse constante et donnée qui sera 
toi^oilrs très grande ; en aorte que ai Ton lait 



2^0 



M sera ttne très petite htetkm. A eante de ( 
«N, l'équation (3) deviendra 

d^l « dl» 

— + — siniss 1/4/.-; 
df* a dt* 

en la multipliant par OdI, intégrant et faiaaiiA 



/ 



dl» d»» dy 

— de = y , — = — , 
dfi dt» dl 
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«. COi • ~ A4jr =? 0} 

«I ■ 



éqiMiMm liaéaive 
complète est 



?J • — co« •) 



« étant la constant? arbitraire e la base des lo- 
giuithmes népériens. Je la aiiiiii'cntie par rapport 

à ly«tJ«rMurlt-^«tttt«ttde — ; ilvienl 



(iJ» So (cos 6 + u sin 

ce qui ettimci intégrale prea^èiv tmii forme finie 
de Téqualion (4). 
Pour déterminer 9, Je eappeee qu'on eit, comme 

précédem m enli — 0 qaeodlsi»îa entéevl» 
lera 



(l-os « J|- ^ sif 



(l -I- )a 

Par coDsé<|ueatj on aura, & un ia«taot quelcooque 
[cos * + ^tin • — (00» • + /» sui •) « — — (5) 



An peint U plve bu, où Ton e • s 0, on «me dom 



:=-^[l^(eo,o+^,in.)e 



pourlo carré de la ▼ïiesM aoqniM, laquelle e»t 
éfidemment moindre que dans le vide. 

En Tcrtu de ccUp vitesse , le mobile montera 
•ux 1 arc BA' jusqu'en un point Ai , moins élevé 

co» •! — I» (ein •! — Al ce( 

la «dear do •« qne Ton lirem de cette équation ^ 

dtîTrr. la très pptt dt* it j je fais donc «j —a. ^, et 

je n«ijitge le cariu del'ei le produit it vient 

t lin «.= ^ (ein * — • oot •) , 

eaeette qoe Von aura 

•m ' * 

pour b grandenr do t, abatiaction feile dn ligne , 
à la fin de la première eecîtiation. 

Ce rt'sultQt ne suppose pas les os(MlIjtK>n<; très 
petites i omis si elles sout asses petites puur qu'on 
pnino n^Kfirla quatctèmo poiwanco de* dans 
eetloveleardetfi , elle le réduira à 




1*00 dé- 



que A', et pour lequel ou 



signe par —^i.la valeur eonoipoudanta de I, il en 
réiultera 



(coe «t — Min «i.) •#»•• :=(ooe« lîn a^i-c*- , 

el li Ton développe loi eiponenUelIei inÎTaot lei 

puissances de /x, l't qn*0Q néglige lo oirré do cotlo 
fraction très petilei on aura 

)=«»•• + #• (lin • « cee n). 

St de même, si , «4 , ote.^ lont lei amplitudes 
successivei des autrei demi-oieilbtiom 
daates, on auiia 



Parvenu au point Ai , le mobile redescendra, 
et il ooolinuem «init i oieitter do port el d'autre 

du point B, jusqu'il ce <|uc les amplitudes de ses 
oscillations soient devenues SL-iisiblciULiit nulles. 
Si Ton appelle *> Tamplilude de lu seconde demi- 
Mcilletion eieendante, il eit évident qu'elle le 
déduira d(« »i , comme OU a déduit de m\w 
sorte que Ton aura 

•t s= •« — 



*! = «»—. 



, Si s= «3 



eto. \ 



ce (T .i montre qu'elles ne décroîtront plus eu pro- 
grcMion géométrique, comme dani le ooa de la 

résistanrp iiroportloiuielle h la vitesse. 

Pour déterroîncr le temps qui répond à un 
angle t , il faudra intégrer la valeur de dt tirée de 
l'équation (6)i coqni sera toujonri ponible per la 
inetliDite des quadratures , quand les valeurs nu- 
mériques de I*, I , seront données. Hais dans le 
cas dei petitei oicillations , on peut obtenir , en 
lérîe conTergente , la valewr de é en fonction de i, 
et rêriproqoemi*nt. 

Je supposerai toujours la vitesse initiale du 
mobile égale à léro.; la valeur de I à un imCant 
quelconque , sera une fonction de t et « qui devra 
se nvinirr À zéro dam la COI do «=30}Je leiepié- 

seotcrai donc par 

• = ««,+ «« t, ^ «3 1} ^ etc. ; 

ti , S, , , etc., étant des eoefiiciens indépen- 
dans do ». Ko substituant cette série dani l'équa- 
tion (4) , dévekqipait lee deux membre» raivent 
les puissances de «, et égalant eninitele* coclli- 
cieoi dei mêmes puisiinccs, 011 forment une série 



i^idui^cd by Google 



d'éqoations différentielles du second ordre, qni ser- 
viront à (iélerminer les inconnaes Ai , ti , tj , etc. 

il 

D« pliiS| poar ffa'oii ait ls=« at— '=0| qjmoA 

dt 

« beO el quel qae toit «, il ftudn q«o l« talcnn 

dit dSj 

initiiiles «le ta , 10} , etc. , , —, etc. , soient 

tout«t nulles, et que celtes de li et — soieot 

di 

l'unité et lëro; et c'est d'après ces conditions 
qu'on déterminera les constantes arbitraires qni 
êunnA eonteoues dans les intégrolea complète* de 
eakt«iaite4*<qMtions. De cette anniière, on cal- 
culeru autant de termes que Ton voudra de la 
série précédente. Hou^ bornerons rapproximatkm 



MOifié de «4 et noue négligerone le 
niiniwei n^érieiires de cette qatnllté. 



•in I s «Il «a It , 

dt» _ dt; 
dl« ** d«« ' 

et en substituant ces râleurs dans Téqnelieil (4), 
et égalant les coefficiens de • et de «* 
doux membres, il vient 

d* ti g 

dt» a 

^ t, ^ 1 dl|i 

d*» ^ a *"~ • dlp 



Ett tntégnnt la premiève de ces dons éfoallMi, 
etdétanniiwni les deus constantes «ritiltëiMs, de 

sorte qu*oa til l| et — s=0, quand #=0, 

df 

nooeaurona 



Uea résoUeffa 



dt^ • 

la Micoode équation deTiendra donc 



— ss ^ ùa» tL^ — =s (1 — cosUK —)i 



du» 9 9t* / I y^T \ 

H l> = — ( 1 — cos 21 K — J » 

dfs o 4a V «/ 



eiro«t«im 



et — = 0, quand <=0. 



13 



Au noycii de cet «spreHioni deti et ê« » «die 
de I devioiift 



= (-t) 



cet t 




I.^ 4. coea« 

• 4 18 



k cauM de e = — a — , on aura . en même temps, 
dt 



eas(. \y/gitVAty — + ùn 9iy^ — i 

\ 3 / a 9 « 

otcilblioa, preadn la f onne 
V 3 8 a' a 



eleniotwdes feront oonnattre la pétition el le 

vitesse du mobile îi un instant quelconque. 

190. Si nous remplaçons, dans la dernière^ 

tintfl/' — parCtinf 

a a a 

qualiun e=0, t^ui a lieu a la fin de ohaque 



L'angle» tîtnnt frt'-s petit, le premier fadeur ne 
peut être nul| le second est téro toute» les fuis que 
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' — esl un mulliiUe (le x. Il s'eosuU donc 

a 

qwe l'intervalle de temps qui s'écoule cntrr deux 
«îtesses nulles et consécutives, ou la dui:ée T 
■ aitièr*. «it 



en sorte que la résistance de Pair, proportionnelle 
au carré de I« vitesse, n'ioflue aucunemeat sur 
«ette dorée. 

Cependant, elle augmente le temps qtie le mo- 
bile eioploie il atteindre ie point B. £n effet, en le 
déufDUit ptr «t ibisMit 1=0, on • 



La plus p«lito v«l««ir de t \^^^L qui sat 

a 

à c«tt« éqoftlioa différa tiét pw da 1/1 »; toit donc 
a S 

Ma^ligeaiit le c irr-: de ^ et lo produit on aura 
«t, par cona^oait , 



lAiéaistance de Tair augmeata donc la durée de la 
fmifce demi-OMillalioB deaeeadante, dans te 

rapport de \-\ à Tuoilé} et puisqu'elle n'influe 

p«« îtir h rliirrc de l'oscillation entière, il Taut 
qu'elle diminue , dans le même rapport , le dorée 
de la deai-oscillation ascendante. 

En substituant cette veletir de i due ocUe de 
e« et ndgligoeot le cobe de •, Il tient 

• = 0 - t) • i^ï^» 

d*eô l'on conclut que la vitesse acquise au point ie 
Vl"i bea oit dimimide par le rdtitteoce de l'eir, 

«/* 

dans le rapport de 1 à l'uoité. 

Si Ton désigne par la valeur de I qui a lieu 
à la fin de la première osciUatioo eotiére, et qoi 



Hpeod à f 



= • — » 

ceome préeddemoiant. 
Ces diflerens résultats sont rad^Modeoi de le 

grmdeur du coefficient de la résistance, et sup- 
posent seulement Taugle » très petit} ils conviea- 



nent ^L'^ilement au Diouvcncnt du pendule daiu 
uu lluide aériforme et dans un liquide, pourvu que 
le Mefteient fk aoit déterminé pour cliaque milieu 
en particulier. Daoa le cas de « très petit, il est 
inutile d'eiaminer l'hypothèse d'une rësiçtLince 
proportiouoelie au cube ou à une puissance supé- 
nenredelaWtMse; car Un*en poorreit réioltar, 
dans les valeurs de I et que det teitMt dépeo- 
dans des puissiincps de a. supérieures eu carré, que 
l'on a regardés comme négligeables dans les cal- 
eoU précédent. Ko rapproebant ce qu*on vient de 
tronvpr dé ce qui a été dit dans le n" 187, on en 
conclut donc que la résistance de l'air n'influe pas 
tur le durée des très petites osciUatious du pen- 
dule, pour lesquelles en néglige le eerffeetîon 
relative à In grandeur de l'amplilude (n" 184^. 
Quand on tient compte de cette correction , la 
xéaialenee e une petite influence, à cause qu'elle 
fait varier les emplitodea pendant le durée dtt 
mouvement. 

101. line suit pas de là que ta durée des oscil- 
letaone d*nn eorps pesant, quelque petite qu'où 
la sappoae, soit la même dans Tair qœ dene le 

vide; car ce fluide, (;;\r h j rf s^iifni qu'il exerce sur 
le mobile, augmente cette durée en diminuant la 
pesanteor. ITebord, on leît par feipériencc, et 
noue démontrerons dans l'A'pdinMtof^He , qu'on 
corps en repos, p!nn fi ni» un fluide, y perd une 
purtic de son poids, é^^ale au poids du fluide dont 
il oocupe la place. Ainsi , P étant le poids de ce 
corps dans le vide, P' son poids dans Teir, Ille 
poids d'nn volume d'air égel è celui du corpe, on e 

F e= P ~ U 

En appelant p le rapport de la densito de Tuir à 
celle dn corps, f le gievité dans le vide, 9' ce qoe 
cette force devient deos Teir, el» le mené dn 
corps, 00 a aussi 



Or , si l'on désigne par T et T' les durées des |ie- 
tites oscillellons d'un même pendule qui vépen- 
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4cMl lu deut foroes meoéiénUwn ftH^^ùa tara 
et, par couëqiumt, 

T 

r = 



Soit aussi a' !ri longueur du pendule snitmi^ ii la 
gravité g', qui fdit aes oscillations dans le uiéme 
temps que le pendule aonoib k la gravité g et dopl 
klonguaw «si «/ Q fandca qu'os ■it 

i ^ 

d'où l'on tire 

a' = o (1 ~ f). 

Donc, par la seule considération de la perle de 
poid» à rdtai de repos, la ddrée des OM»ill«tion« 
dan» Teirie trouve eogmentde dam le rapport de 

Fanité p/^1 — f peur on radme peudnle, et la 

loogneur du pendule «impie le tronve dimiimée 
dans le rapport de 1— f )i Tanité pour une même 
durée. 

De plus, H. Bessel a fait voir, par rexpériencp, 
qae la perte do polda qnW mèm corpa éprouve 
dons Tnir n'est pas la même, quanti il rst f?n repos 
et lorsqu'il a un mouvemeut oscillatoire. £Ue aug- 
mente danaleieeond cas; et il en résulte qu'il 
faut, dana las formules précédentes, multiplier p 
par un facteur /"plus grand que Tunitc, et dépen- 
dant de la forme du mobile. Je suis parvenu à ce 
uéme résultat dans un Mémoire mr lû ifenesnisne 
«dmtttmilt d'im psndiili al i» fvbr êÊÊvSrmmmU * i 

et, d'après mon analfse, on a /"si. quand le 

pendule oonsiste, comme celui de Borda , en une 

SpUre suspendue à rcitri-miU- (i'un ni très mince, 
dont la longueur est très considérable par rapport 
an diamètre de cette sphère; en sorte qu'alors il 
faut augmenter de moitié la correction relative à 
la den«ii(c de I siir. que l'on faisait subir, avantl'ob- 
servuliou de JU. bcssei, à la durée des petites os- 
cillations et 1 la longnenr du pendule simple. Dans 
tous les cas , le coeflîcient f est toujours indépen- 
dant de ht densitt' du pendule, ainsi quedrla densité 
et de la nature du fluide dans lequel il oscille , de 
manière qu'on peut toujours le déterminer par l'et- 
périeuce, en comparant les durées des oscillation!, 
de deux pendules de même forme et de densités dif- 
férentes, dans un même Iluide, ou bien d'un même 
pendule dans dent fluides difl'érens, tels que Pair 
et I < au , par exemple. 

192. Huintenant, soit n le nombre des nscilla- 
tiens inCiiiment petites qu'un pcudulc quclcouque 

* JfMif/ni 4t VÀeUimit *a Stwmm . tOM» Xt. 



ferait dans le vide pendant un temps donné r. Pour 

déduire ce nombre, parla rèjjle du n» 184, de celui 
des oscillations très petites qui est donné par l'ob- 
servation, et afin d's voir égard à la variation des 
emplitudes pendant ce temps r, on a eootumo de 

prrnrlrr- pntir Tuilfilc a. la ninyrinir r^cs am[)liludes 

extrêmes qui sont aussi données par Tobservation. 
Cda étant, U durée T d'une oscillation infinimcul 
pettte de ce pendnle sera 

r 

et l'erreur que l'on pourra commettre sur la mesure 
dn temps r aura d'autant moins d'influenoe enr 

cette valeur de T, que le nombre n sera plus oonsi* 
dérable. D'après la forme et les dimensions du 
corps oscillant, on déterminera, pur la formule 
qui sera donnée dans un outre ehapitre, la longueur 
du pendule simple, dont le mouvement est le même 
que celui de ce corps ; on réduira cette longueur, 
comme on vient de l'expliquer tout à l'heure, à ce 
qu^elle serait dans le vida; et si on la désigne par 
a oprès cette réduction , et qti'on 
la gravité dans le vide , oo aura 



d'où l'on tire 



9 = 



ir> «s n 



C'est au moyen de cette formule que Ton détfr- 
niine avec une extrême précistuii , en chaque lieu 
de la terre, la mesure de la pssantenr, on la vitesse 
y rj';r !' c corps pf'snns acq\)i(^rent eu tombant ver- 
tic ilemeitl duns le vide, pendant une unité da 
temps. D'après l'expérience faite par Borda, à l'Ob- 
servatoire de Paris , avee un |icndule d'enviran 8 
mètres de longueur, ou a 

o =5 0",MS8SS , 

en prenant la seconde pour unité; et l'on en con- 
clut 

g s fK»,80686, 

en ce lieu de la terre , c'est^-dire, à une latitude 

de 48 ^ 50' 14", 

M. Ue»sel ayant fuit osciller successivement des 
corps de toutes sortes de matières , tels que des 
métaux, de l'ivoire, du marbre, des pierres mé- 
téoriques, etc. , a constamment trouvé des valeurs 
de g sensiblement égales , les plus grandes dilTé* 
renées, de part et d'antre de la valeur moyenne, 
s'clcvant ii peine ù un cent-niitlicme de cette va- 
leur, et pouvant être attribuées aux erreurs inévi» 
tables de l'observation. Il ne peut donc rester au- 
cun doute sur la parfaite égslilé de l'attraction 
esercée par la terre sur tous les corps, qneUe qu'en 
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toit U nature , qui sont sitnrii en iin inême lieu de 
sa surface i car cette égalilé rrsiilte de ccKc des 
ftleors de la pesanteur g, puisque cette force est 
r«ieès de ratimliflii temsire tnr 1« componnle 
TerCieolc de U fom cenlrifuge , cownniioi tous 
ces corps. 

193. En considérant la tarfaee delà terre eoniroe 
le praJongcinent du niteau des mers en équilibre , 

on domoiitrf, tlnns la Mécanique ccîc^fc , i^iie la 
T»rlation, à celte surface, de la loogueur du pen> 
dnie simple qai fait chaque «Millation dant voe 
unité de temps, est proportionnelle au cosinus du 
doiibîe de la latitude; en sorte qu'eu désiu-^n nit 
par X cette iougueur en un lieu dont la latitude 
tet4t on dottoTotr 

» = 1(1 — • cos 24)i {b) 

Ict m étant dea constantes déterminées par Tobser- 
fation. On démontre aussi que le eoeflîciant « est 
lié à l'nptattSMiiient dtt Sphéroïde terrestre par i'é- 

quatioa 

ésns laquelle oo appelle -t cet aplatissement, de 
sarte que le Vitob de Téquateur et celui du pôle 

soient entre eux comme 1 -f- ^ runilé , et où l'on 
désigne par r le rapport de la force centrifuge à la 
peiauleur, qui e ika k Téquatmir et dont la valeur 
0Bt(n*177) 

' 1 
r = I ■ 
2», 

la formule {i] est, en effet , confirmée par Vex- 
périencc r|iinnd 00 fuit abstraction des cirron- 
stances locales qui peuvent influer, comme ou le 
Tffra par U évite , se» PattraelioB de la terre et 
snr la longueur du pendule. L'ensfTnl-lr r)c? obser- 
vations faites à différentes latitudes donne 

» = n/)02r>88; 
ce qui suppose l à itca peu prés égal à r. La con- 
•tanlelest le vatourde x eorreapondente à 4 
45o; eUe différa peu de celle qui répond à le lati- 
tude de Paris; et, d'après celle-ci , on a 

0",9M85S = ^ [1 + OyOOemstn (3« 40' 28^')] } 

d*eàreiitke 

I = 0<n,00Sftl2. 

Si l'on fntt n = 1 et r = 1 <ianç la formule (a); 
qu« l'un j luette successivenieut ^ et x à la place 
de a, et qu'on désigne par p el « lea velears oor- 
mpondanteadey^ on aun 

p s; ir> I, ir s «• A ; 



H, à 
ia 



p 8 9>,80657, 
Utitnde quricoaque, 
= p{t^ 0,Q0S6SS coa 24). 



ON 94 B 9 oo«* 4 ~ 1 1 



on voit que la diminution de la pesanteur , en al- 
lant du pùie À réquateur , sera proportionnelle au 
carré du cosinus de la latitude, Gouforméoient à 
Ténoncé du n» 178. 

En (rnn^pnrtaiit nn même pcnrlulc cn différens 
lieux de la terre, on voit, par l'équation (o), que 
les nomkes is de ses oscillations, dana vn mémo 
tempe r, Taricront proportionnellement i la lecine 
entré© de la gravitr- Ainsi, yiar oxcmplc, une hor- 
loge réglée, à Parts, sur le luouvenient diurne de 
la terre , et tnnsportée ensuite à Téquateur , retar- 
dera sur ce mouvement. En eppetant n et lee 
uomlires des oscillations de som pendule en un 
jour sidéral dans ces deux hcux do la terre , ou 



1 — 0,l)02«fl8 



1-f 0,01)2688 sin ^7«4U>aA^)* 



et , par conséquent , 

n» = 80037; 

en sorte que le retard sera d'environ 127 serondr» 
en 24 heures. C'est l'obscr-vation de ce retard qui a 
mis en dvideoee, pour la première fois, la Tarie- 
tien de la pesanteur i la atîirface de le terre* 



MT Al cys^osde. 



195. Soit ABC (fig. 46) la trajectoire d'un point 
flBatériel pesant, dont le plan est TOrlioal. Suppo- 
sons que ce mobile parte du point quelconque D , 
sans vitesse initiale, et qu'il soit en H au bout du 
temps (; des points D et U abaissons des perpeodi- 
euleirea DE et IP sur le tertieale passant par le 
point B, qui est le plus bns de la courbe ; en fai- 
sant EP = s, et (lt-»ignaut par v la vttes&e acquise 
au point M, et par g la gravité, noua surons (no 169) 

si Ton suppose qm la |)es>auteur soit ia seule force 

qui omisse sur le iiniluli Si)it aussi t Wic lOÎ ; 
comme il décroît quuud le temps augmente , on 
aorn 



et si l'on fait 

EB = *, 
il en résultera 



1/ 

quelle que soit la courbe donnée. 

Cette oeurbe étant , par hypethiae 1 une cy* 
oloide I on eura (n' 73) 

f> ss 4oe , 
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on désignant par a le diamètre BF d« ton cercle 
{Aaénitear, On aura dooe 

5*=- * 




et , eo intégrant , 



< — = 8X0 ^cos = - — - — ^ : 

oa n*ejeatofMf de eonslaale eririltaiie, «fin qu'on 

ait (^OiToriginedu mo OTei H e nt, ou quaud x =h. 

Si l'on appelle t' k- temps que le mobile emploie 
• atteindre le point B qui répond à « = G, on aura 

I 

f — = «rc (cof = — l) = », 
9 

et, pir eonsécprant, 

Ce temps est, comme on voit, ind^ndant de la 
bauteor h du point de départ D da mobile , au- 
deeeue da point le plus bas B; en sorte i|ue cette 
propriété , qni a lieu par approximation dans toutes 
les courbes pour une lututeur h très petite , est 
rigoiireiileaient Traie dam k oydofde , quelle que 
soit cette hauteur , toujours moindre que a ou BF. 
Il en résulte que tnus \es mobiles, partis on mi'Mnc 
temps de differens points de la cycloïde , arriveront 
I tienpa I aon point le plu faaa. 



Oa onimir 



poor le tempi d*aiie oacUla- 



tioa eotiife de part et d*«vtro du point B; or, on 

voit que ce temps est celui des oscillations très 
petites du piMidnle dont In longueur 2a est le rayon 
de courbure de la cjcioîde en ce point (no 72) j ce 
qni a*a«cord« avee le résultat du n* 18^ relatif 1 la 
durée des petites oscillations sur une courbe quel- 
conque , laquelle durée eatla même, danaleoei 



de la cycloîde , que 
amplitude quelconque. 

195. Le temps que le mobile emploie à parcou- 
rir rare n de la oyeleide wt encore indëpeodwt 
de la tonc;ueur de cet arc, quaud le mouvement a 
lieu dans un milieu résistant , et que la résistance 
est supposée proportionnelle à la première pois- 
sanoe de la viteeee. 

En effet, représentons cette force par — , comme 

dana le w> 186 } U composante de la pesanteor lui- 

ds dk 
vant la tangente HT, eat f «— , en ol w e i «ant que — 

est te cosiniis de Tangle TIR que fait cette droite 
avee la Tertioale HN; la fonoe qui agit au point ■ , 
et qui tend à diminuer Parc BH ou ê, sera done ta 

die V 

différences — — ^-; par conséquent, on aon 
d» k 

poor réquaiîoo du aouf emeot 

rf« * /dx r\ 



ou, ce qui eai b mimn dicae 



— + + -*=:0, 

it» k dt Za 



k cause de 



dfe ~ ao 



Je suppose qu'à Torigine da 
quand t = 0, la vitesse r soit nulle, et qu^on ait 
« = • ; en déterminant les deux constantes arbi- 
trairea d*aprèe cet condîtieae, «t Ikieaiil , pôut 



So 



riniégrale de Téquatioa précédente aeia (n« 188} 



il 



Si donc on appelle f* le tempe qui répond «« point B 
«raàesO, onaura 



équation d*où Ton tirera une Taleur de t indépen- 
dante de cequ^ii e*egisiaitde trouver 
Si la réf iitanoe cet tréa petite , ou la vileife k 



très grande , on aura y =s I , k tréa peu prèa ; et 
réqnatton précédente donnera 

2fl a 

ce qui montre que le temps <* est un peu nugmeotc 
par cette résistance. 

IML Froloogeone la droite BF juaqu^Ctt 0, d*ane 
quantité égale k W; ce point 0 sera le «intro de 
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Ils 



coorbure de le eycloîde ao point B; et n Fm 
les deux demî-cycloïde^ 0\ et OC, Inn-fntr? nux 
droites OB et AC, et ayant OF pour diamttre de 
leor cctele gdadnteur, OA sera Ta développante 
de AB, et OC celle de BC (n» 72); par conséquent, 
on fil d'une longueur constante OB ou 2a. attaché 
•a point 0, et qui s'enTeloppera sncceMivemetii 
Mr lc« drax eourbes OA eiOG, Incm fut «on antre 
aMmité la cyrIoTJe ABC. 

Cela fournit un moyen de construire un pendule 
ejdoSdal. Pour cela, supposons que les courbes OA 
et OC «oient tnetfca en relief , et que OB lott un fil 
inextensible et purfaileoient flexible, attaché au 
point fixe 0; attachons aussi un corps pesant à son 
evire «itrémîté B, puis écartons ce fil de léi position 
TCrtionley de aorte qn*{| a^enveloppe, en tont on 
en partie , sur l'nnc dt-s courbes OA et OC, et que 
sa partie non enveloppée soit une droite tangente à 
eelleeotnrlie : en abandonnant cnanite le mobile à 
loi-méme, Textrémité inférienre du 111 déerim la 
courbe ABC; et , d'après le n" 19 J , In durde des 
oscillations de ce pendule, daus le vide , sera ri- 
fourcnaenient , el eonstamnent indépendante de 
leur amplitude. Hais ce moyen ne serait niseepti- 
fcle d'aucnne précision rînns la priiUrjne; , d'ail- 
lenrs, Tisochrooisme des grandes oscillations n'au- 
lait pln« tien dani Pair» k rdsislanee de ee fluide 
notant peint elort ptopeHiennclle à la ainple vj. 
tesse. 

197. On appelle tautochronf tonfo ^nurbe sur 
laquelle un point matériel pesant parvient toujours 
dans nn oiênie twnpa au point le ph» bas , quel 
qoe soit le point de cette courbe d"où il est porti. 
Ainsi dans le vide, la eycloîde est nne courbe tau- 
tedm»e j et, de plus , on va voir qu'elle est alors 
li •enleconilie de cette eapèco. 



Si reo appollé t le temps que le meinle emploie 
:> aller, sans vitesse initiale, du point D en point 
le plus bas B, stir nne courbe quelconque ADB, la 
valeur de t' \/^2g sera donnée por l'intégrale de 
la formule (i), prise depuis x = h jusqu'à « = 0 
ou , ee qui «et la mémo éhofle, depnit 0 jus- 
qu'à s r= h , en changeant le aigne de cette for- 
mule \ on aura donc 

^ • |/A_« ' 

et pour trouver In murbr tantoehrone, il ''agîtd* 
déterminer * en f hk tmn de de mauière qne 
cette valeur de t' ^^Ji^oit indépendante de k. 

Or , je suppose Cette fonction inconnue dévelop- 
pée suivant les puiasancea asoendaalea de 9, de 
sorte qo^oo ait 

t = As* -I- Bjr< + Cirt' ^ ele.; 

A, B, C, etc. , », C, y, etc. , étant des coeflidena el 
des espoaaos indéterminés. Comme l'abscisse s et 
Tare «ont leur origine au même point B, ou devra 
avoir en m«me tenapa « ss 0 et e a= 0; il font dono 

que tous les exposans «, C, y, etc. , soient positifs, 
et qu'aucun d'eux ne soit xéro. On voit aussi, d 
priori, que le plus petit d^entre eux devra être 
moindre que Tunité ; car le point B étant, par hy- 
pothèse, le plus bn5 de !a courbe demandée, la 
tangente y est horizontale ou perpendiculaire à 

iê 

rase dea ce qui «if e qa*0D ait — = • , nnend 

En prenant la différentielle de cette série , et la 
substituant i la place de i$ dans la forainle nrëotf- 
dentoyil 



*%^^kJ BC/ ^ +r^ / ±-^JL., 



- — 4- etc. 



lebie « ^ itjr' et ib = Me'; les Unités d«s in- 

tégrale<t rpfatÏTps à cette nonvelîe vrtriable *' se- 
ront xéro et Tunité ; on aura , par cj^cniple , 



as A»-./»/ - 



etaineaswwviw^ 

,1 *' dir» 



abréger, 



/. s — ■ or s fc-i dx ' 



B , etc., 



il en résnltera 



f l/sj = oAA'l»-*/' «WA«-«/« + >aa^0 + etc. 



U est important d'observer qu'uuctuie de ces intd- 
S>^aa A'» V, etc. , ne peut être nulle; car les 

valeurs des différentielles dont elles sont les sommes 
(o» 13) ne chan'^ent pas de signe entre les limites 
des intégrations : ces valeurs sont toutes positives, 
•I par oeaeëqmnt aniai eidlaa dca intégialee. 

Saiiitenunt . il est évident qtie la valeur de f ne 
peut être indépendante de h, à moins que tous les 
termes de la série précédente ne soient nuls, ex- 
cepté œlnl dane lequel reipoaanl de A est liro, en 
qai Mpo«d k n» dca eipeaena n, C, >, elo. | <g»l 



à — . Snppeaenaqueee lenne aoit le premier, on 

ai 

qo*on ait « = — . i^our que le second terme dispa- 
2 

rai'î'iP, il faudra qnç !c profiriit CBB' soil nul; ce 
qut exige que B soit xéro, puisque C et B' ne le sont 
pas. On Terra de même que les autres coeffi» 
ciens C, D, etc. , sont aussi égaos 1 sdro} de aorte 
qne rd^tiondc latautochrone se réduit à cdle^; 

• s Ajr*A , on •« a: A* e, 
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quiapfMrtient à uo^OfètaMê, dmitU baie estbo- 

risontole i-t dont le •tornmft «-st point Bqueto 
mobile .itluint toujours (Uns 1« même temps. 

In désignant par • l« diimétie du c«ral« §<iié- 
nlmr, on vum k*ss4a,,dt par oodiA|wbI 



1»= 




•1^ — 



comme dans le n" 194. 

108. C'<Mt encore la rycloldc que l'on trouve 
qoand on ohercbe la hrachysiteknii» dans le vide, 
e*est-n-dire , la courbe AMB (fi^. 47) qu'un poist 
motérici pesant doit suÏTrc pour aller dans le temps 
le plus court, sans titesse iottiale| du point donné 
A au point B autti donné. 

Pour déterminer cette courbe , soient y, s^les 
trois coordonnées recttuîgulaires du point 51 où se 
trouve le mobile au bout du temps i{ soit aus&i * 
Paro AM qu^il a parcoorn. En anppaaanl que Taie 
des X soit vcrticat cl diri;;é duns le sens de la pc- 
•anlauTi et désignant par • la valeur de c au point 
éÊ 

A, bvilaste —, acqnSi*eaS, aaralavitMta dm & 

dt 

la luHtenr # ^ • j en repréiantanl la gnTHë par 
on awa dmo 

dê 

-=1/ «»t*— )t 
«t an Caiiant, pour abréger, 



1 a, . 



daaoïteftt^on ait df = ndls, il en tétnltcra 



I/— 



DoaO| en appelant C la valeur de x au point B , et 
f ' le t' fnps que le mobile emploicni à aller du point 
A au point B, nous aurons 



mis 



Ainsi, il s'agira de drtrrminrr !a courbe pourla- 
ipiella cette intégrale e!>t un mmimtmi mais, pour 
pltis de généialilé , je conaid<rcfai IHntdgiale 



dans laquelle X est une fonction donnée de «;oe 
qui nous servira, par lu suite, à résoodre un autre 
problème du même genre : dans celui dont il s'agit 

a 

maintenant, on prendra (« — a) * pour X. 
109. Déiignona par i une quantité eomtanle et 

infriiitTinrit prt;(»*, pt par ty et îz deux fonctions 
arbitraires de jr ^ assujetties seulemeut à la condi- 
tion dVtre nulles pour » • et pour » = C , et de 
ne pas devenir inlinies pour les valeurs intermé- 
dintr» '; '!e jr. Soient TJ' et «' <'c <(iic dcvienîirnt II 
et u lorsqu'on y met y -j- ity et js ii* à la place 
de y et m, de aorte qu'on ait 



inti^grale qui répondra h nne autre courbe AH'B , 
passant , comme U courbe ilemandée AMB , par les 
pointa A et et a*éearla«l inSnîfliettt peu de celle- 
ei. Rotts ancona aussi 



u) dsi 



et, d'après ia propriété de la courbe AJlfi , li faudra 
que eette dUMienee V — U aeit peaitive, queUna 

que soient les valeurs de ty et tz, et quelque signe 
qu'un donne à s'. Or, en développant la dilVcrence 
««' — « suivant les puissances do i, et désignant per 
Uto le premier terne de son déveleppenient, le pru> 



niier terme de celui de U' — t sera 
d'où l'on eouelut qu'on devra atoir 



\ludr — U, 



«tut quoi la difftbenoeU' — U ehangcrait de aigiie 

en même temps que s*. 

Cette condition est commune au minimum et au 
aio «w»i Bn de V. Quand elle sera remplie , la diffé- 
rence V — V sera en général, infiniment petite du 
aecond ordre; elle aura le même signe que le coef- 
ficient de »> d(i!i« «on d(;veIo|)penieiit ; par consé- 
quent, il y uuru maximum ou minimum ^ selon que 
ce coellleient sera négatif on positif, lab , eonnw 
il est évident que le temps t' n'est pas susceptible 
d'un ntoxseium, ce coefficient sera certainement 
positif dans le problème de la Itrachyêtvekrmi* , et 
il sufBta de satiafoira à k eondïtion eapriniée par 
l'équation 'a). 

La quantité n'est autre chose que la différen 
tielle de prise par rapport à y et « , et dans la- 
quelle leurs accroissemens sont représentés par sllr 
et iSz. En supprimant le facteuré^ CMBnan àélU 
et a sa valeur, on aura donc 



~ « d» de "iT 



dt* 
4s^ 
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«MMrleqve1*équ.iiii ;i Jcvicndr* 

dx + f ds^O, 

^ u ds ds ^ » u ds dx 

Mais rn întéi^rant par partie , et obserTant quf Ip-î 
quantités fy et ts sont nuiies, par hypothèse , aux 
densfimila « = «ets = e, on» 



\d» 



ce qni change l'équation précédente en celle-ci : 




Or, ly el 1b étant dm fondiont ttliitnîvct de«, 
cette intégrale ne peut être nnlle, & moins que la 

qnantilé comprise sous In sii>tif>/' ne le ioitelle- 
néroe j par conséqueut , on uuru 



#• = 0. (6) 



900 Si !.i cniirlt»» dfinnntlée ASB et la courbe 
quelconque ASl'U doivent être (racées sur unesur- 
r«e« dvnnée dont Véqaation toH L = 0| il faudra 
que les valeurs de y et « en fonotioo de *, qu'il s'a> 
L'it (fc (létfrniiiRr, cl CCS valeurs nnpmentëes de 
et satisfassent successiveuient à cette équa* 
tien ; d*o« Ton conclut 

dL dL 

dy d» 

au moyen de quoi Ton éliminera, de Téquatio» (i), 
Tune des deux quantités ly et /a : Tautre t^ea ûm 
temps , «t l*an tara 



V M ds/ 
dx 



<--) 



s 0. 



ds « dy 

Celte dernière équation et L = 0 seront , dans ce 
cas, les deux équationa de la eourbe demandée, 
ctpoorronC eervir, parnemple, à déteminer le 
courbe de la plua vUe deicento enr une aiufece 
donnée* 



Si , au cotttieire, I» mèi fa nei de V doit eveîr lied 
entre tontealeeconrbBs qui ahontïMentam peint! 

A et B , et ne sont assujetties k se trouver sur nu- 
cune surface particulière , les quantités ly et H sc> 
ront arbîtratrea et indépendantet entre dlea. Il fan- 
dra doue que leurs coefficiens «oient aépaféoient 
iiitls dans réquatiun (&), qui ao 
en deux autres , savoir : 



'(--) 

^ tt dx/ 



= 0, 



f\ dSv 

^ M dxj^ 



= Oi 



c'eit ce cet qne 

En intégrant et désignant par a et fl^lei 
cooaUotea aibitratret, noua aurons 



et, par conséquent , 



ds 



Intégrant de nouveau, et désignant pary 
sième constante atbitraîre, il vient 

^jr — «» s= y\. 

ce qui montre qne le courbe demandée sera plan» 
et comprise dans un plan pcrpendiruluirc à celui 
des y et s. Pour simplifier, je prends le plan de 
cette courbe pour celui dea # et y j ou eure elcfe 



et ron aura aeulemcnt k considérer U première 
équation (c), quideviendnt 



Idy as • i/^ém* + dy» j 

d ou Ton déduit 

adx 



a*. 



H nr rr?trra donc plus qu'n inf nr^rcr cette formule, 
ce qui dépendra de la forme de la fonction X, et en- 
suite h déterminer a et la nouvelle constante erbU 
traire , introduite per cette intégration, diaprés la 
condition que la courbe demandée posse per les 
deux points donnés A et B. 

SOI . Avant d*aHer pins loin, soit « une constente 
quelconque , et supposons qu'on mette X c à la 
place lie X chus les formules précédentes. L'inté» 
grale U deviendra 



•/ , ^ • d»« 
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née par réqnaliMi 



W 



Or, Mlle floaniMi d^intëgrriM qaeU I 

un minimum, en ronsicli'rant toutes les courbes qui 
aboutissent uut poiuu A et B, il est éfident queU 
première intégrale 



w, «o wwi»».»»^ teuleaeat, parmi 

loes courber, cri Ir-s qtii ri*pogMlniàllMaitaW 
valeur de le seconde mtéi^rale. 

Celte renerqne ferl nmple peniwl d*ëleiidre in- 
médieleiDeBl eu pnbléBef de mtuimum oode mi- 

elotif, les solutions Hps problèmes de flioxl- 

mum ou de mifumiM» ab&olu j uou» eu Terrons une 
epplicelieB per la nnto. 

Comme ki le seconde intégrale contenue dans I) 
est la longueur ()c !n cnurb? rhercbeo , ît s'ensuit 
que Téquation (•) serv ira ùdeteriuiiier, entre toutes 
Iw oeurbee d'^le lengneur , ou it^rimlÊm, eelle 
^ ftfpeaâ an «MiHMi en an eM«AMMide le 



niéie iiiMgnIe. lo appelant I le longmer 
4loiitee 



condition à Inquelle on satisfera au moyeu de la 
constante indéterminée qu'on a introduite dans 
laliDnmile(e). 

202. Appliquons actuellement la fonmrie (d) k la 
courbe de la plus vite deioente. 

A cause de 

t 



oaaiifeelort 



{x — m)ds 



. k !• plaoede a.Or| oette éqnatioo 

différentielle est relie d'une cyclolde (n» 72) ddat 
la bnsr r-;t lioriiontale et passe par le point de départ 
A du uiubile, et dont le cercle générateur a a |>our 
dienAlre; ee qu'il s'agissait de Inww. 
la ialdgieflâ,e«e 

y — c= e. arc (oei as a — a* + _ |/^a (a — «) — (a — «)• ; 
af étant la eenataule arbitraire ^ représente la va- | par C aélla fgù ripond 4 » as e« awa 



' de y eetretpeodante à « ss «. Si len désigne 

« ^ te + 2« 



C w = — a arc ^oos =; 



) - ^/a (€-.)- (C - 



Les coordonnées • et C et C, des points A et B , 
leal dénuées; oette dernière équation détemùnera 
la censtante a; et la valenrprtfoédenledef ne i 

fermera plos rien d'inconnu. 
Au mojen de la râleur de dy^ on a 

l + - = . 

i«* |/^a T- « 4' * 

on aora deno (a* 196) 



(- 



aie I cet 



a » iC 4- «e< 



et , par conséquent, 



poux le temps le plus court que le mobile puisse 
employer k pesser dn peint A au point B. 



Si ces deux points sont situes dans uue même 
verticele, ea ewe Csse'} eendilion à laquelle on 
•alisfara en prenant a as oo | car on a 



ss an ^afai 



a l^o — >) ^ (c — ») 



et, dans le cas de a = 00 , cet arc peut «Hre rem- 1 y se re'duit à en sorte que lo mobiîcne s'^^f irlpra 
placé par son sinus , ce qui réduit à lero la valeur 1 pas de U direction verticale. U valeur del' devien- 
prdeédentedeC''— «Mb mène teapi la valeur de 1 dia aussi 
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«• qai eit cffectivenuot le teafM qu'il doit em- 
plcyeràporeourirhhmltnrC— «y dMpdiiitAan* 
écMiu da point B . 

Lk détfw i oation d« la ligae d« 1« gluê vite des- 
«Mlle éloil ufroUéaM pura evioditf , j« m 
tais borné à M coatidérer le cas le plut timple, oft- 
lut où le moavempnt a lieu dans le vide, el où les 
fomU 9iùimm «ont doanés. Si ces points A et B 
M aaat pw fisc* «t donatfs , mate qoll» Mitnt nn- 
lement assujeCtis k se troaver sur des courbes don* 
nées DAEet FBG, ou sur surfaces aussi données, 
le brach|stochroQe , daos le vide, sera encore une 
«fdéiii« f et , d^apfie le* régies d» Mloolda» vwie- 
lions, on pourra déterminer, daiw tolM 1m OM , les 
coordonnées de rr» deux pointi. Dans un milieu ré- 
sistant, cette ligne sera une autre courbe, dout on 
•M«Bt , par In régla* 4a oa «aient, Téqnatioii dit» 
férenticllc, déprndanle de la loi de la résistaocepar 
rapport à la vitesse du mobile. Pour tout ce qui 
ooaecrne la calcul des variations , je renverrai au 
■éoMira sur ce sujet, que j'ai kuM daa*laXII« 
tdal'i 



$ m. Jf««e«sMi»tf«iirtiii««w/ace dmni9. 



un eiample da 

d^un j'oint nTat^rif! sur une surface donnée, Je re- 
prends le pendule simple du n" 179 } mais je sup- 
paaa qu'après Paveir dearld de la Tartieale CB 
(4B.46),aâravoir transporté en CA, on lui imprime 
une TÏtesse qui ne soit pas diri^-f-L- rtiuis le jil.jn ver- 
tical ACB. Le pendule «uittra «lors de ce plau , et 
la poist matMet qai la tenDta* «a nonm aur la 
narface dHmaaplière décrite dapainiCaaama eaop 
tre, avec on rayon é-^<i\ h la longueur a de ce pen- 
dule. La percussion qui scru exercée sur ce mobile, 
l rorigioa d v OMHif amant, ae ddeompoaeni «n deux 
forces, Tune dirigée suivant AC ou suivant son pro- 
tonrjement, qui sera détruite par la résistance du 
point fixe C, Tantro perpendiculaire à AC, qui pro< 
dnira la vltaaaa ii^tiale da pandda , <|a« J« repré- 
senterui par i. Je supposerai que le mouvement a 
lieu dans le vide^ en sorte que la gravité soit la 
seule force accélératrice donnée qui agisse sur le 
flMbila. 

Cfb posr, on bnnt du temps t, soU CM lu posi- 
tion du pendule , et désignons par s, y, js, les coor- 
daoDéesraetaDgulaîre» du point M. Soient aussi m 
In niasse dn aabila, et adl la lenaiao bicoDiuia dn 

fil CM, rîirr:;rr suivant son prolongement. En |ire- 
nant le potnt C pour Turigine des coordonnées s, 
jf, », les compoMtttai la faiea aacélèratrica Â 



« y a 

m m u 

Ot| ai l*oa applique au mobile nae force éj;alif et 
caalraiie 4 11, ou poorra ensnite le considérer 
oewna ««liéfcaicut lîbra, et faica aiNttaction da 



fil CM ; donc en supposant Taxe des s paaiMm , 
'vertical et dirigé dans la aaaada la petaniour, laa 
trois ëqualiaoB da maavamaot acront 



d» r 












N =s 






m 
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qui s'accordent avec les équations (3) du a" Iftl. 
Oo laa réduira k deai par réUaiiaatioa do Pineoi^ 
nue N; atan y JoignaatiPéfiialion da la spMni, aa> 

voir, 

on anra les trois équations qui devront servir i dé- 
terminer M, y, 3, en fonctions de I. 

B04. J*a]oato laa éqaatiofia (1), après laa avoir 
naltiptiéas par #, Mf U eiaot 

+ Ho — s=5 0. 

En différentiani Téquation do la apMra , ono pre- 
aiièrefois, on a 

«do + yd^^-sdasO, (a) 

at, aoa saoonda fois , 

M^«-|-yd*y-|-adk «ss"*^* — — da* . 

Si donc on représente par • la vitesse dn i 
bout dn temps i, de sorte qn'on ait 

da«.f ^'H-ds» 

s; 

il an résultera 

V* qi 

W=- + -i 
a o 

I «iR doit étra la snOMM do la 

RIO* Tn^s 

force centrifuge - et de ta composante ■ 



= a» 



et, an alTel , la 



du poids du nabilo sai^ant la j 

rayon CA. 

J'ajoute aniai les éqnations (I), après les avoir 
omItîpUées par ég, dg, ds / rineonone 11 dispentt 
en vctta de l*éqitatieo (B), et Ton a 



d*d> s •\- dtfd* y -t* dsd' i 



Bn intégrant al désignant par ( la conataolo 
traire i on anra dama 

dos 4> dks da* 

2-5^^: =aîs + 4. (3) 

La valeur îniliala da premier membre «st ft* ; par 
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coo»équent, ai l'on désigne pur y celte de m, on 



•I, à ua iiiitenii[iidoonqna, 
œ qne nont MYiont déjà* 

Enfin, je multiplie la seconde équation (1) par x, 
et j'en retranche la première , multipliée par y; ce 
qui donne 

d' y d' X 

t y — = Oi 

tU* dt* 

donc, en intégrant et désignrat p«r • U «ouatante 
arbitraire, nous aurons 

sdy — ydx ^ edt. (4) 

De cette manière , la solution du problème ne 
dépend plus que des trois équations dîfféreotiel- 
Ic* (s), (3), (4), qui ooot du premier ordre, et dont 
la prcmicre a déjà pour intégrale l'équation «le lu 
sphère. On peut séparer les f ariables, et réduire la 
question ant quadratures par le calcul anitattt. 

SOS. l/dquation (3) donne 

en élèvent eu eerré see 4cax membrea et eens de 
l'équation (4), et ajoutant eoauite le$ équetion* ré- 
•ttltaotea, il vient 

(«• + y* ) (4c* ^ df* )s=t »* dM» e* df . 

Je mets a* — »• au lieu de + y' i et j'éli- 
mine ds* 4* ^ >no}eu do Téquation (3j j il en 
résulte 

^a* — 3»j [(a^s+i}d<» — ds» ]= »d*» +c«d<« } 
d'où l'on tire 

ad% 



di = 



^/ (a' — s» ) -j- i , — c' 



(6) 



Désignons par r le rnyoïi vecteur de la projec- 
tion du mobile sur le plan borhootal dea s et y, et 
par 4 Tongle que fait ce myoo avec Tase dea «; nous 



vssr«m4, f = rain4, «1^ — ydarasi* 4| j 
à eauM der* s: o* — ** » Péquation (4) deviendra 

(«a ^ «• ) 1^, = «d< ; 
et en 7 mettant pour Ht ta valeur prdeddente, on 



en déduira 

4i| = 



(6) 



J/(«. — jit ) (2^1+ i) — o» ' 

Les intégrales de ces expressions de dt et d\ fe- 
ront connaître les expressions de f et 4 en fonctions 
de «; elles se réduiront toujours aux fonctions el- 
liptiques, et ne pourront a'obtenir tous ferme finie 
que qoend le quantité dtt trolatéroe degré per rap- 



port à M, renferméemui le radical, avri un fartenr 
double. Le valeur de 4 l'équation de la sphère 

f)«'trrnin:r-nnt f:i tr.ijft-loirp du mobile; la raidir 
de t en fonction de s, ou de 4 en fonction de $, 
fera enauite eennaitre la position du m^le, k 
chaque instant sur cette oonrl>e. 

La constante h est connue d'après les valenra 
àoanérê de k et y. On déterminera les cunstaniee 
arbitnircB qui seront introduites per lee intégra- 
tions de dl et d4) d'après les conditions f =: 0 et 
4 = 0, quand s =r y, dont In seconde supposo 
qu'on place l'axe des s dans le plan vertical A(3, 
d'où pert le pendule. Il ne restera doue que la 
consUnte eà déterminer. Or, la vitesse r rln nm 
btlr> étnnt perpendienlaîre au rayon CM de la sphère 
sur laquelle il se roeul, si on le décompose M 
deoXf Tune perpeodientaire au plan vertical ICB , 

et Patitrc compris*" dans ce ptnn , 1 1 pn-iiiirrr com- 
posante sern la vitesse de la projection horiiontalo 
du mobile , perpendiculaire I sofi rayon veeteur rj 
en le désignant par u, on aura donc (n« 1«) 

dt 

on bieo, en vertu de l'cquatioa (4), 

e c 
s» = — = . , t 

donc, si l'on appelle • Tanfle que la vîfeise ini- 
tiale * fait avec la perpendiculaire au plan ACB, de 
sorte qu'on nit u — * ces • è l'origine du mouve- 
ment | il en résultera 



e = * i^a* — y nos •» 

Lorsque lu vitesse k sera nulle, Ott auraess©» 
b — — 2syi et , par conséquent , 

ads 



cequieoTtieideevec la valeur de A du n* 18S, «a 

observant qtic a — s et a — y sont ce qn*on a up- 

pclc as c.iaC dans cette valeur. 

200. Considérops spécialement le cas OÙ le pen- 
dule e été très peu éearté de la verticale GB, et n 

reçu une très petite vitesse initinic. Supposons 
cette vitesse horixontnte, et , por conséquent, per- 



pendiculaire au plan ACB, do sorte qu^on eit s 0. 
Désignons par € une fraction tréa petite, et fai- 
tons 

k = C l/fnT 



Soient aussi * et & les angles ACB cl MCB ; en n< 
gligeant lenn quatrièmes pniisanees , on anin 

i — a — J. al* , 



y, = a — — o** 
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Altffbffniil«t{6)el(6) 

^ — K r 



■-'•H"-")'( (.) 



I>*angle -1 fera eomiiiitre ta position du plan ver- 
tirai nCB , dans lequel le pendule so trouve à 
chaque iu»Unt i il pourra croître iudéfiniment. 
LVngle 4 détenninera , austî i ebaque instant, la 
psition du pendule dans ce plan variable ; on lo 
regardera mrnnie une quanlité positive , i t les po- 
sitions du pendule, également éloignées des deus 
cMs de la varlicale CBi r^Mindioot à un même 
g!e ! et à def valettM de 4 ^ui diBfreront «atie 
•lies de l8o». 

di 

D*après la iraient de — , tirée de la première 

a 

Apialioii (a), on voit que Tanglo • aéra toujours 
eomprïa entre • al C. Si Ton a C as on aura con- 
ct^tmnipnt 9 = en divisant tes équalion*(«)l*lin« 
|»ar 1 autre, on a , dans lousjlcs caa, 



dam le eae de • = « = en aura donq 

4 = .p/l, 



I le pendule décrira alors uniforiné- 
no cdnn droit k base cirovlaire, et le temps 



d'uiic rcvotiitiou entière sera 2«r 




II 

—, c'est-à. 
9 

dire, le même que celui d'une double oscillation 
dans le plan vertical ACB. Ainsi | deui pendules de 
longueur a, qui partiraient «ntembln de la 
t drnUe GA| Tun «ang TÎteta» initiale et l'antre 



nvee nnn vitesse perpmdienleire nn plan ACB et 

égale à « [/^9*f reviendraient enaemble à «etie 

droite CA. 

307. On peut écrire l« valeur dt suus la forme : 



Je fais , pour simplifier, 

le radical devient ± ( «s — C» ) — n» î et il 
en résnltf 

d^ 



A causo de I = • et jr == 1 , quand ^ = 0, on tire 
delà 

<aas±— K (cm r= «), 

2 , 

et , réciproquement, 

m = vos^2< — ♦ 
On «nn donc , h nn inilent qwdeonque , 

= — +£1 )+ — — €•) ces 2# K — » 
2 • a 

ce qui montre que le pendule fera danale plan va^ 

riable HCB, des uscUIations isuclirones dont les ex 
trémilés répondront ù 6 = • et t = C, et dont la 



durde aera 



— w on meitid J^nne oacilb- 



lion dans le plan iiio ACB. 

Je auhetitae cette valour d« •■ dant l'A|itttion 
en eliecrvanl que 



îi en résulte 



iCdt 



«> cet" 

cl , u cause de 4 = quand t = 0, on en conclut 

• lang 4 = * * X^^^^"^ 

m 

Cala éteoty le monvemeot du plan MCB ne sera 
omme dana le caa fie « s? Cj nwia 



— ■—■ _ t 

ij/^— + C« tin* I l*/— 



en voit que ce plan cffeetnera attccessivcment tes 
qnelre quarts de u révotnlion entière, dans des 

temps ^auz entre enx et an temps — wy^ 

pendant lequel le pendule fait one oiciliatîon dajis 
ce plan variable. 
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•» C08» — + C» iin> 

Ct fini 1 

•» co»» 4. c* «ma « ^'^^ 



un u ausài 



X» = (a' 
y» = (o» 



4* ) coci 4 = o' I* cos* 4i 
s* ) sin* 4 = A* >in* 4t 



cos* 



«M» 4t f* ^ «■ C* «in* 4 1 
otf pv CMué^ucni 

y» 

ce qni fait voir que U trajectoire de lu projection 
do mobile sur le plan horitoutal passant par te 
peint Cf Mt niM dlipM qof • ton oratre en ce 
point , et l'un de ses axes dans lu plan ACB, d*où 
pari le pcodaie at«c une viteste perpendiculafre à 
ce piau. 



CHAPITRE VI. 



EXEMPLES DD MOUVEMENT c'UR MOBILE ENXIEHHMIlNT Llfin£. 



$ 1er. Mmoemtni des pnjectiU$. 

ao8. Dans ce paraçjTnpbe , nous nans occuperons 
particulièrement des prvJecHies de rartiilerie, qui 
aenC lenctfa evee degrandea vilenaa^ et fenntt k 
lapCMDlcur et à la résistance de Pair. 

Taisons d*abord abstraction do cette rt^sist ince, 
et considérons un point matériel pesant qui part du 
peint O (Gg. 48), avec nne ▼îletae a dirigée mat? ant 
la droiti! OA. Il est évident que le mobile ne sortir.» 
pas du pliin vertical passant pur cette droite. Soit 
OJID sa trajectoire dans ce plan, laquelle sera tan- 
gente k OA. Dana ce même plan , menant dent axes 
0« et Oy, le premier liorimntul , et le serond ver- 
tical ct dirigé en sens contraire de la pesanteur. 
Prenons ces axes pour oens dca ooordonndea ; au 
bont dn lempa qMlcnw|ne *, aeit H la position du 
mobile, X son abscisse OP, rt y son ordonnée PH. 
Désignons par y la gravité. JËnfin , appelons a Tan- 
gle oigu AOx que fait la vUetae inftiale a avee 
Tese iktf i» aiwle «pue aea eompoeentes i^uicnt 
e eoi • auiTanl cet eae, et « tin « tnitant l'aie Og: 



Tangle » serait négotif , si la droite OA était située 
an-deaaana de 0», 

D'après ce qu'on a vu dans le w 148, les mouve- 
mens des projections du mobile snr b-s deux axes 
0# et Oy seront indépendans Tun de l'autre j le 
mouvement de aa prcjeetion hevitentale eein done 
uniforme et dûk la vitesse a cos », cl ctlui de sa 
projection verticale sera dû à la vitesse initiale 
o sin « et à la force constante y agissant en sens 
cootnire de ortie «iteaie; par eeméqnent , on nun 

1 

2 

et si l'on élimine t, et qu'on suppose l.i vitesse a 

due à une hauteur h^de sorte qu'on ait o = 'igh, 
il on rdeoUer* 

■ = n tans • — . 

' •4* cet» m , 

pour l'équation de la tr^jeetoit e. 



. ij i^cd by Google 



DYTCAMiQUË, PRËMI^£ PARTIE. 



ISt 



Ckite «onrlM «tt donc Utm ptrabole qui a son 
gn»d me Terticil j mu goiiiDet, détcminé par 

d], 

l'ëqwtip» — = 0, rifvaà k 
dx 

M B2h CM mtàn », yssk •to* • ; 

< i !'f rencontre l'aie 0* en un second point B, tel 
qtt'en appelant b la dittonce OB, nn a 

i = 4Jk fis • «M • = 3A lin SU. 

Cède distance h est rc qu'on n-prllc Vamplitude du 
jtt. Dans le vide, son maximum repond, comme 
M foit, « = 49«, «t il c«t ëg«1 à 2h, c'est-à-dire 
daublede la hauteur due à U vitesse initiale. 

En appelant v fa vitesse du mobile au boni du 
temps t, et substituant les diflcrentielies des va- 
Im piéoédfliitm do « «t y don* rdquoiion 



o« = 



dit 



flcorénillo 



toienips que le mobile emploie i arriver au point B 
en dérivant la courbe OOB, est le même que b^îI 
décrivait la droite OB avec la vîteeee « eoe a; il est 
donc 



4h sin «. 



• OM « 



Cl k eiflM do A s= il OD lémlte f < = Ss lia 

ce «pri deone =3: a*. La«ttetse en ce point B est 

donc la même qu'au point Oj clic est dirigée sui- 
tanl la Uin,;rnle BE, et l'angle df i lu.te EBx est 
aussi ie même que l'angle de projection A0«. 

Si le mobile, au lieu d*étre un poiot umlérid, 
est un corps solidoi de Torme et de dimtnitiem 
quelconques, on verra par b suite qup cvs équa- 
tions du mouvement parabolique devient être rap- 
peridee k ton centre de gnif ilé. 

209. Lu vitesse a étant dennde, ei Fou demande 
quel doit être l'angle « pour que le mt.I);ie atteigne 
un point détermine , dont les courdoooées seront 
ar := C et y =y, on mettntoe* valenndaa«r<qua- 
tien de k tf^toive, et Ton Muu 

> s= C Uog • — 

4* ooi> • 



long • s < I eo»> • = 



cette diittation devient 

d on Ton tire 

a* i 



Cet te doukle valeur de « eu do tang « nous 1 

fre qu'on peut atteindre un Lut donné , en tirant 
sous deux directions différentes , tant que 4h* sur- 
pasae4fcy + C* ; qneceedeus directions se rédui- 
sent à une seule , lorsque eei deux quantité sont 

é-;ales; et qu'on ne peut ntJfinrîre If Imt, sous 
aucune direction , quand 4h» est moindre que 

Ainsi , en traçant dans le plan vertiesl qui pisse 
par la direction initîalodQ mobilOi la pamboledont 

l'équation est 

d*9r + &s4b», 

cette courbe divisera le plan en deux parties , telles 
que tous les points de la partie extérieure seront 
gemntis de tente atteinte , qoe oanz de la parti» 
intérieure pourront être atteints de deux manières 
différentes, et ceux de ia ligne de séparation, d'une 
nani^e seulemeut. 

SIO. La théorie du mouvement des projectiles 
serait donc tida simple, si l*on pouvait négliger la 

résistance que l'air oppose à hur uioiivemeMtj 
mais dans le cas des grandes vitesses dont nous 
BOUS oeoupofw spéeialement, cette force est beau-, 
coup trop considérable pour qu'on en poisse bire 
abstraction : elle rhnnge entièrement la forme de 
la trajectoire et les lois du mouvement sur celte 
eourbe, ainsi qu'on va le voir. 

Quelles que soient la forme et les dimensions du 
projectile, on fera v..ir, dims un antre rhnpitie, 
que son centre de yraviic aura le même mouve- 
ment qu*tttt point matériel pesant, dont la -»fm 
serait celle du mobile , qui aurait une vitesse loi* 
liale donnée en f^randcur cl en direction, et au- 
quel on appliquerait en outre , parallèlement à 
elles-mêmes, les forces provenant de b résbtanoe 
et du frottement de l'.iir , qui s^tercent k la sur- 
face de ce corps solide. Ou verr» aussi que la force 
motrice qui résultera de ces résistances transpor- 
tées eu centre do gravité , pourra qootquefois faire 
sortir ce point du plan vertical mené par la direo- 
tion de la vitesse initiale; mais ici nous suppose- 
rons que ce cas n'ait pas lieu, et que la force mo • 
triée dont il s*agil soit constamment tangente à le 
trajectoire du centre de gravite'. 

Cela posé , pour former les équations de son 
mouvement , conservons toutes les notations pré- 
cédentes , et supposons qu'elles se lapporteot 
maintenant à lu Cj-ure 4«, où la trajectoire OHll 
•rest plus une parabole. Soit , eu outre^ 4 l'arc OU 
décrit par le mobile tu bout du temps et R la 
force motrice provenant de la résistencedo Teir, 
qni sera dirigée suivant la partie MT de la tan- 
gente en M. Les cosinus des angles que fera cette 
droite HT avec des aies menés par le point M sui- 
vant les diteetlmis de* « et des y positives , seront 

d» dy 

*^ ^ et — j en appelant m la masse du proieo- 

16 



lia 
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tilt «t 5 b gnviléi «rat •uron* doM 

é* m ^ dw d* y K df 

cU* tn ds dt* tu ds 

pour les équations du mouvement de son cemro 
de gr&vilé. 

Jeprandni pmir ce projectile una tphèrc liomo- 
gène ou rnmpasée de couclitrs concentriques dont 
ohacuue sera Itomogène ; eu appelant D sa deiuité 
moyeana et r «on rayon , un aun «Inv* 



3 



Je supposerai aussi, conforméinent aux hypothè- 
ses généralement admises , la force K propurtion- 
ndl* «a carré dtt 1> vitesse du centre de grevilé, 
à la surface du prejeetîle , el4 la deositd de Tair j 
il «n résultera 

R np di* 



m 



Dr dt* 



f ^ttnt cette densité , et n un f tctciir numérique 
qai devra être déterminé par l'cipériencc. Cette 
expression «atisfeil i la ««lûlilîoiide lliomogénéité 

R dt» 
dca quantités^ car — et )« rapport de — à r sooi 

•1 dt* 



dettk quantildi de la 



nature que la graTité 



e . et les faetenreii et » sont des nombres abs- 

1) 

traits. Pour plus de commodité, je ferai 
•f 

— =a e, 
Dr 

1 

de sorte que — soit une ligne dout la longueur 
c 

sera donnée , et que je regarderai comme con- 
stante , en fa. saut .tlj^traciion (!ti dian^cment de 
densité de la masse d'air que traverse le projec- 
tile. 

R ds* 
211. En miittaut u la place de — , sa valeur e — , 

m dt* 

tes deux équations du mouvement deviennent 



d' X dt dx 

1- c = 0, 

dt dt 

d*y dl» ^ 

— + c + 9=0. 

df dt A 



l'intdgniedela 
d» 



= A ces « e 



dt 



en observant quVn a«=«cee«, au point 0 on 

dt 

« = 0, et dést{}naut par e la base de* logarithmes 
népériens, la forme de la seconde ne différant dm 
relie- de la première que par s«n dernier ieraw^ jn 
lais, pour l'intégrer | 

d^ ris 

— = 1' — i 
dt dt 

p étant ttm nouvelle înconnee. Bn substituant 

dy 

cette valeur de — dans la seconde équation (H, «t 
dt 

ayant égard à la proniére. Il vient 

dj dp 



dt dt 



dx 



Je divise cette valeur par le carré de — ou de aa 

dl 

valeur précédente ; il en léenlte 

dp dx 

— : — = — 

dt dt ** « 

£n considérant y et p comme des fonotlons dm 



^ ^ dm dg dp ds df 

' dl * dl dm* dt* d* dm* 

si donc on fait toujours o* = Ugh , l'équatiou pré- 
cédente deviendra 



ds 



tkcos* m 



et ce sera l'équation dilTéreutieUo de la trajectoire. 
On a identiquement 



l/^ 1 + dx =^d»i 

en nuiUiplIunt membre h membre CCS deUK dat> 
niéres équations, on aura donc 



y 1 +p*dp=-- 



ds 



d*où il suit , en intégrant et désignant par y la 

constante arbitraire, 



2cA cos' , 

Pour dcturnuoer y , on fera , à la fois , « = 0 et p = tang « j ce qoi donne 
1 



> = 



Ztk co»* 



+ tang • |/ t >|- tangs • + log (Ung • + ^ i ^ tangi •) ; 
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evttenbar. | rn ëliminant r«sp«ii«nti«ne «tt m«T«i d« Téqui' 

Vm^i* lai <i{tt*th«t précédent», oa a t liou (3), nom auront donc 



cdx = ' 



dp 



fananlM qui b« mot peint inlégfnblct sous forme 

finie : duns la <î«»rnière , on rejar'lera le rntfical 
comme une quantité positive , parce que l'angle 
dont p eit In tangente diminue quand le temps 
aufnnente. 

213. Si l'on nppt lle « cet aii;^le, t'cst-à-dire, Pin- 
clinaison 9Tx de la tangente à lu trajectoire , sur 
l*asn boriiootal Ois, on aura 



CM* il 



Les iraleur» de *, f, déduites des équations (4) , 
•ettmt de la forme/OAt ; rinté^rnle dtanl prisa d« 
naanière qnMIe s^éTanouisse nu point 0 où Ton 
a « = «, et n désignant une fonction donnée de m. 
On ealculeca ces trois valeurs, pour chaque point M, 
par la méthode des qnadntvres (n« f ft). De eatte 
manière, on pourra rojistruire la (miortoire par 
points, et Ton r nnnaitru le temps t que le mobile 
emploiera à décrire chaque are OH, dont'Ia Ibn- 
goaur $ sera donnée par l*tfqnation (8). Quant i 
TÎtena du mobile an point K, on aura 

ds* dt* 

= (i +1»»)- =5a*(» + P') r»^ 

fli , par eanséquent , 



En étendant ces int<'i;ralcs jusqu'à « ™ 0, on 
déterminera l'abscisse ri l'ordonnée du point C, le 
ptm dievé de la tmjeeloire. Si Ton donna ensuite 
i • des valeurs nv;;ativrs , on déterminera les 
points de la branche descendante CBD de la tra- 
jectoire. Quand on seru parvenu à une valeur — 
de », pour laqudia l*ordonnée y de la trajectoire 
sera nulle, la valeur rrirrespoiidante tlo r expri- 
mera TempUtude du jet OU, qui ne sera plus double 
de rabicifse du point C, comme dans le oas du 
vide , et dont le wuisim.um , per rapport è répon< 
dru i Tirt in :l'- tn tn ire que 45» et dépendant de la 
pandeur de la vitesse initiale. L'angle ouEBe et 
la vitesse an p<dnt B dilfiftvreoi aussi de « et a. 
Ainsi , toute* les droonstanees dn mouvement 
I, et la solution du problème est 



complète, sauf la langueur des oaleola numéHquea 

qu'il faudra ctt'nitpr dans chaque cas , lorsque les 
valeurs des trois constantes h, c, contenues dans 
1rs formules précédentes, seront données. 

213. Le monvement du projeetiic sur la hranébe 
descendante de !a trajectoire y approche de plusen 
plus d'être vertical et uniforme. 
En effet, soient Xi ,yi , les valeur* de », Jf, 
qui répondent au sommet C; transportons Tori» 
gine de* coordonnées en ce point , et faisons 

en sorte que x' et y' soient l'abscisse et Tordonnée 
du point quelconque M' (fig. 50) de la branche des« 
cendante , rapportées ii Taie horitontal Cs' et i 
Taxe Cy' qui est dirigé dans le sena de la pesanleur, 

et que t représente le temps employé à parcourir 
l'arc (;>r. Soit aussi p' la tangente de l'tin£;Ie H'T*' 
que fuit la tun^icnle à la courbe en M' avec l'axa 
C*'. Hous aurons 



et à uiiuse de 



log tl/i +,1'. -pT) s= - leg (p» + l/l+p^. ), 
In première équation (4) deviendra 

p» 

en faisant , pour abréger , 

>+p'i/'r+7r+iog(pf +I/T+?; 

L'anj^le aigu H'T V pouvant approcher eontinuélle* 
mont d*nn angle droit, le variable p^ croîtra indé- 
finiment ^ mai» il n'en sera pas de même à l'égard 
de Pour de très grandes vnicurs def*, on pourra 

mettre/»' ii la place de 4" P ' i et en négli- 
geant y -f- log 2 par rapport à p'* , ou eura 

F = p»- + - log p»» , 
8 

ou simplement =p'* , en observant que le lo- 
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garithme d'une quantité très gnade/»'* , et, à plus 
forla raiMn , logfF>, «■! Irèi petit i«lati««inent 
à celle quantité ; oo tnn dm», pour cet t«- 
leurs de p', 

en intégrant et désignant par C une quantité coo- 
•tantc , et il en 



=s C — 



1 



ce qui montre que les valeurs de x' ne croîtront 
|MSiud(^fini»ientavec celles de p'. Cela étant , soit 



1 ¥ 

9 •/ • V 



len tioe ligne de grandeur finie, qa'on pourra 

calculer par la méthode des quadratures ; et si Ton 
prend sur Cx' une partie CA égale à cette ligne , la 
Terticalc AB menée par ce point sera une asymptote 
de le partie CD de b trajectoire; en sorte qno le 

niouvemi iit du pnijiH tile sur ci-lte Lrunclie des- 
cendante I approchera iudéfinimeot de la direction 
verticale. 



Obeervons , de plus , que ponr 1m trèe gie aJee 
valeurs de p', loi dotts dernidrei é([nctiom (4) m 
rédnirontà 

d'oùarétuUeie 

« .' 

por codsrnin nl , le mdiivenvnt fimi! et vertlciil du 

projectile sera uniforme; ce qu'il s'agissait de dé- 
montrer. Le vitciie de ce monretneiit ser« odle 
iin*nn corpi peieni Boqnicri en tombent dens le 

1 

vide, d'une hauteur égale à — \ el c'est aussi ce 

2e 

qui- l'on conriut de la formule (fl), en mettant 
— p' au lieu àop, et considérant eiuuite p' corama 
une très grande quantité. 
Kn faisant, dene la première équation (4), 



p = tang«, 
et, povr abréger, 



— tang • |/t + teng' « ^ log (ttng • -|- y^X^ tang* •)] nos •# = ~ , 

11 



on en déduira 



1 f.* 
= -/ û*-. 



pour Tabscissc du point C. Si donc on prend sur 
OG (lig. 49}, nn point F, tel que Ton ait 

OF» », + î, 

la verticale FG, menée par ce point F, sera l'asymp- 
tote de le branche descendante de le trsjectoire. 

214, Soit ON prrilnn<;eraent de la trujrc- 
loire OCOj le point de départ du mobile étant 0, le 



mouvement n*aara pas lieu sur cette partie de ia 
courbe; mais on peut, néanmoins, désirer d'en 
oemtatlve la forme. Or, on la construit par points, 
ao moyen des deux premières formulas (4), en y 
donnant i p des râleurs positives et plus grandes 
que tang et il est aisé de s'assurer qu'elle a aussi 
une asymptote, mais qui n'est pas vertiaile, eomne 
celle de la branche descendent e. 

P«iMr rela , j'observe que, d'après la valeur de y 
du n" 2 1 1 , il y a toujours uu angle C aigu , et > «, 
qoi est tel quep = tang C rend nul le dénooiina- 
teur commun de ces deux formules , o^Oat-à-diro, 
un angle C qui satisfait i Téquatiou 



y — tang « V/ l + tangs « — log (tang C + y/\ + tang» C) = 0, (6) 



Cela étant , on voit par la valeur de dp^ tirée de 
l*Qno on Teutre des deux premières équations (4) , 
que l'abscisse s et l'ordonnée y croissant indéfini- 
ment, abstraction faite du si;^rie , dans cette partie 
ON de la courbe, la quantité p cesse de croître, 
lofsquMle diffère infiniment peu de tang C; en 
sorte que f ne peut jamais déposser ni même at- 
teindre risoureusement cette valeur p =t,)ng C; 
ce qui signifie que tu branche de courbe OiH a une 
asymptote qui coupe le prolongement de rose 0» 

1 . t ungleC. On déte rminera sa di^nee au point 
() (le la manière siiivurite. 

Je mène pur le point 0 uu axe qui fasse, arec le 
irtlengement de 0», ua engle^el an complément 



de C, rt qui soit par conséquent, perpendicuiaira 
à l asyniptote de OR. J*appelle « Tabscisse d*nn 

point qucirnnque de la courbe, comptée sur cet 
a&e à partir du point 0; ti-<; coordonnées de ce 
point , par rapport aux axes Os et Oy, étant tou- 
joturs m et y, on aura 

ti = y cos C — X iin t 

En differeutiant et mettant pour dx cl dy leurs va* 
leurs données par tes deus praroières équations (4), 
il vient 



eus c (lang C ~ p] d^p 



1/ 1 + p» - i«e(p+|/iHSnT 
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dMM ]iqii«|le«n donom k p det «ateiiTs 
plus grandat m plat petites que tang «, selon qu'il 
•'agira d'un point de la f Rrtic 0> ou de la partieOM 
de U courbe. Oo peut retrancher de son dénomi- 
MfMt Jm pimiier menbre de l'équation (6) , mul- 



tiplié par ces et li Ton fiH, «« Mire , 

dm 



cos* « 



et , pour abréger , 



— • l/l + Ungi « — |«^ ^tang é. -f- y l -J- lung» •) = U, 



il «n réeettcte 



•U coe C ottM • 



Or , en reitent 

ros C 



•s C /• 

e / • 



(tang C — tniig m) dm 

U eoit m 



t eer» née ligne de gnndeor liaie , que Ton eeluu- 
lera par la méthode des quadratures , et qui expri- 
mera la v.ili'ur lie M relative n l'asymplotc de Oîfj 
c'est-à-dire , la ionfjueur de la perpendiculaire 
elMiMée 4n point 0 «nr cette droite , qu^il s'agis- 
•mit de déterminer. 

Cette droite eaymptoiiqBe ewt p«itr dqaetioo 

f cet € — # ein C s 

en sorte que si l'nn prend sur te prolottgemenlde 
Om m point H tel que Ton ait 

$în C • 

r«s^(nptote de la branche 0» sera la droite IIK, 
«Miide perle point H, et faisant a»ec le prolonge- 
ment de Ojt un on^le KHO sapptëment de C. Les 
deux asymptotes FG et HK, pro!onf;ées au-dessus 
de l'axe 0^, se rencontreront en un point L| de 
nentëreqttpla courbe entière lera eompriiBÀm 
ran<;le K.LG , dont le complénent ett Pttngle C 
déterminf* par l'cqualioii i'f5]. 

216. Lorsque l'augie de projection AOx ou a est 
Irde petit (fig. «I), le projectile ne e'diéire qn^à une 
petite hauteur au-dessus de l'axe horisont»lO«, 
mené par son point de départ. Or, dans ro cns, on 
peul obtenir, a»ec une approximation suffisante, 
réqoetion en « et y de le partie 0GB de la trajec- 
toire, située au-dessus de Ox; et même on peut 
étendre cette équation Jusqu'à un point D, dont la 
distenee à cet axe n'est pas très considérable. 

En effet , dam toute celte perlie 0GB, ou méiuc 
OCD (le la trajectoire , b tant;eiile à crtto courbe 
sera presque horiiontale , et la quantité p très pe- 
tite} eo négligeant le carré de p, on auru donc 

da dx ^ « =s s . 

et l'équation (2) deviendra. 

% i* y t 



Eu int^nint deux fois de tuite , cff déteminaot lee 

constantes arbitraires de manière qu ou ait — =r 

dm 

taog • et jf es 0, quand # = 0, U vient 

t 

y = » teng • — - — r — («•" — 2cjr — 1) , 

•fie» * coa» • ^ " 

pour Téquation approchée de la trajectoire , qu'il 
s'agissait d'obtenir. En développant l'exponentielle 
qu'elle renferme, réduisant et faisant ensuite c= 0, 
elle devient Téquatien eieele de cette courbe dane 

le Tide. 

U'aprèa l'équation gdt* =: ^4»df 4n n«dl2, et 

dp 

le valeur précédente 4n *—f on aorn 



d»tss 



|/^8yA ooi • 
et, par oonaéquent. 



CM • 



(e»-.l)î 



<-c qui fait connaître le temps < que le mobile em- 
ploi cra à p-irconrir une portion qnetoonqoe OVde 
la courlip OCn 

216. Supposons que le projectile vienne tomber 
•ur te temin en nn point représentonapar a 1*0- 
l)aissement de ce point au-drssuus du pbn bori- 
sontal, mené par le point 0, on ta perpendicu- 
laire DQ à l'axe Ox; soient aussi l ta distance OQ, 
et T le temps employé à eUw do point 0 en point D} 
noiiB aurons , b le fob , 

# = p = — fc, 1= r; 

et en remplaçant, pour plus do sitriplicité , cos« > 
par l'unité dan» les formules précédentes , il en 
résultera 

8c» 4- / tanp ■) = — 2ci — 1 , 1 

Lors donc que les deux constantes A et c seront 
données , et qu'en aura mesOré Pengle « et Téléva* 
tion X du point 0 uu-dessus du terrain , ros équa- 
tions feront connaître la poriit horiiontale l, et la 
durée r du trajet du projectile. Réciproquement, 
quand on cenneltra a, 1, r, par dca mesures di- 
rectes, ces équations pounent servir i déterminer 
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le eecfflcimC c <!• h rétUtenm , et la IwiilMir k dae 
k la «ileiM initiale. Ko éUninent on ■ 

4 (* + *) («^ — 1)« =irt (••«* -9«l-> I); 

A|o«tion d'où Ton tiiem le veienr de e Vm» des 

denx pr((r((c)enle« doooera entutte iamédieteoMat 

U Toleur de h. 

n existe eneere de fineertilnde tar les gran- 
deurs dei porldes et des vitesse* initiales. D'apré* 
lomhnrH , poar on cannn do 24 rlinri^f? an lier» du 
poids du boulet, la vitesse initiale est de 488 mè- 
tres par seconde ; et pour on canon de 1t, dont la 
ohar{;e rst aussi le tiers du pnids du projectile, 
cette Titrs<;f s'l'1«' vp à 404 mrtrcs. Suivant \f incm« 
auteur , les portées correspondantes et relatives à 

Sis 0, sont 700 mètres dans le premier eas , en 
•opposant A = 1* 16^ tf\ et 060 mètres dans le 
second cas , en supposant a = 1° 6' 36". 

Au lieu du temps r, oo pourrait eroplojcr à la 
délermioatien de Ib et de e, nne seconde portée du 
même canon k une élévstion différente au>dessna 
du terrain. Ainsi , en supposant que Ip poids du 
projectile, celui de la charge et l'angle « ne soient 
pas changé , les qnanttlés et e resteront aussi 
les mêmes ; et si x et I deviennent x' et f , en enra 

8ei Jk (x' + teng «s) = «tC — M' — 1 ; 

dTott il léfultera 

(x -I- I leng •) («MM . 9«r ^ t) 

= (x' + 1* tang •) — Sel — 1) , (6) 

en éliminant k au moyen de le première éqna- 
ttoa(«). 

Les !Mitrnr>5 <?p R.ilistiqiie ne sont niiltement 
d'accord sur lu grandeur du nombre n qui entre 
dans reipreasioR du ooeAcient e, savoir (n» 210), 

_ •f 

~ Dr 

D'après nne théorie très imparfuile de la résistance 
des fluides , ce nombre ss serait 3/8; mais toutes les 
expériences le donnent plus petit, et Lombsrd le 
fait égal il 0/40. Véquation {b) roiiniir.iii te moyen 
le plus susceptible de précision pour la détermina- 
tion de », en supposant bien eonno et iovarioble , 
l*eiigle de projection *. 

§ n. Mouvemeni det ptanétes. 

817. Les lois dn meuvemeot des planètes autour 
du «iolpH sont oonniies sous la dénominntion de 
Loui de K«pl0r ^ parce qu'elles ont été découvertes 
per cet aatronome, qui les « déduites de robserva- 
tion. Elles sont eu nombre de trois , dont voici les 

énoncée ; 

lo Les planètes se meuvent dans des courbes 
planes, et leurs rayons veeteurs déerivent, autour 
du centre du soleil, dci eires proportîoDnelles au 
temps. 



S* Les orbites, e*eat-l«dire, lestrsjeetoiresdes 

pl j nètes , sont éè» ellipses dont le soleil occupe un 

des foyers. 

3» Les carrés du temps des révolutions des pla< 
nètes eutour du soleil sont entre eue comme Ice 

cubes des '^r.mds axes de leurs orbites. 

Toute l'importance de ces lois n'avait pas d'abord 
été comprise; c''est Newton qui en a montré rotage 
pour déterminer la force qui retient cbaque pîanète 

dans son orbite , c'est-h-dire , 1 1 dircrfinn lî»» r^-lte 
force et les variations de son intensité , soit d'une 
position i nne «itre d^une même planète, soie 
d*ttoe plsnèle 1 une entre. On verra , en elTct , dans 
cp parajjrapbe , qne rhaninr de ces trois choses est 
une conséquence nécessaire det trois lois du mou- 
vement planétaire que Ton vient d'énoncer. 

Os lois se rapportent au mouvement du centn 
de gravité de chaque phinète ; c'est le mouv^rnfnt 
de ce point que noua allons considérer^ et quand 
il sera question de la positieu ou de ta vlteme d'onn 
planète, il faudra entendre le position ouïe viteSM 
de son centre de craviti*. 

218. Soient AMBU (iig. i>2) l'ellipse décrite par 
une i^anèle , AB aon grand aie , C son centre , O et 

0' ses dfxw revers , 0 cetni qui est occupé par le 
ceotre du soleil , B le périhéiie ou le point de l'or» 
bite le plus rapproché de 0, A VaphéÙ» ou le point 
le plus éloigné dn soleil. 

Au bout du temps t qui «^rr i compté à partir du 
passage de la planète à son penbéiic , soit M sa po- 
sition aur rorbile. Désignomtparrson raymi vce> 
teor OX, et par 6 l'ani^lc 310B que Ton appelle , en 
o<itrononiie , Vanomalie vraie. Le secteur <!? rit 
par ce rityoti pendant l'instant d/, sera 1/2 r< d% 
(no 156); d'oprès la première loi de Kepler, on 
aura donc 

i*dk = céti (I) 

c étnnl une constante (';4;)!e iiii double de l'aire 
décrite dans l'unité de temps , et ci le double de 
l'aire MOB décrite dans le temps quelconque t. 
Soient aussi 

O'I s= CB = CA = «, CO = CO' s M. 

D'eprée une propriété de rellipsui on eon 

r + = Sa; 

dan* le triengle CMO, on « aussi 

t'a =5 r* + érae eos I + «te» c« ; 

et si Von élimine r' entre ces deui équations , il 
vient 

a'i — e« ) 

pour l'équation de la trajectoire. 

Pour toutes les planètes connues avairt on aiécle, 
V0MemiiieOi • eat une fraction très petite. Il faut 

eicepter laplanf-te ni»Tfnrf" Hnnt l'rt r-rntririti' sur- 
passe UU cinquième; celle de 1 orbite de la terre est 

s =5 0,01685318, 
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ou, k \ttu près , un suixnnlièmr. L« ])lus ;;ran(lc 
était celle de Mars, qui surpasse neuf centièmes ; 
c'était duuc ^our celle planète que le inouvemeut 
diipliqiie dev«it iira lo plot difféNiit du moiiT^ 
ment rimilaire rïci'iitriqiic , que l'on adoptait 
•vaut JLepIer j et c'est, ch effet, dans les observa- 
tkmd* liebo-Brabé, idatÏTCt k celte plaïK-tc, que 
Kepler a reconnu d'ubord la ditVereiire dr res deux 
tuouveniens. Si I on développe les viilcurs de rcl h, 
en «éries ordonnées suivant les puissances de au 
moyen de réqoation des aires proportionoettes an 
temps, jointe à celle de la tr<*jectoire elliptique ou 
à celle de la trajectoire rirculnire eicfntriquc , on 
trouve que pour un même temps t, les développe- 
ment oorretfHMidaat à cet deux eourbet, ne dif- 
fèrMtqoedant Ict temet qui dépendeut du carré 
ou d«rs puissances supérieures de e; circonstance 
qui rendait , k i cpo^ue de Kepler, la dillereace des 
dem moflTeiMfit trét difficile kddcouwir» 

219. Si Ton appelle T le teatptdeU téTolutîoii 
d^uae pUoète , et qu'on fasse 

tw 

T 

celle coattanle it sera la vitesse moyenne angu> 
latre, et ni le moi/en mouviment de la planète. 

Imaginons un aslro fictif dont le mouvement soit 
BniTomie, et qui parte du périhélie et achève ta 

révolution en même temps que celle planète; son 
rayon secteur décrira Tungle nt, pendunt que celui 
de la pUuéle deciit l'itugle 6, l unule i — com* 
pfit h une époque quelconque entre cet deux 
rayons, est ce que les astronouies .ippellent Véqua- 
fsen du ctnire : il est positif , et la planète précède 
l'astre fictif, en allant du périhélie à l'aphélie } le 
centcaîre a lieu en teivenant du teoond point au 
premier. Le maximum Je réqualîon du centre dé- 
pend de la grandeur de l'eicentricité. 

En prenant Icjwur uiujcn pour unité de temps, 
et mettant SHO* an lieu de 8v, on e, rdetitentent 
àlatam. 

Cette valeur de T est la durée de Tannée sidérale, 

ou l'iulervulk de temps qdi s\ coule entre deux 
retours coii&ccuiitâ du âuieii ii une même étoile , 



apparent autour de la terre. 

L'intervalle compris entre deux retours consécutifs 
à un même iqvinoxe, est plus court, à cause que 
les points équinoxiaufcoot sur VieUpti^ue un mou- 
■vencnt rétrograde, ou en tent eontraire de celui 
du soleil. En prenant 50 ',23427 |>uur la pricession 
aunuelle en 18U0, et observant que le ruyon vec- 
teur duioleil emploie 0/,Ui4lâ8, à décrire ce petit 
Mgle,ileniétnlle 

pour la longneur de Fannée Ige Ai e gfa I» an cent- 

menceœent de ce siècle. L'unuéo sidérale est con- 
ttantei mais la précessiou des équinoses varie un 



peu , et , par eontéquent autti , l'année équi' 
noxiole : sa longueur diminue d*l peu prêt une 
demi-seconde par siècle. 

8t0. La constante c aum pour valeur le double 
de la surface de rellipie divisé par en obtervant 

que le demi-petit esc ett n [/ 1 — «• , «t le aur- 

laoe «n> 1/* 1 — #• j on aura doue 

f 

Au moyen de cette valeur et de celle de », l'é- 
quation (1) devient 

r* dl ss no» «siA. 

L'équation (2) doOM 

par oouéquent , on aura 



V^o' «» — (r — a)s ' 

Pour iniégtvt cet fomulet , fattoo» 
r as a (1 — > e «» «) j 



dlp = ne tin «, «dSf as (1 — • «ot «) dii| 
k cause de r = a (t — •) au point B, il faudra que 

Pan^le u soit nul en ce- puintOÛ PonuaUttîfssO; 
en intégrant , on aura donc 

ni = n — e sin «. (i) 

En mettant pour r sa valeur dans celle de </l, et 
observant qno oott» =: OOS* 1/3 « — >sio* Ijim, 

il en résulte 



dl = i 

1 1 
1 — a ces* — «4-e tin« — « 



et M Ton fait 

t 

tang — ' Il = s , 
Z 



cette valenr devient 



de 



1 

ces» — M 
» 



= 2(is, 



dl s ^ 

£a intégrant et observant que t et w sont tére an 
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mène tevpi « e*ei|*|HUret aa point B, or «tti* 
— I 3s «rc ^ taflg SB s y/^ \^'^ ) ' 



d'où Ton conclut 



en remettant |)our s sn Tuteur. 

Cet trois équations (a), (o), expriment, soos 
fomw finie, le* tbIcuti de nt, 4, ou mojen de U 
Tirnble «utiliaire qu*on appelle l'oiiMiafi* ex- 
centriqu». En éliminant u entre elli-s , on uura les 
deu» coordonnées polaires r et t de la planète en 
fondioiii àn temps , sou* forme do lérie* oidoo- 
oëei suiveot les paiiMoces de rexcentrieité , qui 
seront, par conséquent , très conrergcntes dans le 
cas des anciennes planètes. Après qu on aura formé 
eettëriei, on y pourra remplaoer lespoUMnccf 
de 001 ni qui se trouveront dani le développement 
de r, et celles <\f sïfi nt que renfermera le ilex lop- 
pemeatde ( — ni, par des cosinus et des siuus des 
multiplet de «1. Si l'oa ooaçott qa*on ait eosnite 
ordonné ces dévelappemens du rayon vecteur et de 
Téquation du centre suivant les cosinus ou sinus 
des multiples croissans de ni, on pourra déterminer 
direelement, ptrramdjM eoiTante, Ictireiettrtdes 
coefKoieos de ces deas lérici ea fonctîooi de Tox» 
eentricité. 

221. Je fais 

r=A^-\-KtC0iHt^At0oiltni+...'^k{C0% ùil^-etc, 
l^«9la ein «1+1» iin tn<4-...4*lf ■iaaeH-ete. ; 

A«| Al * Aa , Ole., Il , B* , etc., et généralement 
Al et Bf, étant lot oocffieiens qu'il s'agît de déler^ 

miner. 

Si i et *' sont deux nombres entiers positifs et 
diSéient} ou enra , en eflèclnani les intégrations, 



/. 

/. 



oos int cos int d. tu ~ u, 
' Binâasin^iild.nlssO) 



et dans le eas de < = s^, on trou? em 



1 

cos* fe( d . fit B « 



y; 

/ sin* tnl d. Ht = * «r. 

Ces dernières formules ne s'appliquent point à 

) = ( l 



is= 0\ dans ce cas , la première ifltégmle est dgele 

à ir, et la !if>ronde à léro 

Cela étant , je multiplie le développement 
de r per eos M dL «1 , el celui de • — per 

sin int d. nt ; puis j'intégre depuis nt — 0 jus- 
qu'à nt = ir. Tous les termes s'évanouissent , 
excepté ceux qui ont Ai ou ht pour coefficient, et 
Pon en eonelut 



2 ^éw 

A{ = <— / reo*4ild.«l, 

Il = - y (1 ^ ni) sin éni d. Mé. 



Dans le eas de s*=r 0, on «lire, m particnlierf 
1 r*y 



a y«v 
«s — / r d. M, 



c'est-à-dire qu'il faudra réduire à moitié la valeur 

générale de A,. En inlé^runt par partie, et obser- 
vant que I — ni est zcru aux deux limites n< = U et 

nissw^ respmaioB de Bi pourm être rempteeée 
par eell^i : 



eo* ùu d(l — m). 



Je substitue à la pjar r dr r ,nt, 9, leurs valeurs 
en fonctions de u, tirées des équatiooa (o), («); 
àeeosede 



\A^0* dnt 
~ = , , — : — =: l — ' « cos 11 , 



et parce que v =: i) et tt = « répondent à nt = 0 
et n#s «r, il en résultera 

A|=— -y ( l— e cos «}• cos (ui— «ét sio •) dm, 



cos (su — i#sin«) 

«de 



2 /* cos(^»u 



formules qui feront connaître les vnlenrs numëri- 
ques des coefficieos Ai et Iti.- suàl par U méthode 
dos qasdratnresi toit par la réduelion en séries. 
Pour celte rédnclioa, o» aura, par le théorè m e de 
Xaylor, 



vus ^iw — i« sm u 



SIQ* « 



sin M — 



4- sm* M — - etc. j 

a.3.4 / 

— — sin> u + etc. ) sin sm} 

a.3 / 



cos tu 



Pe> 
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et il en résnltera pour hi et Bi des séries d'inté- 
grales relatives à «, dont les Talcurs exnrtcs s*ob- 
ttendront toot», soit inimédintmcot, soit par des 
fimralct oomnw; en loH* que Ton poomi pra» 
longer ces développement r)e A; rt aussi loin 
qu'un v<mdrs. On ponm même obtenir leurs ter- 
Mm ijtmênm en fonetlods de s et de «j mais 
ee a*eal poial iet le Hpu dHnsister davanta^ enr ce 
tDjet,qui appartient .spécialement à 
Relativement a * = U, on a 



f (l 



en ne prenant que la moitié do la ftlenr de Atf 

fini rf^ond ii t = 0 : c'est le seal des cocfTicipn? 
Ae f Ai , Â* I etc. I Bi , Bt , etc. , dout an 
poine obtenir la wlenr e»ete. 

Si Von appelle r la vitesse de la planète au 
boat du temps t, et t Tangie que Tait sa dircctinn 
«vecle prolongement de son rajun vecteur r ou OM, 
en ■«*• (m* IM) 



dt* 



t e «bi 1: 



tr — . 
dt 



£q éliminant dt au roojen de Téquation on a 

(r ) c» e 
— y+ — , p un i =s — . 

dl r* r 
Bn vertu de rdqintion (3), on ■ 



1 -|- « co» • 



1 

r 



r « Cl-'M* dt" 
d*oà U résulte 

a« «s fis (14.8e 

et, parconéqneat. 



• sin ( 



— — —1 — — 1 l.sîals 



r 

ce qui roortrp rnmment, dnns îp mniivi-mr-nt çMlp- 
tiqoe, U vitesse et la direction du mobile en 
dioifoe point te dAermineat au aïoyen de son 
rayon «ecteur. D'après la valeur du e duil*SSO, 
eelle de v* peut aussi être écrite «bisl : 



= -Tr(7-') 



Cee fenuttles, jebites h celle* des numéree précé' 

êrns. font coniiaîlrr coni|ilêtcmcnt le mouvement 
d'une planète dans ic plan de son orbite ; mais 
qnand eu «eut considérer à U fois les mouvemens 



de deux ou de plusieurs planètes, il est nécessoire 
de rapporter la position de chacune HVUes à un 
autre plan, qui est ordinairement le plan de Véciip' 
Ufm eu du Furbite de la lerw. 

321. Soient >0>'' (ï\c. M) rinter-f«clion du plan 
de Torbite d'une planète avec un pian passant par 
le centre 0 du soleil, OB une droite menée dans ce 
second plan, 00' la projection du rayon vecteur 
OM ilc It pKini^tc sur ce même plan Dcsii;non» 
par y riiiciiuttison des deux plans, par « Tangle 
HOB, par • l'augle BON que (ait le rayon vee- 
teur OB aboutissant au p^iMÎU avec la droite 
on. Ces trois onplps m,y,», devront être donné», 
et ils détermineront le plan de l'orbite et la post- 
tien de Tellipsa dans ce plau. Soient aussi f et4 
les angles variables lOffl' et H'OE, que Tait lo rayon 
vecteur OM avec sa projection OM', et cette pro- 
jection avec la droite 0£, lesquels angles détermi- 
neront, à chaque instant, bi dire^iun du rayon <Hi 
aboutissant & la planète. 

Cela posé, considérons l'angle triédre qui a son 
summet au point 0, et dont les trois arêtes sont 
OH, OM', ON. L'anomalie vraie, on l*anglu WOÊf 
étant toi^onrs II les trois fsees du cet angle tciWro 
seront 

Mûri = MOÛ -f BON = I 4- », 
E'ORs VOB — nOB s 4 - 

la première sera opposée à un angle droit, et la 
troisième à Tangle y. D'après les premières règles 
lie U Trigonométrie sphériqur, un aura donc 



tan: 



sin s = sin ^ sln (I -f « ), 

Y — •) = cos y tan;,' ( S -f- »• 



et Taugle I étant connu en fonction de t, par ce qui 
précède, chacun des angles 9 et 4 le sera aussi, au 
moyen de ces ibiamles. 

Lorsque le plan donné sur lequel on compte 
Tnngle 4 ^t l'écliptique , et que la droite OE , 
à partir de laquelle un compte cet angle, dans 
le sens du mouvement de la terre, est celle i|»t 

va du soleil h l'équinorf* rln ]irtntomp8, les ntr^'lc; >{. 
et p s'appellent la iongiiudt et la latitud* de la 
planète que Feu considère, ta dreilu HON* est 
la ligne des notuds de son orbite ; si elle entre 
dans rhémi?pb( Tc 5ortfa?quand elle traverse le plan 
de réciipliquc an point K , ce point est le nœud 
uiesndiml, et IF le nosud dlifeeudlMl. Selon que 
la planète se trouve dans cet bdukisphère ou dans 
l'hémisphère austral, la latitude 9 est positive ou 
négative, et l'angle MON, ou t 4* **> P'"' grand 
ou moindre que 180*. L*angte f s^éleud depuis— 
90o jusqu'à OQo, et l'angle MO?î, ainsi que la longi- 
tude M'OE, depuis léro jusqu'il WO^. 

Si l'on remplace le point 0 par la centre de lu 
tene, que Pon prunnu Vdquateur pour lu plan 
donné sur lequel on compte Tancle 4) et pour 
origine de cet angle la droite 0£ qui va de ce 
centre an premier point du signe or>M, les angles 

17 
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4 al f teront alon Vateeiuvm droite et b déeU- 

naiiûn la plnn^ta. En appliquant îei formules 
précÀleates au mouvement apimieut «lu aoleil au- 
tour de la lerrt, on «m» *=9i y «prima» 

VMiquUi de récliptique, et Ton devra prctulre 
pour 9 ^- M la lotiijittvlf df cet filtre; d'oùU r^ulte 

qu'en la Lifààj^iuiiit }iar ^, uu aura 

gin j> =: s\n y sin tang 4 — coi ^ taog a, 
et| ea même temjM, 

sin y lanj? 4 

an • s: y-- 

Les plu? rrrindes déclinaisons boréale et australe 
répondeut à x = 90« et A = 870°, et sont ± y. Cet 
angle y est nmi edut <ta« fait Paie de rotatien de 
la terre avec la perpendiculaire au plan de Téclip- 
tique ; il p%i soumis à une petite inégalité qu'on 
appelle la nutation, dont la période est d'enviroa 
18 ans, et la «mpAhm da fl'',4 Mulamanl. Sa 
aalaw BOfaBBa i an eanunaiicaimBt da 1800 , 
«lait 

y = 23'87'ft6"; 

elle diminue de 0",4509^ pur année. 

234. Dans tout ce qui précède, oo n*a point 
aaidgafd k la fnca «tni agit «ur chaqae planète, 
dont le mouTemeiil a Ci6 jL-tcrmiiié d'après les 
données de robservation , et s uis recourir aux 
principes de la Dynamique ; il s'ngit maintcoant 
da déteraiiaer les loi» île eette forée, ainii qu'il 
a été dit préc(5dpmmpnt (ii'* 217). 

Il suit de la première loi de Képier que U forcu 
qui retient ebaque plaoila dans son orbite est 
oonitamiiMiit dirigée ▼ats la centre du mIcII ; 
quoique cette conséquence nécessaire de la pro- 
purlionnalité des aires au temps ait été déduite 
de» équations du nouTrount dans la n* IStt^ il ne 
fera pas superflu d*eD donner iei une démonitn» 
tion synthétique. 

Soit III M (fig. 64) le coté de la trajectoire que le 
notiile décrit pendant un temps r infiniment petit* 
Arrivé au point M, si aucune force n'agissait sur ce 
mobile, il décrirait, d.ms un autre temps r , une 
partie Mm du prolongvuteiit HT de Mi M, égale k 
Ht ■} mais, i eonse de la foroe Alequefle il est iou' 
mia, il se transporte, d^tns ce sceond instant, en 
on autre point M'. Soit MK la direction do cette 
force BU point pendant le temps r, on pourra 
supposer qn^elle reste psraUéle à elle-même , et 
alors si l'on tire la droite ml', elle sera parallèle 
à MR (n» 148). Or , s» C est le centre fixe autour 
duquel le rayon vecteur Cl décrit des aires pro- 
portionnelles eu temps , les triongles li CM et 
MCH', qui sont les aires décrites dans deux instHns 
égaux, seront équivaiens j mais le» triangles M i CM 
et HCm le sont aussi , puisqu'ils ont leurs sommela 
au même point C, et leurs bases Mi H et Mm égales 
et sur une même droite ; le» triangles MCm et 
MCll' sont donc équiralens ; ft comme ils ont une 



même base MG, il faut que la droite m^' qui joint 
leurs sommets, soit parallèle à cette base ^ par con- 
séquent, la droite MU, parallèle h mtf| oolneido 
avec MG. Donc, en ebaque point H da la trajec- 
toire, la direction MK de h force sern relie du 
rayon vecteur XC ^ ce qu'il s'agissait de démon» 
trer. 

Réciproquement, si la foret: qui agit sur le mo- 
bile, nu point quelconque est dirigée suivant 
HC, U droite eiH' sera parallèle à œ rsyoo vecteur, 
les deus triai^les H'Cai et WCm seront équivalcoa , 
et, p r iséqoent aussi, les deux trîaiq^ W€M 
et ?li ( "^l. Les aire* décrites par le rayon verleur 
autour du poialC, en deux instans consécutifs et 
égaux, étant égales, et cela efant lien dans tonte 
Tétendue de la trajectoire, si la force qui agit sur 
le mobile est constamment dirigée vers ce point, il 
s'ensuit que les aires décrites en temps égaux se- 
ront égales, et, en des tempe qneleonqnes, propor- 
tionnelles à ces temps. 

225. Soit, comme dans le n" 218, M la position 
de la pbinète an bout du temps I (fig. 62). Conser- 
vons toutes les notations do ee numéro, de sur te 
que r et t soient le rîtyon vecteur OM et l'angl'- 
JHOBi désignons , en outre, par s et y les deux 
coordonnas reetangulsirea OP et PH, rapportées a 
des axes 0* et Oy^ dont le premier passa par le 
périhélie Bj noua aurons 

ssreoil, y^rsinlyfa-fy*^'** 

Soit aussi R I;i force accélératri -e , infnnruie en 
grandeur , qui agit sur la planète. Cette force est 
dirigée, comme OU vient de le voir, siUvant le 
rayon vecteur « et elle ngit du point B vera le 
point 0, è cause que lu trajectoire tournes™ conca- 
vité du côté du soleilj les cosinus des angles qu'elle 

M 

fait aveelespiroloogamsns de « etf sont donc — > — 
f 

et — $ per conséquent les équations du mon- 

r 

vement seront 

dt' r dt* r 

E l nppeinnt tm^oors o la vitesse au point 11, 

nous aurons 

ds> t^* 
••=-. + -, 
dt* dt* 

et, eo différentiant, 

1 A g d* ]f 
^d.v^sA — d!»^ 4y; 

par conséquent, si l'on ajoute les équations (1) 
api es las avoir mnttipliésspar die et et si Ton 
observa que sd!«^ as rdir, il en résnttsta 

I 

» 
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■■ia, éâm l9 amifaoNiiIflUipliiM, od a (a* m) 



•n faisânl 



oo aura dono 



4»» a» 



r» 

rc qiii montra que la force qxii a-^^'it !ur chaque plo- 
nète suit la raison ioTme du carré «le la distance 
M OMtn dv Midi. 

la grandeur de cette force ett k l^inité de 
dtilaiHT : 5nit ce quVlle deviaol pour une autre 
{tianéte, dont le demi-grand aie et le temps de 
!• fit oIvUm MVOBt représentés par fl* «t T' ^ on 



TU 



<kt 4r«ftèt b «roiaiènie loi d« S4|iUrt ■ 

T» : r« :: «»: J*f 

Ts V» 

|wr conséquent, à l'unité de «1i<i1anrp, rt, cf^nérale- 
ment, à la même distance du soleil , la force accé- 
Mmtrioe E «i la mèof po«r deox planètes diffé- 



Lti force motrirr de cVinque planAtt* c^t dono 
indépendante de sa nature particulière , et propor- 
lianaclla & m mn* oonuM 1«« poi4f k la Msface 
d* la terre. Elle varia dVnia pbnète à vne antn 
•aîvant la mêmt; loi qued'unf position & une outre 
da la méane planète j et si deux planètes étaient 
•ita<aa k la «éma diataaaa dn wtail a( aiMmdon- 
nées à elles-mêmes, Mua vkaaaa initialai allea taai- 
beraient d'ttn nirme monvement vers cel nsire, et 
l'alteindraieut dans le même intervalle de temps. 

Ainsi, les trois lois do Kdplar nom font oon> 
naître complètement la force qui retient los planètes 
d.itT; !fur» orhi'f^ ■ la loi des aires proportion- 
nelles au temps nous fait voir que cette force 
ait eoBsloamtent diri^éa van le eetitra du soleil ; 
celle du mouvement elliptique, ou Texpression de 
la vitesse qui se déduit de cette loi et de la précé- 
deato, nous nsontre que son intensité varie, pour 
«M même planêle , «n nÎBoa inreisa dn earr< des 
distances au soleil ; enfin , nous concluons da la 
loi des carrés des temps des révolutif>n5 propor- 
tionnels au& cubes des grands axes, qu à égalité de 
diatapce aa aaotm da e«t ailia, riotamilddala 
IWea flMiviat ast ftafartîamMBa aax marnas da 



eliaqtia pfamita, et iodépemtaota da aa iMlnta ptt- 

tlciil i ('-re . 

2'^^. ïNewliin i (Mctidu aux comètes, dnns leur 
mouvement autour du soleil ,et aux satellites 
avlovr do lanta idanMas raspaetlvas, laa lob da 
Képler et les conséquences qui s'en déduisent 
relativement h h force qui agit sur ces mobiles. 

Les comètes, dans leur mouvement, ne diffèrent 
das ptsaètaa qn^an aa q«*aUas na aoot pas aon- 
stamment visibles , à raison de r«:loignfme«t de 
leurs aphélies ; ce qui rend très difficile la détermi* 
nation de leurs orbites. Néanmoins, il y a mainte- 
■aot traia eamèlas dont on aennatt ko arbilst at 
les temps de leurs révolutions, presque itu'^'^i Pi.in 
tement que pour les planètes. A l'égard des autres 
comètes, on calcule leur mouvement par approxt- 
amtion , an pirensnt pour la timjoeloire , dans la 
petite étendue où cliaque coni»'Mr r^t visihie, une 
parabole dont le foyer est au centre du soleil, 
et supposant toujours ks aires déeritaa par le 
tayan vaelenr autour da ee point , proportionnelles 
au temps pour chaque comète. Ce cas est compris 
dans les formules préc^entea du mouvement el- 
liptique, en 7 faisant 

• sm , « (1 — a)s;ê} 

k désignant In distanea périhélie 01, qui ast «la 
quantité Sma* 

L*"! musses des pomètes sont très petites par 
rapport à celles des planètes et paraissent d'une 
tout ■tttra natore. la vertu do la iroiBiima loi 
de Képler, les forces motrices de deux comètes, ou 
d'une comète et d'une planète, à la même disUnce 
du soleil, sont entre elles comme leurs massas res- 
pectives, at leoM foNNB MadMiatcleat sont dgalasf 
il en est de môme à l'égard de plusieurs satellites 
d'une même planète, mais uon pas relativement 
aux satellites de deux planètes différentes, ou à un 
salallita et une pUnèla; osr la lai das aarrds dn 

temps des révolutions proporttonrph anx cubes 
des grands axes n'a lieu que pour les corps qui 
tournent autour d*tto mémo oentre; Moa fana» 
connallva par la suite le rapport qui aaiMa enire 
les forces motri''f»'î âpwx sidrMli^i nppfirtenont k 
des planètes différentes, et entre celles d'une pla- 
nète et d'un mtellita. 

Ajoutons encore que dans cas derniers temps on 
a étendu les lois du mouvement e1liptir|ii«< aux 
étoiles doubles, dans lesquelles un mouvement 
révolntif de l\ine des dloiles autour da faotre 
a été reconnu, et que lears positions relatives, 
r'rticttlées d'après os lois, se sont accordées oussi 
bien qu'on pouvait l'espérer avec leurs positions 
observées. 

227.1iamioons arluellemont tes altérations que 

la ré3i<!tnii( f» (l'un t lhfr tr»'^i r^re répondu autOUr 
du soleil, produirait daus le mouvement elliptique 
des planètes. Leur non sphéridld psrfiiita «t k 
rvaUaamnt dn ftnide contra lenr surface , ponr- 
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r4i«al fiire tortir to «eatra d« gmvité dn plan 

du «on orbite : on fera abstraction de ces deux 
ciroonsUnces , et il ne «'agira que de former 
l« équation* du moavemeiit de ce point, en ayant 
égtnl, à lafoU, à la force cciMtnle en raiam in* 
Tcrse du carré de ti Jisiance, et à nnr force tan- 
gontielle provenaiit de la rétiaUnce du milita 

Je aupposerai, conma drni le auniveBieiit det 
projeetilea dans Pair, cette résistance proportion- 
nelle nu carré de Ih vitesse, ii la densité du milieu 
et à la surface de chaque planète ; la force accélé- 
tetriee qni en rdtttltete een , ea euln, en MiMn 
învene de le oiuse du nebUe î ]« le re prés enterai 

par f — , en désignant par d» Tétément de la tro- 
dt' 

jectoire, et por p un coefficient trè^ pftit et ;^rr>- 
purtiounel pour une niëoïc platicte, à la deositc du 



wilien. Ba eoMfvent que eelte fbiee egit en mm 

contraire dt- la tilessc du mobile, et rcpri^srntn nt 
toajoars la force principale dirigée vera le centre 

dn eeleil } par |s à reniK de dittenee et pir — à le 

dMenee r, ka dquetiem (l) defieiii lire 



d*« "^^ 7* ~ 



dt dx 



dt dt'\ 

- i î v 



(2) 



En emploviKit les coordonn^V^ pohires, os i 
déduit, sans diliiculté, cet autres équations 



de I. 



d^ r ' ^ (3) 

A r*dl ss iradM^, 

Le idro de la variable « répondra tonjonre à 

la plus petite valeur de r, ou en périhâie B 
(ûg. ô2). Pour ii=rO, on aunil = «; de sorte 
que I représentera maintenant Taugle HOE, compté 
à partir d'nne droite OB, qni lliil nn ea^le BOB 
= M, avce 01. h velenr de I en eàrie sera de 
la forme 

• = ii< + . 4- 1, , 

en désignant pas 1* sa partie périodique f ordon- 
née aidvani lea ilnne dee nnltiplae ereitaena de 

4* * — Cet angle I sera la longitude vraie de la 
planète dans le yUix de son orbite, nw bout du 
temps t quelconque j nf -|> i exprimera m ion- 
gitude moyenne en inèBie inalent, a sa lengitnda 
moyenne à Tépoque d'où Ton compte le tMipei^ 
et « la longitude de son périhélie. 

229. Cela posé, quaud ou connaît les intégrales 
complétée d*ttn ayatéme d^éqnatiena diflSérentiellea 
comme les équations (4), on en déduit les inté- 
grales d'un uutrc s%«tèuie d^équations différen- 
tielles telles que les équations (2), qui ne différent 
des premièrea qne par de trèa peûle te rm e a , en 

niuVéu d'une méthode dont les i;éomètres ont fait 
les plus heureuses applications à la Micamiquê ci- 
têêtêg et que je vais exposer à l'occasion du pro« 
klème qui nons «oenpe. 
Les Taicurs de x et y, qni aalisfent eui é qn a ti e n a 

(4), sont de la forme : 

f tt ¥ indiquant des fonctions données. Pour que 
ces valeurs satisfassent encore aux équations (4), 
j'y confère e^ ■, eenune de nenvellea varie* 

bies qiril s^agira de déterminer. Mais ces incon» 
nues étniit nti nombre de quatre, cl les équation* 
(2) seuieuicot uu nombre de deui| je peux prendre 



qni en «ont 

l'i?*^ Lnrsqii'oit nc;Iige leurs seQOsds 
les équations (S) ke réduisent à 

d^M fur d*e Mr 

-.+_=,0. - + -. = 0,(4) 
di* r> dkt f* 

et les éqnatieae (S) à ndlea>ei : 

^ T. 8/«d. — =:(l,d.r* dls0.(6) 

*• r 

On aetiafirit è eea dqnatiens (A) au moyen des fer- 
mules (o)^ (b), (c), du n» 220 1 cet formule* n*en 
sont pus les intégrales complètes, pnrre qu'elles ne 
contiennent que deux constantes arbitraires a et #; 
mais si Ton fait eltentien qne lea équations (6) ne 
renferment pas explicitement les variables • et t, et 
qu'elles contiennent seulement leur dinVrcntielles 
itt et dt, on en conclut que les formules du numéro 
eité devront eneoro satisfaire I eea équations, en 
ajoutant des constantes quclronqiies ii f et i.Dcrettc 
manière, les intégrales complètes des équations (6), 
et, par conséquent, des équations (4), seront expri- 
I par ce ayatéme de formules : 

r = • (1 -># «os «), 

nl4'«*>*s«-*esinii, 



tenB7(t-.)- 



m, m, éteni lea qnetre eonatentea erbitraiiet, 
et m une nenatenle liée i n par l*éqaatioci 

a* n» — /a , 

2ir 4ir* 

qni résulte de ->ssn,.i ■ ■ = «s,par Félimlnetoin 



T» 



Digitized by Google 



DIflAHIQCS, PAEIIÈRK PARTIE. 



• volonté àm éqmlioiit 

es conséquence, 



i «1 J« frâi 



éf df df df \ 

ii A A A. f 

dF <iF rfF rfF l 
— rfa^ dê'\ d*-\ rf«sO, \ 



db tft A dm 
«H I utiWMnldit, j*4de à wro les pirtîes de dm 



«t d^« ptovcmnt dM Yariition de 

rfx rfy 

De cette manière, les raleuri complèlc!» de — et— > 

dl dl 

sont ftimplemeot 

d» dy dF 

dl dl' dl ~ dl 
En dilHrenliant d« hootmiu, on a 



d* X d' f d* f da d> f dt d* f d* d» f dm 

— = 7- + — T + — T+ + — -, 

dtd» dt dtdm dt 



dt» 



dtda dt 



dtdt dt 
d*T de 



^ y d< F d*I da 
dt^ ~ dt^ ^dmdt "*^dï*di 



ift dt d- F 

+ + 

dtdt dt dUm dt 



Or, h}|M)tlièse, les valeur» précéileules de 
«al f Mtufontaitt équations (4) , en y regardant a, 
», I, », eomnie det cnntlanlct arÛlraifot, on • dama 

d* f I rf' F y 

-. + -^0. _.+ _ = 0i 
dn f* df f» 



|)ar conséquent, si Ton aubade las valaura con« 

d' M d* V 
pléta.da-.tg2d...I- 



(«). - 



aura 



d»f 



ds ds 



d*f d*f d»f 
da 4. — d^ -1 d» H diis= — f dt, 

dtda Jtdo fUd, dtdu dt dt 

d» F d'i rf« F d» F rf* rfy 

db -I de H dt -|-^*dW = — f dt; 

dtda dtda dtd$ dtdm dt dt 



H et système des quatre équations (fi) et (c) 
Mma àddienninar a, a, s, en fonetioni da t. 

830.Cett<^ snbstituti in de quatre équations dîffé- 
reotidlesdu premier ordre, aux deux équations (2), 
qaiiaBtdn aeeoad ordre, apurait, en général, au- 
cun iTantage. Hais les valeurs de da, de, dt, rf*, 
qu'on lire des équations (6) et {c), auront pour fac« 
tcnr le coefficient f de la résistance, qui est une 
<rfi|iettto quantité } les parties variables de a, e, 
•t«, seront donc aussi tria petites { el si Ton né* 
le carré de f , on pourra considérer a, e, t, tr, 
comme de» constantes, dans les espressions de rfo, 
A, dl, da» ; eo qui iddnira aux quadratures le ealeul 
«les pvrlies variables de u, », t} m. Pur la méthode 
•lesspproiimations sucrensivps, on obtiendra ainsi 
^Ntilenrs de ces quantités, ordoiinces suivant ira 
I de f et auaai esaetes que fan voudra; 
iBous arrêterons à ta première puissance de p. 
I41 équations (a), après qu'on y nunt $nl)stittid 
Im valfiurs variables de a, e, «, «, feront connaitrc, 
«naa dana I« eaa du monvwsant elliptique, les 

valeurs de r el 6 ru fonrtinns du temps. La trajec- 
toire ser<à encore une ellipse, mais dont les éiémeus 
urinanl cootinudienent. Si Ton suppose que 
l'on construise à chaque instant Tellipse eonstanle 
f'*]inmî aux valeurs des élcmcti-i h rr même 
"uUnl, les ordonnées # et y, et leurs différentielles 
^•t y feront oonnnnnes, en rertn des équa- 
>«oos (i), à cette ellipse et à la trwjcctoire, qui sera, 
f« csuéqMJit I la veurbe de contact de toutes les 



ellipses constantes. Par la même raison , la vitesse 
du molHln al aea ooniposantca auront les mioMa 

expressions, et seront ddtermincrî par Irs for- 
mules [d) du 00 222, dans le roouvemeut ellip- 
tique et dans le mouTement altéré par la tMh 
tanoe du milieu. 

Observons qn*ott a identiquement 

«l = /iMit4./fdb{ 

en comprenant ftd» dans rineemiue s, on pourra 

donc écrire ainsi : 

^idl ^ « — •=«—• sin «, (d) 

la seconde équation (a). Alors, en même temps 
qiron changera, dans les équations du mouvement 
elliptique, les constantes a, 0, «, «, dans leurs 
valeurs variables, il j faudra tenplaoar «I par l*U>- 

tëgralc fndt, t[ttr nrni5 supposerons nulle qtTiind 
r 0. La quantité n qu'elle renferme se déduira 
de o, au moyen de la fomuTe 



donnée par rdquation «■ s ^ du a* VA. Cette 

intégrale fndt exprimera te moyen mouTcmentde 
la planète (n» 219), altéré par la résistance du 
milieu j et , de cette manière, la différantielln du 
moyen Biattveaient sera ipd!f ^ dans le monveaient 
troublé coomie dsns te mouveuicnt elliptique. 
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An périhélie, ranglal-** ett ëg*l k wito on k 

un multiple de 360" ; en ▼rrtu de la première équa- 
tion (a)^ U en aéra de m«rae * l'égard de Tsagle «} 
doM, pendant rinterall« dm temps compria entre 
deux pauages consp(?utirs de la planète k son péri- 
hélie, la quantitt'/nrff 4-»— « a««:mentcra de .lÔOo; 
ce 4)01 lervira à iictcrminer cet intervalle, quand 
on ««niwttfn foiietlem de t. ht toopt de 

la révolution , nu Pintenralle compris entre deux 
retours consécutifs de la planète au mèine point 
itxei aéra celui qui répondra k un pareil accroisse- 
ment de H longitnde vfeie I. 

232. îfons pouvons rcmplnccr les équations (8) 
et (e) par d'autres équations équiTalentes , des- 
quellei il tern pim faetle de déduire les valeurs 
Î0é»,4ê, d%, dm. 

Pour cela, obsenrou «{ue ai am éi|u«tioD qnd- 
conqne 

t (Irt, r, «, I, •) as 0, 



e liendena le neutement elliptique, eUeeobiielera 
encore deM le ttoatenent altéiîs par la idaiitance 

du milifti, en y regardant a, t, t, «, comme dea 
▼artabics déterminéM par les équations {t) et (e), 
et 7 mettant fwdi k la place de irt . U différentielle 
de b fenotion f sera donc noih, aoit qu'on la 
prenne, dnns le premier cas, par rapport i« nt, r, S ; 
soit qu'on lu prenne , dans le second cas, par rap- 
port i fmdtf r, I, a ê, «, m% or, r et I dtent dee 

fonctions de J et y, leurs diffcrcntielles sont les 
mêmes dans les deux cas , en vertu des équa- 
tions (6); par conséquent, en supprimant, 
dîna la dilifreiitiella complète de p , la paitia 



d» d9 d* 

^ d.al «I» ~ df «f» ~ dl, qui est idpaidwaot aiiM% 



d9 th dp df 

— da -{ d» ^ é»^ dosO. 

d!a lit di d» 

Cela posé, après avoir mis dans l'équation (2) 
d« B* tia, I — • k b place de 1, en en dddvit 

r + r» cos (• — ttj = a ( \. — #• ) j 

en différentbnt, «anuM il vient d'éne dit, on aaea 

donc 

r COB ( d. « cos «-^-r sin I d. • sin «=d.a(l — •* ). (a) 

Je dlirérentie de même la preidlèr* d^ttaUe» (•) et 
Téquation (ji^f ce qui donne 

(1 — e cn<i u'> da — a cos ude -f* os sin udu = 0, 
d* — dm Sin ude — (1 — a cos «) da = 0 , 

en considérant « ^ f^mmc une fonction de ê, t, «*. 
J'élimine du entre ces deux équations} il vient 



(l-aeos.).da+a(e. 
Mais, en nettaot dans les fararalea 



1— tang* Stang •;-« 



k b place de tang 1/S k sa valeur donnée par 
b trebiéne d^oatiatt (•), on a 



ê + cei (t — *) 
1 ^ ecos(l->«)i 



sin — 



1 acos (I -> «) 



aa Mayan de quoi rdqaalian ptdeddanta davient 



n — ) do oa sin (t — m) 



ces (•-.•) 



1/ » - a» 



Ce que nous dîjons rclativument à Téquation 
a s 0 , s'applique également au cas ou la iouctton 
p fonfanna taa diSKreatialIca pramièrai de f et f . 
Ainsi, Tan a, dans le nenvemaat elliptiqva, 



d*» -f- r* dl« 



8m 



r» dl = l/ /wi ( i — a» ) d#, 

en mettant |^ ^o au lieu de o* » dans la valeur de 
ff« dl dn a* 220 : or, les différentielles dr dl, 
ainsi qne r et I, restant les mêmes lorsque a, a, s, 
deTiennent variables, il s'ensuit qne ces deux équa- 
tions subsisteront encore dan» oeUo bipotbésej 



ceb étnnt, en comparant leurs différentielles com- 
plètes aux équations (3) du n* S28| on en con- 
dat 



- = ( ) 



(9) 



|.' a ( l —«•)=: — f y/a (l — •» ]dt. 



Haintcnnnt, on tirera facilement rlri quatre 
équations («]^(/)« {g), les valeurs de du, da, di, dv » 
en y aMttani paor r sa valenr, savoir, 



. _ o ( 1 - a. ) 

T » ■ I I 

1 -1- «CM 1^1 — •) 
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A =» — --^ [1 4> te CM 

* Œ — 8f [ff + cos (•—•)] 



8f» >in {• — m) [|/t — •«"~»»— tfeo» (1— •)] 



[l + • cos (•—•)] (l+J/i — 
La «alaur 4« ib «ja'on don» miwtittMr daos ces 



«t «y Mfctiitnaat oeU« da eU« déviant 

— fi' , ► 



(<« = 



1 4- 2e cns (9 — «) + <• 



Oa iiil^jnn les Mravdt nemlirei dei ëqwtloiif 

(fc^, en y considérant a, i, comme des con- 
•Uotes , ainsi qu'il a été dit prëcédemnient ; et 
quand le coeiBcienl f sera donné en fonetion de tg 
et «oMéqwHDineot de I, m en dddniia, par U 
in<fthode fJrs qundr .ttirr? nu par la réduction en 
eérie, les valeur» variables de a, e, i, «, qui devront 
être snbtlttadet dana les éqaatiooa du moaTement 
elliptique. 

233. Si rexceotricité 9 c^f un»» (rt-s pptite frac- 
tion, les furoiules (A), réduites à leur partie prin- 
cipale, derîandinnt 

dbs— 8p«*dl, db=s — Sf» ces — 
•dW = — Sr« aio(l— •) 41, A = Sfoe sin ; 

et Poa T pourra wnaidéfer la aoafflcieot f eanma 
constant. En intégrant et désignant par Jla, A», 
ik, la» parties variablea de ^ on aura 

donc 

ta = — 2fa* I, 

le = — Sfo sin [I — «} , 

= «ffl cas (I — •) , 

a= — Sfoe CM (I— 

It r«« «tprimepar fti la partis oarteapondaiits 
den^onde ^— ,dsierlaqn*s«iatt 

3|/7 



#0. 



1» = ^mI. 

On «oit disno que Teffet de la résistance d'an 
■ttUen Irèi ma sur le monvement d'nna planèta 

très peu excentriqne , serait do faire dermître 
indefiaiment ie grand axe, d'augmenter de même 



la Titesse angulaire n, et de prodnire dans chscHoe 
des trois quantités e, #, une inégalité dont la 
période Mt la atêne f|aa la idvoloUon de eello 
planète. Non seulement le niouTement angulaire 
s'accélérerait de plus en plus, mais même U vi- 
tesse absoloe: car elle est à peu prés égale à oi*/ ion 
acrroissemeut est donc aJ)i<4>flJiBj quantité peai- 
tite et <'-:^\v à pa' nê. 
En négligeant tout>à rait rexcenfnoitë, on a 

raa«, la/iHlt^s; 

si donc on désigne par hr et 11, les parties du 
rayon Tecteur et de !a loti;^itndp qui [irnvicnnmt 
de U résistance du milieu, on aura, au mène degré 



**• = — 2fO»t, ^l = ~»alt. 

2 

En vertu de cette diminution conlinueile du rayon 
Tooteur, qui i*dtèterail à dvfo* i ahaqne rdratn» 
tion de la planète , elle finirait ndeanaiieaicnt par 
atteindre la surface du soleil. 

Au reste, s'il existe dans l'espace un éther qui 
influe sur la mouToment des astres, eWt sur les 
comètes que cette innuehce peut être sensible, 
à cause de la petites.se de leur musse, et parce 
que, toutes choses d'ailleurs é^julcs , le cofficieot f 
est en raison inverse do la nasse du mobile. Bt, en 
effet, on n'a rcconnti jti^f|ii'à présent aucune trace 
d'une résistance de l'éther dans le raonvcment des 
planètes et des ssteHîtes ; mais d'après les calculs 
de M. Enke, cette résistance porslt influer d*une 
manière appréciable sur le motiveraent do la co- 
mète récemment découverte, dont la révolution 
est d'environ lUÛk 



tS4. Le problème (juc nmis niions résoudre est 
rinvcrse de celui du paragraphe précédent : on sup- 
posait olors la Irsjeetoire la loi du mouvement 
don lire s par l'observulion, et il s'ufjissait de déter- 
roitier eu grandeur et en direction , la force à 
laquelle ce mouvement était dû \ maintenant, on 
suppose qtt*nne fiirae oeasfante dirigée vois nu 
centre fixe, et donnée m fonction de la distance 
du mobile à ce point, est appliquée à oe mobile, et 
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TRAITÉ DE SiCAIlIQlII. 



Vm iiropoie d^en eonelun k tn jeetoiia «I la loi 

du moiiTcmcnt. 

Celle courbe DHB (fit;. 65) sera comprise dans 
In plan passant par le ccnlre Rie C, et par la direc- 
tian D4 da la vitesse ioiliale. Ja rnéna dant ce 
plan rt p.ir le point C, deux aies rect«ni;;u1aires Cx 
et Cy, dont le prenticr passa par le point de départ 
D du mobile, et qui seront le* axea dei eoavdon- 
iiéaa. Aaboutdittanipa <, compté depuis ea dé> 
part, ']r suppose que 1«* niubile soit en M, et je 
désigne par x et y ses coortionnées CP et PU, par r 
•an rayon vaolcar CM , et par & m farca aeedldra- 
trica, dirigée de M veit G flt doBBd««a CMetten 
da ri laa équations du monTament tarant 

at li la força K était diri|{da anîTanl la pndon* 
gemant de CB, il sufllrait do changar le* «ignas da 
leurs seconds membres. 
0n en déduit Immédiatement tel dcoi iatdgrnlea 



dans Irsquellea t at a iont lea ooMtanles arbH 
Uaires; et ai Ton appelle I ranglaVCa^ da iorla 
qn^on ait 

X = r cos I, y =s rsio l| 
eat intégrales détiendront 

raiissedi, ^ 



(2) 



d*où Tao déduira des «aleun da «Il et dl , de la 
forme 

ill — jrJ>\ =: Frrfr, 

qu'ail ne s*ugtr.4 plus que d'intégrer eiactoment 
ou par appro&intotiao. 
En dllninant entra les équatians (S) on a 

1 . » 



pour réqnalion différentielle da la trajaetoire^ Si 
l*«a appelle • la «itaise du mobile an point 1, 



V* — 2fV.dr ; (4) 

«t en représentant par t l'angle que so direction 
fait avaeXC, saseompoiantea aaroot 

dlr dl 
voos#s — — t •«nlssr—, 
dt dt 



ioinnt MC ai suivant SU parpandieulaira à cm 

rajon vecteur. 

Les deux constantes 6 et c, et celles qui seront 
introduites par Tintégnition des valeurs de dt et dl, 
sa dëtannineront d^apria la poeition et la vitaaia 
initiales du mobile. Pour cela, je représenirrn? par 
y la distance initiale CD, par • l'angle CDA qui 
pourra être aigu on obtus, et par h ia hauteur dina 
à la TÎtCNa isitialoi da sorte qnê oetta 'Vtteiae 

soit f/tpb, an appelant g la gravité. Si Ton sup- 

pri<,e qufî rinléf;rnlr/R cfr, qni entre dans les for- 
mules précédentes, soit nulle quand r=::^| on aura 
d*aboid 

6 = 25*, 

d'après la valeur de v* . En vertu de Téquation 
r* dis «41^ la valeur de a eia # eat la mèma chose 
a 

que — } par conséquent, noua auront 
r 

a ^ y 1^2^ *• 

Quant aux dcnx nntrrs ronslnnlcs arbitraires, on 
les déterraiocra de manière qu'on ait 1 = 0 et 
r = y quand f s 0, et le probléno sera eonplile» 
m i!Ti i I l'solu. 

235. Lorsque la force R est proportionnelle à U 
distance r, les variables 4P et y sont séparées < 
Im équationi (t), et Ton n*a pas besoin do i 
aux coordonnées polaires et aux équations (2). 

Soient, en effet, k U valeur de R qui répond 
à r = et 

kr 

y 

ta valeur générale, lea équatioua (t) daviondtant 

kX' d*y hf 
dt» y'dt» ^ ' 

et leura intégralai complétât tenmt 



a s A eos 



3f = B co» 



t\/ ~ 4-A'tinlK — » 

y y 



A, .V,B,B', étant les qnatra constantes arbitraires. 
Pour les déterminer » ^ >» diaprés lea suppotitiont 
précédentes , 



0» Qj^ 

y = 0, — S — cos — = 



sin 
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I =0^4*00 11 f<svlte 



A ;= 



B = 



y 



= > / cos < L/"^^ — ~- 

r 



k -), 




CMfonniiles nous montrent que les rëvolationt 
4a iMbtle wtpw dn point C laroiit iaoohroMS , et 



leur durée coaiiDune égale 
4M8it 



Oo en 



> lin • cos I 




MUrésnlte. 



— y» + ^« sm • + y cos «}» = y» •ini «, 

pour l'équation (Je la trajectoire, qui est, commf on 
voit, une ellipse dont le centre est au point C 
Pour que eelto «lltiMe loU on oercle, il faut qu'on 
■jl « = go» et ky s k. Dans ce cas le luou- 
Tement est uniforme; etTi d'après le* veleiir* 
de » et y ^ ou a 



— =B — \/yh ùn t 




— , = 1/ >A eus t 




et foi donne l/yÂ ponr la vitesse e. La fivee oan- 



liale 1 et le forée eentrifoge — aont cewlentee et 

> 

toutes deux égales u k. 

Si la fotee & est répulsive en lieu d'être atliae- 
ttte, comme on Ta supposé, il faudra changer 
lea-~il dans Irs rornuil»-? précédentes. La Ira- 
jeetoire sera alors une hyper bolej et le laouTomeat 
id*«lveféToltttir. 
renens actuellement la force R en raison 
inverse dn «nbe dea diataneasi, et ripH«ciiteiis>ia 

r» » 

k étant toujours sa valeur au point il. 

Roee eunma, deae eette liypelUse, 



./«*=i,(i-^) 



I «anse que Ptoldgiole doit a'évanoiiir quand fsxy* 



Ea ayant égaxd au valeurs de i et et faisant 

t 

y r d» 



réquatïon (S) deriendia 
ds* ^ ky 



— le» a8«— . 

dt* ^ SfUtin* •/ iin« • ajrftatn* • 

Le coeflicient de 0* poumèlrepoaitif onadgalif; 
je fais dooe 

1 — 1 ^ : =s ± e» i 
^A tins • ^ ' 

d*o«afféi«lte 

— ± •» a» = col» • ± »• , 



et| par eonaéqtteot i 



nds 



iXcot» « n< ^ n* e> * 
Sans le cae des signée aapërienrt, on eara 



«I =s ofO ^ sin = — — ^ — arc ^ siu = ■ ■ \ 

V y cot» • + »» / ^ y coi* • + «» / 



18 
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•I, daat le OM il«t «ignM infériMici , 



ni = log "» + t/çqf «-.ii'+if s» ^ 
■ 4- eot • 

* 

m olMCTf mt qtt*on4 r =^ et s ss 1 «juand t s 0. 
Da U promiiéffe ralmir de »l, on tiie 

NS = coi • lin «A 4- » CM «1. 

Le «nwAnim de m on le «Mmim» de r répond à 
le valeur de 1, tirde do rdqnation d» = 0, on 

i 

tang n6 = <— cot 
n 

laquelle on «ne» 



237. Pour dernier e e e w plOi mpyoeone , coœroe 
dans la iialiire, In force R en raison invene du 
carré des dUlanccs i de sorte qu'on ail 

/m, = «,(,_I); 

A étant l'intensité de vrfAp fon-p au point DfPOWr 
lequel Tintc^ralc est suppuiiée nuilu. 

» iw fou 



_ 

j = — = l + _COte«. 

r n» 

Au ifVn de relie Taleurdet, le mobile s''éIoignera 
indtifiniaieHt du point C, el son rayon vecteur r 
lere inAni, poor la plu petite valeur de I tiré 
de Téquation s ^ 0, ou 

tang »• c= — ■ lang 

«alenr que t ne pewra atleindn qn*eprèe un tenpe 

y 

infiai. £a mettant k la pbce de r, la valeur de — 

s 

dans la première équation (2), on en déduira taos 
difficulté, t eu fonction de I. 

Dans le eus de la valeur loptitlimique de al, on 
aura, en paatant ans nonbrea el déaiguant par • U 
bife dea logaritliniaa népériens, 

•a ^ |/co|s «--ns 4- n« a* =(n + cet •) 

d*oû Ton lire 

^1 Ml — 

s=— =— (ii>^eoto)a «cet «Je i 



2n 



2» 



ce qui montre que r diminuera iadéliniment, en 
sorte que le mobile déerira une apinla autour du 
point C, el atteindra ce point après vu nombre 

infini de révolutions. 

Si Ton fait « = &U°, pour simpliûer, on anra 

2y 



, pour réquatian de cette spirale. Lt pcemiére équa- 
tion (•) deneot 

U +• ) 

et, en iatégroat, ou u 

, /il — \ 

«1 1/ ajÀ = ' 



n» —Ml 



r 



f équation de la tr^eotoice deviendra 



d*onroBtiw 



dl = 



En intégrant et désignent per • la eonslante arbi- 
traire, on anra doue 



ce qui donne 



i 



Ay» r = c» — rj/*» y* — c» C cos ( • — »), (a) 

en mettant « 4" * ^ U place de « ^ nfîn que • soit 
la valeur de I qui répond à la plus petite valeor 
der, c'est-à-dire, ou point de la trajectoire on 

le mobile ?'st le plus rapproché de C, 

Pour en déduire Téqualton de cette courbe en 
coordonnées rectangnlaires, je fais 



s' ~ r ros ( h 



), y» = r sin ( • — • ); 



«'et y seront les coordonnées du mobile rappor- 
tées * dcs aiesC** et cy, Uls que Pon ait 



as on «uni 



et en élevant au carré les deux membres doTi 
tion (a) de la tr^ectoire, elle deviendra 



ftt y's j^ie* «'i sset ~.9e* *'|/*' — 
Or, aona eett» isnnn^ on voit qu*olla appartsenl i 



une section conique, qui scri nno ellipse, une 
parabole ou une hyperbole, selon que la constante 
C sera positive, nulle ou négative. Ou voit anssi 
que, dans tous les cas , le point C sera un foyer de 
cette courbe; car, d'après l'équation (a), le nyoA 
vecteur r est une fonction linéaire de l'abcisse*'; 
ce qui n*a lien, dana las trMS sections coniques, 
que quand rorigino des ceordoanése est un de 
leurs foyers. 
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A ««iMe tfe6 s=r tyA^ on mon 

fl t*«nimit done qae le signe de C, et, par con- 
séquent, la nntiire de U section conique qui sera 
«lérrite par }e mobile, ne Hrppndrn qnr rir sn dis- 
tance et de sa vitesse initiales, et nullement do la 
direction à» cette ^esse ; en sorte qtM dHTfreas 
points matériels partant d'un tnêtne point D, arec 
de» TÎtesses égales, décriront tous dps section» 
coniques de mémo nature, quelles que soient leurs 
ilirartiom initialct. 91 Ton «, par «semple, k =: g, 
b courbe décrite tera nne ellipse, une parabole ou 
une hyperbole, selon que la hauteur due à la 
vitesse initiale sera moindre que CD, égale à cette 
distance, on pine gtende. 

238. Dans le cas de Tellipse, Téqnation (a) 
montre qtie la plus grande et la plus petite râleur 
de répondent à 1= « « et en les dési- 

pMntpar«(1-)- e)et a (1 — e),deMfftoqiie« 
f'olt îe drad-Rrand ne «t • reioentrîdté, ooenn 



{ *>• + l/â» >4 — c* C ) « ( I — •) =s e» , 
«m, ce qni «si la ménie choac, 

Ca ( 1 + • ) = 4- l/'k' yi — c« C, 
Cffl ( 1 — e ) = A^i — \Xk' ^ i — c» C. 

En ajoutant ces équatioiu ^ lea multipUaot 
bre à membre, il vient 

Ca =: ky* , Ca» { l — #») = «» , 

Si Ton y net pour C et e leors valeurs 

C^2{hy^gk)t • s ^ p^Zjfh tin i 
€m en déduit 



cm qol fait eemutlre le demi-grand ■ze d l*escen" 

triclté. On déterminera rnnt:1e « en faisant, i la 
fois, 6 = 0 et r = y dans l'équation (o). Ainsi, les 
dimensions de TeUtpse et la position de son grand 
nsc Mffont ccmpiétement déteraiinéei, diaprés la 
potîtion , la vitesse et la direction initiale du mo- 
bile. Quant i son mouvement sur cette courbe, il 
cft coono par les forniales (o), (e), du n»220. 

Le carré de le viteiM I m imfteni «inaleniqae 
ertf d*eprèt le fntmolc (4) du n» S84 , 

T 



en, ce 4|ui aC la mémeeheee; 



-(---)• 



(•) 



à cause de la valeur qu'on nenC de trame» pMr 

et en faisant ky* — /*, de sorte que f« ^oit \r\ 
comme dans la formule du n° 225, rintcnsité de la 
force cenlnU k rnoité de dû tance. 

230. Il ne sera pae Inutile de oenaidéier en par- 
ticulier le mouvement parabolique que l'on prend, 
par approximation, pour celui des comètes pendant 
la dorée de leur apparition. 

A cause que Ton n , dans ce cas , € s 0 Ctt 
iy — fjh, les équations fô^ ilontu'iit « — » et 
ce qui a effectivement lieu dans la parabole. 
La formolo (e) ae réduit à 

2ja 



en appelant u la viti s<>L' >Jans un cercle ducajon fj 
oo aurait, en vertu rie la mérac formule, 



r ' 



par ceoaéqnent, I diftanoe égê)» du eoleil, la 
vitetM d'une eeaiéte est à celle d*une plenète qui 

décrirait un cercle, commet/' ^ est à I. 
Eu général, les équations (6) donnent 

*>«(l--#)(l + e)««,fcj.si«»-, 

en élevant en cerrd les deux membre* de b der- 
nière, et les nmitipliant ensuite par ceni de ta 

première. Si donc on appelle p la plus courte dis* 
tance de ta comète au soleil, de sorte qu'on ait 

j»«a(l -e), 

et qu*!» fasse ky ss^lketes: t, oneure 

p = y sin> 

ce qui détermine la distanrn pf'Tih<?!ic, mnTçn 
de la distance et de la direction initiales du mobile, 
que Ton soppcse oonnnes. 

Je fais Cs 0 et 1^ = 9% dans Téiiuation («}, et 
j'y mets pour «• sa valeur de Syhy» sin* elle 
devient 

r = >in» • — r cos ( • — • }; 
d'oàiifésttito 

s 



1 4. ces (I ~ • } * 



pour réquetien de le tinjeeloire. Si l*on y lait 
i =0 etr=y, on en déduit 

y{t -{^ «t$ 0) = 9p, ce* >• « =r «in m\ 

ce qui détermine l'angle « que fait le rayou vouteur 
du périhélie eveo eelui qui ebonlit an point de dé> 
part du mobile. 
ie iubstitue les valeurs de e et de dans la pré* 
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TAAlliù D& llÊCArtiQlJL 



mière ë^MliM (t) 4m u> Uêf ^ fm, pMT 

y lin « 



Il +«••{•-•)]• 

«tfalMKl 

• -• = «4, ii»SA^. 




d'où Ton iiro, eo intégrant et déùgoant par t U 

9mt 



( t IsDg* 4 ) tang 4 4- • 



Pour ddteraÎMr œUo «Mwtmie» m «t «n 



<80, •«0, 4 = -i.»j 
«I k oanw de eot 1/S « = fin «, it en riialte 

i = ( 3 -|- f""^' * } cot 

En appelant f le tetupa écoulé depuis \c dëpnrt 
du mobile Jusqu'à son passage an périhélie, on 
•màlafoii 

f = l*, 4 = 0, 

«t, par conséquent, 

t' =. 




Cela étant, désignons par le r le temps compté 
à partir d« rinstent de ce panege, de sorte qa*on 
eU«=l'4.r,«wi««mi , 

(a + taog. i-C*— )lt«ns^(l-.) = p||; (a) 

en résolvant cette équation do troi&tvuie degré, on 
•uv» dooe teng l/^ (* "* *) fonction de r, et, 
par suite, r et • à un instaol quelconque : le temps 
r srra posîtiraprés le passif e an pdribdiiei et oéga* 
id avant ce passage. 
4 rauae de 

Sh — *>•=: A», l y sio m = j/j», 



la eeleat piM«nle de • «rt la nâm qM 



elle est donc , d'après l'éqaation o* •» = /* dn 
D» 228, la vitesse moyenne angulaire d^ane pla- 
nète dont le dani^gnad aie aaiait dgsl à f ; et 
61 l'on appelle » celle de la tamellMHK 
grand aie, de sorte qu'on ait 



poor la valeur de «s. 

240. Cette analyse montre qu'en consldcrntit 
la détermination du mooTement d'une comète, 
comme un problème de dynamique , et supposant , 
«■ e en a dq w nee, que aa poiitien, sadiieotîon et sa 
vitesse initiales soient connues, on peut déduire 
de CCS données , la distance p du sommet de la 
parabole ft son foyer, Pinstant du passage dn mo- 
bile par ce sommet ou la valeur de I', et la peai- 
tion de Vase dépendante de Tiin^le «; les équa- 
tions (c), (d), font ensuite connaître la vitesse 
de la eomèle et sa position sur sa trajeeteko à 
un instant quelconque; et eomme le plan de oetia 
courhi» *»st rrlui qui pnsse par le ct'ntrc dn soleil et 
par la direction de la vitesse initiale, il s'ensuit 
que le mowesient eat eooqiUlenent détenaioé. 
Mais le problème astronomique est différent. Lors- 
qu'on découvre une comète, les obserTatïons ne 
donnent pas immédiatement le plan de son orbite, 
ea dbtance an aoleit, le vitesae et aa direction, 
à l'instant où rlle uppuraît ; en sorte qu'en prenant 
sa position à cet instant, pour son point de départ, 
les constantes >, ft, «, ne iontpaa données comme 
daoa le problème précédent. La question consiste 
alors à détlnirc des observations, les valeurs de 
cinq quantités , savoir : l'inclinaison de l'orbite 
et la longitode de son nond oseendanl inr le plan 
de rt-c'lipti(|uc , ce qui déterminera lo plan de 

l'orbite; la loii^itU'îc fîn périhclif p( sii distance 
au soleil , d'où il résultera la position de l'orbite 
dans son plan; et, enGn, le temps correspondant 
au passage delà comète par son périhélie. Lorsque 
ces cinq inronnnps sont dt'lerminces, les écjuallons 
(*0i représentent, comme précudemmeiil, 
le monvemeot de la comète dent son plan. Or, 
chaque observation de la comète donne sou ascen> 
•ion drnitf' ft fh-clirtnisnii ; trois observntions 
fournissent duuc six données , et, par conséquent, 
sis équations qui sont plus que luffisantca ponr 
ddlenDÎncr les cinq inconnues ; et cela permet 
de remplacer deux de ces équations par leur com- 
binaison la plus propre it diminuer l'inQucnce des 
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erreurs des obscrTotions. Les faleurj approchées 
des cinq élémens qu'oo vient d'ënamérer étant 
ainsi cooclues de trois observations faites à Tépo- 
fÊ9 d« Tai^riiion , las olwsrf «tieat snbiéqiienlM 
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servent ensuite ?i corriger ces premiéfM valMin et 
à vérifier les formules {d) et {t). 

Nous ne pouvons qu'indiquer ici ce problème 
iTastroiiMnie, d«nt il esiita difféienlM folnliMs. 



GHAPITRË VU. 
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841. XMjMMtt BMfMfb é$t»MlÊê «êfpê ^mM» 

rtnt mutuêUêment , en raison difêtlt é$§ lOtlif, it 
McerM du carré de$ distmces. 

Cette grande loi de la nature, que Newton a dé- 
«onvitte, oft WM MUiéqtteMe ndoNHiie de Tob- 

serration et du calml On peut voir, en efTet, dans 
lEsponiicm du Système dm Mondé , comment, en 
■O partant de Texpérience, on est conduit, sans 
■na« liyp«diita «t par une niita de niieoiiiieiiiens 
ri-onrpus, nu principe de Vattraction unirenello. 
ics déveioppernens de ce principe sont l'objet spé- 
ciel de la Màtmiig^ «ibstê. Dam ce chapitre, 
mas omit bonemoe à en expoier luceincleiiieot 
ks principales conséquence!;. 

242. La force qui retient les planètes dans leurs 
•rtilae, ett U réeultentedePalInetioB eieniëe par 
toetlcs points matériels du soleil sur tous œoi de 
chaqne planète. \ii lu petitesse des dirîirn<;ions du 
■oleil et des planètes par rapport aux distances qui 
Ica tépeient, on conçoit que ce* ■ttnetiona pea» 
vent être vegerdées, avec une opproximation stifK- 
MBte, comm»» des forces parallèles el ctjQks dans 
toute retendue d'une même planète^ leur résultante 
M ilers égale & leur tmraie ,«11* dhtenee restant 
la même, la fore« motrice de cbeqm» planète est 
proportionnelle n\\ produit de sa maMe et de celle 
da soieilj ce qui devient encore plus exact, à 
de la forme I peu près spLérlque de ces 
deux corps, lorsqu'un prend pour leur dislsnoe 
celle de leurs centres ravité (n» 09). 

Supposons donc, pour exprimer numériquement 
^inimité de eette forée, «|tte Ton prenoe me 
eertainc dist.inre, par exemple, celle du soleil 
• la terre, pour unité lincairej clmitis'ions une 
■Sise et m intervalle de temps détermines pour 
«ûléa de ces denx sortes de ^nsntUds ; et pnoons 
I de fetoe, cemne daos le 118, 



le force aeedlératiioe ceaslante qoi predaH dans 

l'unité de temps nne vitesse égale à l'unité de 
longueur. Concevons maintenant deux corps dont 
les masses soient égales à celle qu'on a prise pour 
noité, et qui soleat ^eds k une distance Tun 
de l'unlre di^ale à l'unité lincnire; soit y la force 
attractive de Tun des deux corps sur l'autre, c'est- 
à-dire, le rapport numérique de son intensité k 
celle de le foroe chotsio pour unité ; soient aussi 
M et m In niasse du soleil et celle de la iilanètc : la 
foroe motrice de la pUnèle sera /Mm, à ruoité de 



m 



distance, et détiendra f ' , à la distance qnel- 



conque r. 

La grandeur de la quantité que nous désignons 
par f, dépend du pouvoir attractif dont la matière 
est douée j ce pouvoir est le même, à égalité de 
messe et de dtstauoe, pour tous les corps de ta 
nature; rien jusqu'à présent, ne fait souiKjonncr 
qu'il augmente ou diminue avec le temps i et nous 
avons lieu de penser qu'il a été et quUI restera 
constamment le même. 

M8. le force motrice de la messe M, due à Tet- 



trsction de m, est aussi représentée per' 



de 



manière que la réaction de cUatjue planète sur 
le soleil est ^te et contraire h Taction de cet 

astre sur la planète; iniiis lu lorce mottic c ^ , 

agissant sur les deux masses M et m, leur impri- 
mera il chaque instant des vitesses iniinimcnt pe- 
tite* qui sont réciproquement prepertiennellM k 
ces mêmes, ou . n n t rement dit, leurs forces aecélé- 
fm f)k 

ratrlces sont — «t — . Il en résulte que si ces deux 
r» r* 
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eorpf •ont almMloviié», mn» avenaa viteiM ini- 
tiale, à leur altr;iction mnliirllp, ils s'nTnnTrnnt 
Tua vers l'autre ca parcourant, dans le même 
temps, d«t espèces qui seront en raison ioverse 
dn leufs masses; ils se joindront au centre de 
p;rL<vitt' de M et m, 'i"t pirin^-p Imr iîl:ït,ince primi- 
tive en deut parties réciproquement proportion- 
nelle* ani masses. 

Bn général, si ta planète est projetée dans Tes- 
pace suivant une direction quelconque, et qu'on 
pmposR de déterminer son mouvement apparent 
•tttônr dtt centra dn soleil , regardé oonnne un 
point fixe, il faudra conceToir qne Ton imprime 
à cVinque instant à cet astre, une vitesse infini- 
ment |»etite, égale et contraire à celle qu'il reçoit 
dn rotIractioD de la planète; mais, afin de ne 
point uUcrcr le monvement relatif de ces deux 

rorps, il f;iiuîrn, en nv"'mp temps, imprimer fi-Me 
vitesse » la pbnètej ce qui revient à lui appliquer 
une forée aceélératrîce égale et contraire 4 celle 
da soleil; donc, dans le mouvement dont il e«t 

question, lu force arr^îléïntrirp rfc la planète m 
sera constamment dirigée vers le soleil M, et éf;ale 

fn fm 

à la somme d«s dent forces — et — ; si dom on 

r» r» 

#» 

vent reiprimar par — comme dans le n« 226, il 
r« 

faudra prendre 

Ainsi, Ton devra substituer cette valeur dans 

les fliJT(Tentes ëqnations dn mouvement elliptique 
qu'on a donné précédemment; par conséquent, 
Téquation 

"t! 

du u" cité, donnera 

T r t tut Iniiiiinrs le temps de la révolution de la 
plauèle, et o le dcmi-grand axe de son orbite. 
Ts 

Le rapport — qui dépend , comme on voit, do la 
«» 

quantité m, différera donc, pour deux planètes dont 
1«* masses sont inégales; en sorte qu'on ne peut 

ps supposer qu'il soit rigoureusement le même 
pour toutes les planètes. Cependant les observa- 
lions qui condutseot k la trebi^nalni de Kepler, 
proiivi nt (pie ce rapport tA sinon «lactement, du 

moins à très peu près ••nnstant ; il en faut donc 
roncture que les masses des planètes sont très 
petites par rafiport k celle dn soleil; ce qui fait 
T> 

que le rappoit — du CHrrê du temps au cube de 
n> 

la distance moyenne voiie Iris peu en pateant 



d*unn planète à onè anlin. La ntatse da lopilar, la 

plus considérable de toutes, est rfTr tiTPnient 
moindre qu'un millième de la masse du soleil. 

244. C'est pour celte raison que i'atIraeCkw HMS» 
tuella des planètes ne produit que des ptrtm^ 
hâtions , on tr's Irntr»; . on très peu considérablet , 
dans le mouvement elliptique dû à rattractioo du 
soIeiL Bn effet, les masses de dans planète» étant 
m et m^, la feme motrice dirigée de l*««e v«f« 

Tautre, est exprimée ^m^^^, \ la distance f; 

la force accélératrice de m provenant de l'attrac- 

tion dn m,f sera donc — ; et nomme la diatame f 

f 

ne devient jamais très peUte par rapport h la dia» 
tance r de m au soleil, il s'ensuit que si m, est mm 

tri's petite frnction de M, le monvenîpnf fift m 
produit par l'attraction solaire devra être fort peu 
modifié par Tattraction de m,. 

Les perturbations planétaires peuvent dono êlte 
déterminées par la méthode de la voriation des 
constantes arbitraires, que nous avons expliquée 
précédemment (n° 229). Bllea sont de deux espèces. 
Les unes consistent en des iniqaUtéa féritUfiÊm 
généralement frA«; petites, dntit !rs périodes com- 
prennent des multiples peu considérables, en gêné* 
nl| des révointien* de b planète tronblte et de b 
planète perlurlmlriee. Cependant lorsque lewf 
moyens mouvemens approchent d'être commeosu- 
rables, ces périodes peuvent devenir beaucoup 
plus longues, et les inégalités beancoop plus sansi> 
bles. Ainsi, les moynrn monvemens de Saturne al 
(le Jupiter étant à peu près entre eut •■nmme 
2 et ô, Laplace a trouvé qu'il résulte de 1 aiirae- 
tlon mutuelle de ces deux planèles , nne inégalilé 
dont In période est de 930 ans, et dont le maxs'iman 
e<;t d'environ 48' dons la longitude de Saturne, 
et d'à peu près 20' dans ccUcde Jupiter. 

Les antres perturbations des pbnètes sont ; l* les 
mouvemens progressifs du périhélie et des nœuds 
de leurs orbites, dans lesquels ces points parcou- 
rent la circonférence entière , en des temps extrê- 
mement longs qui peuvent surpesser va milUer 
de siècles; 2o les variations séculaires qui affeo 
tent les excentricités et les inclinaisons de ces 
orbites, ainsi que les longitudes moyennes des 
planètes, dent les périodes sont semblables tw 
préct'dentes . et dnnl les amplitudes, peu OOMÏ* 
dérables , ne sont pas encore bieti connues. 

Muis tandis que ces divers élémens du mou- 
vement elliptique varient limoltanéœent en vertu 
de l'attraction planétaire, i! est très remarquable 
que celte force n'altère aucunement lea grands 
axes deo orbites et les mofens monvemens des 
pbnètes qui seront les mêmes à toutes les épo- 
ques, ainsi que les temps des révolnlions , liés 
aux grands uses par réquntio)» (1). Toutefois, les 
varbtiens sécnlaites des longitudes rnuyennei en 
pieduMcnt de sembbbbadans ba intervallee entra 
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Nioiin cauMécHtif» i mi mèflM pobt fite; 

fllcâ sont iitseiisiblt& dans le riioiivcmcnt des pln- 
oéte«, naif non pas dans celui des satellites, et 
parti f lié fc nient dmts I0 meUTMient de i« lune, 
qat s*acoâétC| pour wtte niaoB, da liéBla «■ 
•iécle. 

La Corée tccélcratrice qui provient de Tattrac- 



plattéto «I, , sur ttna aaba planète m, 



étant indépaddtnte de J* «MIM m et proportion- 
nelle à la masse «j, on conçoit que les pertur- 
batieos dues à cette force et observées dans le 
— wenat 4e «> aatoor du soleil, peuveoi terrir 
i déterminer le rappeii de la mosse et,, à celle 
de cet astre. Âlnsi, par exemple, d'après ta grande 
iaégalité de Saturne, produite par ractioo de Jupi- 
ter, oo a trewé la anatta daceUa dernière planète 
e^ale ù 1/1070 de celle du soleil. Irions indiquerons 
tout à l'heure un antre moyen de calculer la niasse 
do planètes, quand elles sont accompagnées d'un 



Les comètes, ù r^-sT^r h petitesse df* leur? 
, ne prodoisent aucun effet appréciable sur 
lo |danétesï nmia leuis 
par les aUraetiuns planétaires, et l'on 
ruis-iî par la luélliode du n" 229, leurs pcrtur- 
b«iâoas qui influent coosidérablement »ur les ép»- 
I delà réapparition de chaque comète, o*est-è- 
i| Mir l'intervalle de teqips corapri* entra deux 
passages cousécutirs à son périhélie. 

245. Soient m' et n les masses d'un satellite 
cl de «a planète, et f' la diitMca da leurs centres ; 
la foroa motrioa dn fatelUte, dirigée vers le centre 

de la planèle, «ara anni asprinèe pat è 

cette distance r' } le coefficient J étant le uième 

tai 



auteur da h planète, la force accéléra triée dwiatel' 



Je reprèianterai par a* lu dcmi-grond exe de 

l'orbite du ^ah-llile. et par T' le trtnjjs flr- sn Tt-rn- 
lution ; en appliquant l équutiou (Ij k son mouve- 
aMKut, on aant 



et ai Ton divise ces dcax équations membre à 
kre, aBu d'éliminer le coefficient /*, il en 



- - - » + 
T » o» ~ ■ + * 

Or, si Ton excepte U lune, les masses des satel- 
litaa aani teèi petites par rapport i eellee de leun 
piaeètca ra i peeti Tes : la masse d'un satellite de 
ieyéler, par aumpla, n'eat paa un dii^milliéine de 



celle de cette planète ; an peot donc mettre m i le 

place de m -J- "Inns celte dernière équation, 
et comme a, a', T, T', sont des données de l'obser- 
vation, elle pourra servir à déterminer le rapport 
da M à M. Catt de cette noaniére qne Ilewtan 

n trouté pour in idis'^v âr .In[iitf«r, 1/1067 rlr- rrllc 
du soleil j ce qui dilière peu de la fraction I/1(»7U 
qu'on a obtenue depuis par un autre moyen. 

246. L^attraction mutuelle des satellites d'une 
même planètr , ipi ind elle en u plusieurs, et l'iné- 
galité d'actiun du soleil sur chaque satellite et sur 
sa planète, produÎMnt dent iea mouvenens ellip- 
tiques dec Mt^litetideaperturbatiemenalogues 
à celles que nous venons d'indiquer pour It s pla- 
nètes. Les perturbations provenant de l'action ré- 
ciproque dea «ateUites, font connaître les rapporta 
de leurs masses à celle de la planète , dont Tat- 
traction produit leur mouvement elliptique. Mais 
ce mojcn manquant pour la lune, un y supplée 
par d^autret considératiani, pinni lesquaUea je 
vais indiquer fution da ea satelUte sur les aaua 
de la mer. 

Soient C (fig. ôO) le centre de la terre, A celui 
de U Inna, H un point quelconque du ipliéroUe 
terrestre ; faisons 

CA = «1 AM = f, Ql = r, 

et appelons x Tangle àCM;nous aurons 

f» ^ «» — 2»r cos A -J- fï • 

et si nous obaissons du point M la perpendiculaire 
Mb sur lu (Imite AC, nous aurons aussi 

MB s= r sin x , AU = « r cos A. 

Au point M, la force accélératrice provenant de 
rattraction de la luue et dirigée suivant lUk, aura 

poor râleur —, en désignant par ai' la masse du 

satellite, et par / le même coefficient que pré- 
cédemment. Lea composantes de cette force siii- 
vant la perpeudieulaîm MB et la parallèle MD à 
la droite AC, seront dnne 

fm'r sin a fm' « fut'r i li> a 



Je substitue la valeur de f dans ces quantité» ^ 
et la plus gronda valeur de p, c*est4i«dire, la 

rayon du globe terrestre, étant, n peu près, un 
•oikantièuie de », je néglige le carré de r; en fai- 
sant alors 

fn/t sin k ajm'r eus * ^ 

5 •» 7* — 

les deux eompeaittte» de l'attraction lunaire seront 
a et — 4" T'""* 1** points de la terre sent donc 
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«ollieittfs parallèlcinenU CA pftnme fofce eonilaitto 

ci égale à —, «t)«n outre, par des forces 9 et *' 

dont la résult mil- varie en grandeur et en direc- 
tion d'ntt point 31 à un antre, et est nulle au 
centre C. Or, ii est évident qu^en Tertu de la 
fmi 

força — } to ntttM entière de le (eire te portera 
«• 

vert le lune, d*on motivemeal ceeMwm à toutes 

ses parties, sans que les points de la partie fluide 
changent de position relative; c est doue aui forces 
f et ^' appliquée» nai différens pointe de te aitr , 
que teront dot le fime et le pradoilt par 

l'urtion de ïa lune. 

La masse du soleil étant M, et a sa distance à la 
tme, »i l'on déligne en outre, pur ft, 4* 4'» '^^ 
que détiennent x, f , f^, reUtÎTement à cel ostre, 
on non de mémo 

/■r tin ^ tfWt cet ja 

4=* — 5 — . ^ 5 — . 

pour les composantes de la force provenant de 
Taction du soleil, qui concourent au phénomène 
des marées. la let eomptrant «es forcei f et on 
voit que pour un point de ta mer, dont le rayon 
vertenr r fait le mëmeani^Ie x on ix avec lo rayon 
vecteur de ta lune ou du soleil, les actions de 
cet deox eilrei, qui preduitent let eteilktiont 
de la nier, sont entre elles comme leurs tnasscii, 
divisées par le cube du leurs distances au centre 
de la terre. Or, ou conçoit que, toutes choses 
d*eilleart égelct, le» giendems de eee oteiUetiont 
doivent être entre elles comme les forces corres- 
pondante'; ; si donc un désigne par «• le rapport de 
la marcc lunaire À la marée solaire, dans un même 
lieu de U terre et pour det potitïem tendileMea 
d«t deux ettrcti on eue 



•a' «m 




équation dent laquelle on prendre peur • et « let 
ditlaoces moyennes de le luae ou dn aoleil à b 
terre, et d'où Ton tire, 

m' •» H 

es e^ a» ' 

en appelant es U mette de te terre. 

D*eprès les lois différentes que suivent les ma- 
rées lunaire et solaire, on peut etîertlvement, dis- 
tinguer les unes des autres, et déicroiiner leur 
rapport en ebeque lien de û terre* Le moyenne 
d'un grand nombre d''observetîont, fîiitet dent le 
le port de Brest, donne * 

m = S,363S, 
pour le telcur de ce rapport. La dittenee • ett, 



1 très peu prit, 400 feit la dislance et le 
masse M, mmme on le verra tout a l'heure, nus<i à 
très peu près, 365000 foi» la masse m. Au uioy eu de 
ces Ttleurt, eu trouve , d*eprèt le formule pré- 
cédente, le metie de le lune éftle à 1/76 de oeile 
de la terrp. 

Indépendamment des oscillations de la partie 
fluide de le terre, let eetient du teleil et de le hme 
produisent encore, dans le mouvement du spbé» 
roïde terrestre autour de son centre de gravité, 
à raison de sa non-sphéricité, des perturbationt 
que non» feront oonoaltre kmqn'il tore q ne i ti on 
du mouvement de rotation d'un corps solide. 

247. On peut remarquer que la compotente des 
forces f et suivant le prolongettunt U dv 
reyon CI, ctt cet» — ptinJi; ea eorfa que m 
voleur ett 

(8 cos» X — eiu» a ) ——-r-. 
' îOei* 

C'est la diminution de la pesanteur ou poiat S, 
pruiiiulc par recUoa de le luoe. Or, en supposant 
que ■ eppectienne i le turiiiee de la terre, et dési- 
gnant par g lu gravité en ce point, on a nussi 
fm=i gr* , à très peu près j d'ailleurs, le ino«rmuia 
de S eo»> A— tin* K répond fc &^ , et ett égel k t. 
Le plot ciunde valeur de cette diminution de pe- 
2grt 

oanteur tore donc-Tf-; ; quantité à peu prêt ^ole 

à un buit-miUioniùme de g, en prenant 60 pour 

le rapport — . Ptonr que rïnfl,uenoe de reetion 
r 

lunaire tur le longueur du pendule à teeondee fâl 

appréciable, il faudrait donc pouvoir porter l'exac- 
titude jusqu'à 1b seconde décimale au delà des 
ceut - millièmes , où Ton s'arrête ordinairement 
dans le mesure de ta longueur. Cette intoeoee 
produirait, dans la mesure du temps, une inri^alitP 
r<^'^léc sur le mouvement de U lune, dont letiuur»- 
mum ne s'élèverait qu'à un denû>centième de te- 
eondo en un Jour. 

248. Abslruction faite de In fnrrr centrifuge due 
à la rotation de la terre, la pesanteur que niNU 
observons à sa surface ett le rétultente dee attne- 
tiont «ereéet per tout let points du sphéroïde sur 
chaque point matériel, laquelle résultante ne dé- 
pend que de la position et de la mas&e de ce point, 
et nullement de la nature dn corps auquel il appa^ 
Uent; e*ett, en effet, ce que Texpérieuce a pleine- 
ment confirmé, l'int- nsité de cette force doit di- 
minuer tt mesure qu un s'élève au-dessus de U 
turfece de le terre j et c*ett eutti ce qui rétolle 
det obtervetieut du pendule, fûtes à différentes 
hauteurs. De pins, la pesanteur terrestre, diminuée 
dans le rapport du carré du rayon de la terre 
an carré du rayon de Torbite lunaire, doit être 
la force accélératrice qui retient la lune dans sou 
orbite. Or, U dittanee dn teteUite étent, à peu 
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frH, 40 foi* le rayon de le terre, U s'ensuit que la 
lone, si ellen^avsit aucune vitesse, devrnii tomber 
vers la terre, de la même quantité eu uuc lutnutc 
qn*ttii cerpo «iMleonqno, dent le vide, eo une 

seconde » la surface de la terre. Cette (jnnntité 
n'est autre chose que le sinus verse de l'arc que 
la lune décrit sur ton orbite en une minute, ou, 
i trée peu près, !• cené de cet ère diviië per 
le diamètre de cette courbe ; et comnir- l;i rirmn- 
férence de l'orbite est 60 fois celle de U terre, 
en en conelat qne h qmintttë dont il s*ept est 

, . , , 60» 

égale à -lu oiillions de métr^, multiiiltcâ par ^ , 

eo dés ignant p'tr n le nouilire de minutes rfiie con- 
tient une révolution lunaire. U faut donc, d'après 
k Talenr de le grevîM y qa*oo • trouvée par l*ex 
pcrience du pendule , que ce produit soît à très 
peu près égal ii 4"',9i); on Ironve, effectivemeTit, 
4"* ,88 pour sa valeur, en observant que n=;iU;i4^. 
te différonee lereit encore moindre, en aTant(%iid 
à diverses circonstances dont nous avons feil eb» 
straction pour simplifier U démonstration. 

La pesanteur tsneetre eet done un eiff pertî> 
eaBer de Fettnetton universelle ; el , pour cette 
r3i<;nn. Ton appelle aussi cette force génërele la 
f«4tMUur ou la gravùatim nmivêrttttt, 

tdO. A canne que U tene s*éo«rlo peu de b 
fanm qphérique « ratliactïon qn*eile «zetee aor 

/« 

un point de sa surface est à peu près — , comme celle 

r» 

d'tine sphère, en désif^nant par m sa œnssc, par r 
son rayon, et par f le cocfiîcieat de l'attraction 
«■iverielle. Celte ndeur approchée doit être tout- 
è*blt exacte pour les points appai tenant à un cer- 
tain parallèU ; et, d'après la théorie de l'attraction 
des sphéroïdes peu différens d'une sphère, ce pa- 
ralUle eet celui dont le carré du ainua de la latî* 
tudc est 1/3. Sur ce parallèle, la pesanteur a pour 
mesure 9<o,7t)3âd (o» 1)^3}; mais, pour l'égaler 
à l'attraction terrestre, il faut prctilableraent l'aug- 
menter de la compoauilOTcrtieale de k force cea« 
trifa^e, lai^mUe compoaiiite ett égale, aou» ce pa- 

2 

nlléle à k 'nction -^-^ de k gravité 178). 
Oaac, «n faisant 

9 = ( fl.»,78386 ) ^ 1 4- -1. j = 9.»,81«46. 

on ponrra regarder cette valeur de la "gravité, nimi 
mo^lifiée, comme égale ù l'attraction de la terre, et 
pOfcr réipiation 

fm 

S = — 
r« 

Eo lu muliii^luitt membre à membre par l'équa- 



tion (I) du no 243, appliquée au mouvemcnl de la 
terre autour du aoleU, on «i conclut 

m gT* r* 

n m a' , 

formule qui vn servir ù déterminer le ra^KkTt de le 
masse de la terre ù cel^e du soleil. 

Si Ton conçoit un triangle rectangle qui eit pour 
base le rayon de la terre, et pour liauteur sa dis- 
tance au soleil, le petit angle opposé à la base 
est la parailasê du soleil, que l'on détermine di- 
rectement par dca obaerratioos aatrooondijuee, «t 
que Ton peut aussi déduire d'une rertoino inéç:artté 
produite dans le mouvement de la lune par l'ac- 
tion dn aoleil , i|ue Ton appetk riaégalité pani- 
iacMfmt. La gnudenr de k panikie varie avec 
le rayon de la terre et son éloigncment du soleil 
auxquels elle répond j pour la distance moyenoe a 
et pour k rayoïi r qui abont it au poiallèk dont 
le sinus do k ktitudo eat l/^ lfif aa valeur «st 
On a, par conséquent, 

r 

— = tang 8",60, a = [ 83984 ; r. 
a 

Sou» ce mime païallék , et en prenant 1/MO pour 
l'apktiaMmentde k tcvro, on « 

pour son rayon. Le temps de sa révolution autour 
du *oleil| esprimé en aeoondes, est 

T (86400) (305,266374). 

Au moyen de ces valeurs et de celle de g, qui sup- 
po!;e aussi qu'on a pris k scGonde pour uoîté do 
temps, on trouve 

V 

m = . 

3r>4ô9a 

250. Le soleil est une sphère d'un rayon égal 
à ItO fok celui de k terre; on coanatt donc le 
rap[iort des Tohunes de ces deux corps et celui 

de leurs masses , d'on l'on foiiclut inimci!i.itcnient 
le rapport de leurs ilcnsités moyennes : celle du 
soleil est, ù psu près, le quart de k densité de 
la tcn r 

A la surface de cet astre, l'attraction est expri- 
mée par 




eu appelant R son rayon. A cause do 

jm 

R = ilOr, y = — , 
cette quantité est k même chose que 

(ii«);*io ' 
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H 

— La dvi4» d« b roUUon 4« loteU mtoar de «m 
m 

•M ëCanldv 2&',5, la forM ctatrifoge h wm ëqua- 
Mur o*Mi que le tiiiémo de OCtte force k l'équa- 
teur de U terre. En négligeant dnnr lu diminution 
qu^cUe produit dans ia pesanteur à la surface du 
•«kil, oo «oit qoe le poids d'ua corps à cette eor- 
feee est 89 fois et demie K- poidedu eiAnie eeirps k 
la surface de la terre, et quf les corp» y parcourent 
à peu près 146 métrés dans la première seconde de 
leur chiite. 

En appliquant successl\ement Téquation (1) du 
n» SÎ43 à la terre et à un»r uiitro planète, et sup- 
posant que les quantités ia, T, relatives à la 
terre , der ieoiieiit eii , oi , Ti , pei reppori k 
le plenéle, <m eo eomlure 

îl' + ^* 

par rëlimination de /l Ceaneisient U f elew de a 

psr robservation de U parallaxe solaire, oo autre» 

tnrnt, ainsi que Ih masse m tic la terre et la durée T 
de l'année sjdérale| ceite équation servira à dcler- 
mlaer ta veleor dndemi-^raud ase a, d'une planète 
quelconque, lorsque sa masse mi et le temps Ti de 
sa révolution seront donnés. Le procédé du n» 846 
pour détermioer cette masse, suppose seulement 
qo'oa eomeisse wm wlenr approchée du deoii- 
grand axe. 

S6l. L'uttrartioQ exercée à la sarfoco de la tcrro 
par une masse considérable, telle qu'une haute 
nseiilagDe,fen défier les corps pesens de le direc- 
tion TertÎMle, et te prolongement du fit à p/on^ 
n'ira plus rencontrer le ciel an zénith. II s'en 
écartera en sens contraire des deux cùlés opposé.s 
de le mootefM ; en sorte que si tout est sem- 
blable de part et d*uutr(f, pour lu foriiie de lu niou- 
tagoe et pour l'étoigneraent du ht à plomb, la 
distance angulaire des deux étoiles par lesquelles 
9om pvolenfeaent in pesser, eei» de«bl« de se 



déviation. Cet cfTet a été observé, par les asiro- 
nomes, au Pérou et en Ecosse; mais., k cause que 
les masses des plus hautes montagnes sont encorn 
très petites, ott égard & le nasse de le terre, les 

déviations dont il s'a;.;it sont aussi tr^'s peu civn- 
sidérablcs, et ne s'élèvent qu'à de petits nombres 
àm Boeondes* Voici m exemple du calcul de la 
défiation dn fil k ploesb, doe k rettreetion d'âne 
masse donnée. 

Soit A (fig. 67) le centre d'une sphère homogène, 
suspendae k l*extréniité 3*an fil inextensibte et in- 
flexiblo, dont Pautre boot est attaché eu peint 
fixe C , soit aussi 0 le centre fîxr (î'iinf» antre 
sphère homogène qui agit sur la première. Le fil 
Ck s^éoartera de le irerticele CB sens sortir dn pion 
passant par cette droite et la ligne CO ; et , dans se 
position fl equilibre, il fauJrn qMf> la résultante 
du poids de la première sphère et de l'attraction 
de la eeeonde Tienne passer par le point fixe C. 
Or, ces deux forces seront appliquées au point A, 
Tune suivant la verticale AT), l'autre suivant la 
droite AO) et elles tendront à faire tourner le 
fil CA en sens opposés entonr dn point C Pear que 
leur résnitanta ptsiepar le point 0, il faudra donc 
que leurs momens, par rapport à ce même point , 
soient égaux ( n" 46 ) ; par conséquent , si i on 
appelle P et Q le poids de la première sphère et 
l'attraction totale de ta seconde , et que Ton dé> 
si(jne por p et j les p'-rpendiculaires CE et CF, 
abaissées du point L sur les proinngemens de DA 
etdeOA,anenm 

Pp = Qg, 

pour l'équalion H équilibrc qui devra sentira dé- 
terminer la duYiutioa laconuue BCA. 
rappelle m cet engle, <y Tengle donné BCO, e 

et ù les distances aussi données CA et COy et y la 

distjuace ioconoue AOj nous aurons 

ys = as ^ fê ^ Seeeos [y — w), 

et, en outre, 



•tnOOAss 



O 610(7" 

V 



oc 



,p=n 



sin », 



Appelons aussi ai le masse do la terre mii celle 
de la sphère nBobilOf wf celle de la sphère etti- 
rante. Bn désignant toi^oars por /le eocffieientde 

rattracllon universflle , et représentant par f le 
ra|on de la terre, les forces motrices P et Q auront 
ponr valeurs 



mm* 



et si r est U 
celle de le 
aura ensst 



densité neyemié de le terre , f ' 
attirante, et son rayon , on 




Au tuuye» de ces difréreutes valeurs, réqoetioa 
Vp z=i Qq se chaulera en celle*ci : 

fTjfï sin * = f'r'i c sin {y — sr) , 

ou il ne restera plus qu'à mettre la velenr de 
y pour en déduire ensuite celle de 4r. 

Je supposerai, ce qui a lieu généreleuMut, ta 
longueur C.\ du fil u plomb très petite paxrappiwt 
à la distance ("(I Kn négligeant a par rapprit n c 
dans les valeurs Uey, ou aura simplement y = c; 
d'où il résnltera 



Si 



M ;y - g) 
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La dentiK f ' et le rayon r' de la iphère attirante 

restunl les mémei, h rnlf nr df t que l'on tirera de 
celte équation »era ci auunt (ilus grande qne la 
dieteiMe ««m phn petite, «t qiw Pcnglc y appro- 
rScra d iTonlagc d'étrc un angle droit} et comme c 
ne peut pa» être moindre que le rayon r', il s'ensuit 
^*<m «ara te masùnttm de déviation du fil à plomb 
qae p«iiM produire rttlnction i'tmo «phère don- 
née, en prrn int c = r' ety=M>jM fyirédait 
l'é(|ii»tiou précédente à 



Si ToQ sappose, par exemple, p' = p, et qu'on de- 
■nnde qael doit être le rayon r' pour qne la dévia- 
tion s s'élève à une seconde, on aura r'=r tang 1"^ 
«i, à emaê qne la enoonMnnoe S*r de 1« terre 
est de 40 millions de mètres, il en résultera H 
=90",8M..., Ainsi, une sphère boraogène d'envi- 
roD U mètre» de rayon , et d*nne densité é;;:ilc ù 
lo densité moyenne de la terre, ne produit qu'une 
dériation d*0tte «"''^îidr- nn plus dans la dirertiuii 
da ûlk plombf et pour qu'elle la produisCi il faut 
<|o*elle teoehe Testrémité inférieure de ee fil , et 
qne «on eentre soit situé dani le plan heriaontal 
passant par cette extrémité. 

S'SS. Cette moyenne deruité de la terre, oonolue 
de la déviatioa dti fili plomb que prodnit Vattrac- 
tion des montagnes, a étddvaluéeà quatre ou cinij 
foisladensité de l'eau. Cavendisb l'a trouvée éi: ilu 
à cinq fois et demie celle densité , en la déduisant 
de Tattraetion eicreée par deux globea de plomb de 
huit pouces anglais de diamètre , qu'il a su rendre 
sensible par le moyen de la halanct de teraion. 
Sans entrer ici dans tous les détails de cette belle 
apérienee, dea dhreraea prdeantîotta q«i*elle «xîge, 
et des calculs qu'il faut faire pour eu déduire 
an résultat exact, je vais seuleiuent indiquer les 
points priocipauk de ces calculs (*). 

Ea lialance de torsion est riostniment le plus 
exaet que nous ayons pour scrrir ù la mesure des 
forces très petites. Coulomb , à qui l'invention 
m eat due , l'a «nttont employée i metnrer lea 
forces d'attraction et de répulsion des corps élec- 
trisés; et, pour cette raiscn . ' Hf »•^t ^n-si connue, 
en Physique , sous le nom de la baitmc* ilêetriquê. 
Elle eontiste principalement en va fil métallique 
très délié, vertical, attaché & un point fixe, et k 
l'exlrt'mité duquel est suspendu un levier liori- 
xoutai. Supposons ce levier formé d'une tige très 
mince ACA' (fig. 68), partagée en dens parties 
égales à son point d'attache C, et terminée par 
deux sphères d'un petit diamètre, dont les centres 
sont A et A'. I)u point C comme centre , et d'un 
rayon éjjal li CA, déernone le cerele horiaental 
BAB'A', dont uoos diviserons la circonférence en 
un grand nombre de parties é|^ales. Lotsqne le 

• Oo bou*« intê U 1> calucr àm Jtunmt 4» l'Éettt Pt4yl*elh 
ntpm — o aéa cti sB «saan 4a «ini i i 4< Cswitéiib. 



levier toonieim antovr dn point C, set extrémités A 

et A' parcourront cette circonférence, et les points 
de division ansqnels ils répondront à disque in- 
stant feront cettnattre les arcs qu^ils anioiit dd- 
eritt. Tant que le fil de suspension qtii abeotil au 

point C n'est pas tordu, \p Ifrier reste en repos 
dans une certaine position. Je suppose qu'il ré- 
ponde aleva è la ligne WCV; si l'oa vimil k Pdeuta» 
de cette ligne, pour le mettre dons hm eiiln poit- 
tion quelconque ACA', le CI do suspension sera 
tordu sur lui-même , et cette torsion tendra à ra- 
mener ee levier vers la ligne BGB*. Pourleieteuir 
dans la direction AC.A', supposons que l'on appli> 
que à ses deux extrémités des forces ér;nlps et con- 
traires, dirigcui d^us le plan boritonlul, et perpen- 
diculaires k sa longueur, la ▼aleur commune de 
ces deux forces sera la mesure de la force de tor- 
sion qui leur fuit équilibre. Or, les expériences de 
Coulomb ont prouvé que le fil de suspension res- 
tant le même, cette force de torsion est proportioa» 

nelle l\ l'anal»' BC\ ; en prenant donc l'anfjle droit 
pour unité , appelant h la force de torsion qui 
répond h cet .ingle , et désignant par I l'angle BCA, 
cette force, dans In position ACA' du levier, sera 
cpahî ù h': t .ninsi, il itt; rette position, la torsion du 
fil de suspeusion éciuivaodra i deux forces égales 
à M, horisotttales , perpendîonlaires à ACA', appli.» 
quécs aux points A et A', et teudaitteiàiamcmrle 

If \ ier à la lit'iie de rrpos; lU'B'. 

Ce\d posé, approchons du levier deux spliér« 
homogènes d*nne même matière, d*un même dia- 
mètre, et symétriquement placées de part et d*etl* 
tre de la ligne BCB' Soient 0 et 0' leurs centres 
situés dans le plan honionlal qui contient le le- 
vier è égale distance de C, et sur une droite OGO' 
menée par ce point. L'attraction de ces deux corps 
va écarter le levier de la ligne BCB'j et , k canse 
que tout est semblable autour du centre C, la 
droite ACA' tournera auteur de ce peint, qui res- 
tera immobile. A mesure que le levier s'écarter.i 
de la ligne de repos, la force de torsion augmen- 
tera. Il existe une position dans laquelle celte 
force IsraitéquilOmà l'attineCiondes deux sphères; 

mais rnmmr Ir» le\ier atteint cette position avce 
une vitesse acquise, il la dépasse, et il oscille, 
de part et d*autre , à la manière d*un pendule 
horitonlal. L'observation fait connaître la durde 
d'une oscillation entière. Eu compnr.int la loU" 
eneiir de ce pendule h celle d'un pendule ordi- 
u^iTi: <[ui oscfiterait dans le même temps, on en 
conclut le rapport de la force d'attractîon de Cha- 
que sphère à ta pesanteur ; et par suite , on a 
le rspp<^t de la masse de cette sphère à celle de 
la terre. Vdqnatien qui sert è déterminer ee rap- 
ji irt rsi facile h former, ainsi qu'on va le voir. 

25 l es deux sphères mobiles dont les cenlres 
sont en A et A', étant sollicitées par les mêmes 
forées, et ayant le même menrenient autour du 
point fixe C, il suffira de considérer le mouvement 
du centre de l'one d'elles, dn point A, par nom* 
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TRAITÉ DE HÉCAniQCE. 



pie; M»ieiit donc comme deni le |ireblèpie pré- 
tiédent I 

Ci = a, CO = e, BCO = 

appelons m' le maue de la sphère eUirante dont le 
centre ett en 0, et / le eoelBeïeiit de retlnetion 

uniter'îrll'' ; au bout triin temps quelconque t, 
désignons par • l'angle ACB, et par • la distance 
AO, nous rarom 

s> = a* 4" li* — 8ac cos {y — • ) ; 

et le force eeeélértlrice proveoent de reUiection 

fnt' 

dirigée mivent AO «era . Je le déoompoie en 

deux autres forces , Tune dirigée suivant le pro- 
longement de CA, et Tautrc pcrpendicnlaife i CA. 

Cvtle dernièreoempeMoteicra ^le à — > «inCAO, 



c'etl-i*diie, sin (y — t), en j mettant 

pour tin CAO se faleur déduite du triangle COA. 

Si Ton rctronclic de cette composaiitf? taogcnte 
à la trajectoire, la force de torsion Al qui loi est 
direotement opposée , et »i |*oa dtterte que l^are 
BA décrit par le mobile est égal k ni, on aura 

• — = Ly...n (y 

pour Téquation do mouTcment (n» 162). 

L*«ttractioii de la messe m' étant une très petite 
force, l'angle â dont elle dcartf* le levier AC\' de sa 
ligue de repos sera très petit. £n appelant b la dis» 
tance BO, on le valeur de s qui répond à I 0, de 
sorte qo*on ait 

|a = A» ^ e> — > Sec ces > , 

et développant snivent les polisanccs de I, il vient 



^.e*) «osy~Sec~ecsin«y]4 
«s A) e* 



i donc, on fait, pour abréger , 



[ (a* + e* ) ces y— 2ac — oc sin* y]-^ e 4> A = ^ 



P ^1 



etqa^enoéiiligc les puiaaenees de • supérieures i 
le pvemiAret réquatioa dn mouvemeat deviendim 

d*t 

•5: = *^-**' 



d\itt l*on tire, en intégrant , 
• s: C -h A «os 



k et k' élaut les deus oonstautes arbitraires. 

D'après cette veTeor de t, le plus petit et le plus 
grand écart du levier ACA', à partir de le ligne 
BCB', seront C -f A r i C — k; vt, »\ l'on tire la 
ligue DCii\ telle que l'angle BCD soit égal k C, 
le levier fera, de part et d*autrede cette droite, des 
OSeiUetions égales et isochrones dont rampitlude 
sera le constante k : fin déterminera l'angle C par 
re&périence,eu mc&uraut le plus petit et le plus 
grand écart du levier « et prenant , pour cet engle, 
la demi-!<iiinitie de ces valeurs extrêmes He 4. La 
droite DCD' qui répond ù I = C est la ]>nstl'rr)n du 
levier dans laquelle il'4eRteureTait en équililiro, 
s'il j porreneit esns vitesse acquise, le durée de 
chaque oscillation entière du levier , de pert et 



d*etttre de celte ligne , sera le tei^M pendent le- 
quel Tangle ty^ — + ik' eugmentcre de 180** 
en le désignant par T, on eure donc 

et cette durée T sera aussi donnée par Tobser- 



si l'on appelle g la gravité, et I la 

longueur du pendule sim|de <iui fut ses oseilta- 
tions infiniment petites d^ns le temps T on » 
(note*). 



T 

on eure donc 



per conséquent, & cause de 



fvlc sin^ 
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nous «uroni, findcmcnl , 

m éùmi la ihmm de b terre et r ton rtjoo. 

Touta h» quantités ctmteoiiet dâiu cette for- 
mule sont ronn«f*s d.iiis rliaqtip p-xpéricnce ; clli; 
servira donc a calculer le rapport de la masse m à 
«elle de le terre; et ceaodfseDtf en entre, len 
volâmes de ces deux corpa et ta densité de m', 
on en rnn( tura la densité inrtyenne de In terre. 

254. On démontre, daus la JUècanique céiêst», 
qne ponr le «talnUté de l'équilibre de la mer , il «et 
nécessaire et il suffit que la densité moyenne de la 
terre surpasse celle de l'i-au. C'est parre qne cette 
condition est remplie, que les forces provcuant des 
aetiene liainllenéet dn soleil et de la Inné ne pfO" 
rluisent qui; de petilos osi illalimis : si elle ne 
l'était |>as, et que la terre, par exemple, en conser- 
tent an denaitd moyenne, fût recouverte par une 
mer de mercure, l'action des moindres forées étrao' 
gères au s|ili»'r ï lr terrestre, [irodnirait , rfans ce 
fluide, UQ mouvement progressif, de sorte que la 
mer, au lieu d^eteiller , porcmvralt la surface en- 
tière de la tene. 

On prouve aussi , par diver-ies consicli-rntions, 
que la deostlé des couches concentriques du sphé- 
roïde terrcttfe, doit eroUre en allant de la anrface 
au centre; d'Onu résulte que sa densité moyenne 
doit surpasser celte de la couche superficielle ; 
condition qui se trouve effectivement remplie; car 
si r«a eseepte les métaux, qui aont en petite qu«n-> 
lîié dans cette couche , les densités des autres 
matières dont elle est foniR^c, «ont toutes beau- 
coup moindres que cinq fois et demie U densité 
de l*can. Bais il importe d'observer qne cet ae* 
croisscment rte densité ne suppose pas l'existence 
de nittliéres entièrement différentes de celles que 
nmis voyons à Ja surface, et dont la densité propre 
lemit dcesaivement grande : on peut admettre 
que fiiutrs les coudics île l.i lirru sont formées 
d'une même matière, un peu compressible, ou 
d'un mélange de différentes matières, comme à 
sa eurfece; et dans cette hypothèse, qui psratt la 
plus naturelle, leur accroissement de densité se- 
rait du à la condensation produite, dans chaqtie 
couche , par la preraion des couches supérieures, 
qui Ta en augmentant de la sorfaoe au centre. 

Dans l'ii ti rtfiirdc la terre, la loi do Tattraction, 
dépend de lu lui inconnue des densités ; en dehors, 
elle Tarie sur le prolongement de chaque rayon , à 
peu près en raison inverae du carré de hi distance 
au cenirr ; et d'un rayon & uu autre, elle é| roiive 
en même temps une variation proportionnelle au 
carré du cosinus de l'angle que choque rayon fait 
avec l'aie de fi^jurc du sphéroïde terrestre. Il ré- 
sulte de cette dernière v;irijiti(ni <|ir.i ('i^alc dis- 
tanrc du centre de \d terre, In force appliquée 
an ccnire de la lune et provenant de Tattraction de 
ce sphéroïde, n*cit pas le m(me dans toutes les 



direeitona do rayon veetenr^ eu aorte qu'on |>eut 
considérer cette force eomme étant composée de 

âcux autres , l'une provenant de la partie sphé- 
riqne de la terre et qui est constante ou ne varie 
qu'à raison delà distance i son centre, l'antre due 
un renflement de la terre à l'éqnatenr et qui 
vï\rie avec la direction du r-iyon par rnpport à 
Taxe des pôles. Lapiace a déterminé la petite iné- 
galité en longitvde et en letitode, que cette se» 
ninde force produit dans le mouvement de b 
lune; on conçoit qne sn grandeur doit dé[)eiidre de 
l'aplatissement de la terre; et en la cumpurunt 
h celle qne l'observation a donnée, on en conclut 
un applatissemeiit l/.'ÎO", peu dilTcrcut de celui 
qui résulte de l'ensemble des mesures du pendule 
et des degrés du méridien. 

A la surface de la terre, la variation de la pesatt« 
tenr prnvennrit de eillc de l'attraction et de la 
force centrifuge, suit la même loi qu'à une dis- 
tance quelconque dn centre, é*est-lk-dire qn*elle 
est proportionnelle , comme nous l'avons déjà dit 
(n ' 17'^', .111 ( irrc du cosinus de la latitude. Mais 
pour véniicr cette loi par les mesures du pendule 
à secondes , il fant que les oscillations ne soient 
pes olMorréas prêt d'une montaf^nc; car, en même 
temps que lu composante liorijont t|p de snn attrac- 
tion écarte le pendule de la verticale, dans sa posi- 
tion d'équilibre , la composante verticale de cette 
firce dimintie la pesanteur, et, conséquemmcnt , 
I;» Ionpu'"iir du pendule simple. En eviLiiit celte 
cause d'uiiuiualic, on trouve encore qu'en certains 
lieux la longueur du pendule à aecondet t'éoarte 
de la loi de variation donnée par la théorie; ce 
qu'on doit attribuera ce qu'en ces lieux, la densiff* 
du terrniu, dans une étendue et une profondeur 
conaidérables, est pins grande on plus petite que la 
densité générale de la couche superfîc iellc , d'où 
i! rtsulte une ançnientatioii ou une diminution 
de la pesanteur totale, et, par conséquent, delà 
longoenr dn pendule simple , qni est proportion- 
nelle h son intensité. Le pendule est donc aussi un 
instrument de Géologie, qui annonce, par ses ano- 
malies, des variations d'une grande étendue dans la 
nature dnaol. 

Au ri'ste , il f.iut nli'.crver ipie ta loi du derrois» 
sentent de la pesanteur , proportionnel au carré du 
cosinus de la latitude, en allant dn pMe à l'équo^ 
teur, auppese qu'on fnend pour la rarface de la 

terrf ! • prn! n Mmcnt ihi niveau des mers; et 
comme les lieux des continens où se font ies 
observations s'élèveol à dea hanteura différentes 
an-dessus de oe niveau, il est néeesMire de réduire 
les I(m'.;ueurs observées, ii celles qui auraient lieti 
à ce niveau même sur chaque verticale. Cette ré- 
duction se fait ordinairement en augmentant la 
pesanteur et la longueur du pendule k secondes , 
dans le rnp|>nrl du c.irr«? de la distance du lieu 
de i'oLiiervatiuu au centre de la terre, au carré 
de cette même distance diminuée de la hantenr de 
re lieu eu-dessus du niveau des mers ; ce qui 
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MfiMit k négliger r«tli«ct{on de ta eoaelie de 
leffa cooiprise entre la surfice du cuntincat et le 

protnngeroent de la surface des mers. On tu Toir, 
dans le numéro fuivant , que cette correction est 
Irap gnnde de prit de aieilié. 

806. Soient AM'B ( fig. 59 ) la surfara d'un conti- 
nent , DAMBE le nivcnu fies mers et son prolon!;»v 
ment, et C le centre de )■ terres soient aussi H' le 
lieo de PetitcrTetien, et M le point où le Myen CÊf 
rencontre ce prolongement; M'B sera la liaiiteur 
du point H au-dessus de la surface des mers, que je 
représenterai par h, et qui eeia doonée par un 
nivelleiBeot on por des meenree boromélTiqaet. 
Si ^' i^tnit Irèi voisin tle la nier, In pcsantfir pour- 
rait eiïti un peu diminuée et sa direction un peu 
dérangée, à cause que la densité de Teeveet moiii- 
<lre que celle du tcmun; ntU je snppeecniqne 
cela n^ait pas lieu, et je <;tip|ioserai aussi qu'autour 
du ppint M' U surface du terrain soit horiaontale 
oa leniiblenient perpendîeBlairo bd rayon Qi', et 
que sa deuité soit anifonM. II a^agira de calculer 
l'attraction exercée au point M', par la couche 
AM'BX, élevée au-dessus du niveau des mers. Dans 



ceealeni, on ponm faite alwIndioBde lacovr- 
bure de cette ooache et de la Tariatioii de son 

épaisseur, ou, autremonl dit, on pourrn rouiiJénT 
Pépaisseur de cette couche comme coiisUnte et 
égale k kf dant toute TAendae ou son attrao» 
tion peut être sensible. Je représenterai par e le 
rayon ite cette étendue, et par f' la demùté de la 
couche. 

Cela peeé, Mit K on poînl queloBoque de ta oea- 

die attirante; désignons par x et y ses distance* 
à la sorfece du terrain et au rayon CM'j et décri- 
Tons deux lurfacei cyliodriqurs qni aient MM' pour 
aie eonaiBun, et dont lea rayent ioient y et y if. 

Le volump '"rTipris entre res deux surfaces aura 
Zmyify pour littse et de pour hautnir^ et si on 
le ddcompwe eu aimeaui heriiontam d^one^iaie- 

•eur infiniment petite, le volume de Tanoeanqni 
rt-poiidrj nu point K si'TA Swydtfds , rt sa masse 
Sa-f ydyda. L'attraction de cet anueau sur un point 
matériel situé en M' se réduira à une force dirigée 
suivant MH', qui sera é^alc ïi la somme des compo» 
santés vertir.iles ries attractions de ton? ses pointaj 
et comme, pour le point quelconque on a 



la force accélératrice provenant de rattractîion de 
ranneau entier» aura pour valenr 



eus Km X 



di'di 



J étant toujours le coefficient do rattractton uni- 
verselle. Par conséquent, pour avoir Tattraction de 
la eeudie que noua coatidérone, il fendra intégrer 
cette formule depuis s = 0 jusqu'à S sa: ft, et de» 
pub jf=0 jusqu'à ys:ef ce qni demie 



en désignant cette feree par fi. Mais, en général, 

répaisseur verticale de la couche attîrnnte est pe- 
tite, eu égard à son rayon horitontalj si donc 
en néglige à* par rapport à c* , on ann iioi» 
plement 

Soit \ ratlraction exercée au point M par laper- 
tie de la terre qui se termine au niveau des mers , 
et r le rayon CM ; cette attraction «u point M' de- 



(r + àja. 



In désignant la pesantent et U conipMmln verti- 
cale de la forrc centrifuge par g et y au point I, et 
par et y' au point M', on aura donc 



y» +*• 



je dételoppe le premier terme de y* tutTant Ine 

puissances de K, puis je retranche y' de et je 
néi'Wgc le carré de k et la petite différence ^' — y; 

il vient 

r 



A oanae de la petitesse du facteur — , on pont faim 

r 

jk=y' dans le preasier terne de cette fomnles 
dans la petite quantité A% on peut ( 



en désignant par f lo densité moyenne de la terre , 
et prenant ' ■ pour son volume j il en résultera 
aler» 




C'est donc par le (itctcur compris entre les puren* 
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tbèaes, et nou por le f«cteur t ^ —, commo on • 

eooliinie de le fiîrei (|u*mi 4evn multiplier 1* 
pesanteur qui a Wcn nur un •ontinent, h une 
bauleur h au-dessus du nivenu des mer», pour 
Il rtinire à ce nivnn» Oo peut , on général , é? 
laer / à h moitié do et prendre, en contéqiieneei 



1 — pour ce facteur. A. Par», rélévation k du 
4r 

point de TObserTatoire où se trouve le baromètre* 
e»t de 63 mètres; d'où il résulte que la gravite 
et la longueur du pendule à secondes y sont moin- 
dre* qn^an niveau dta mcn, dam le rapport do 
runitéà l,€0001«l. 
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260. Il n'y a pus de corps solide, dans l.i nature, 
qui ne loit pins ou moins comiireMiblet et qni 
lie change de forme lorsqiTil at soumis à des 
forr**? qui se font f!<fuilibrc. ->l.iis quand le corps 
solide (jue nous allons considérer aura pris la 
forme oonvemMe, on peurra r^erder le» point* 
d*ap|dication des forces qui le sollicitent comme 
un système de force invariable; et c'est à cet état 
que répondront les coordonnée de ces ditrérens 
peinte, qa*on supposera eonones, el qui entmoni 
dans les équations d'éqiiilitn f^. 

Soient M, M', W, etc., ce système de points ma- 
tériel*. Pour chaque point on aura sept quantité* à 
coo«idërer, tavoir, ses trois coordonnées, la force 

qui le <>oUicite, et les trois .iiicIls (jui eu {{(^trrttil- 
nrnL lià direction, .le dési^'nerai par P U force qui 
est appliquée au point H, et dont le direction s«a 
la droite HD ( fig. 60 ); par s, y, m, les trois coor- 
domiées OG, GlI, IIM, du point M, rap|iortér«; aux 
axes rectangulaires Ox, Oy^ 0»f et par a, C, y, les 
angles aigus ou obtus que fait la droite MD, avee 
des parallèles il CCS aies , meures |iar le point M. 
Relativement riu\ .^titres [minl'i M', }V\ etc., ji> 
représenterai les quantités anaioj^ucs pur les incnics 
lettres arec des neecns. 

Cela posé , avant de clierrlicr 1rs condition* 
d'équilibre fies forces données P, P', P", e»r., nous 
allons trunslormer ce système de iorces eu trois 
autm, dont Tun sera composé de force* perallèle* 
à Tase Qi, un autre de force* poralléle* k Taie 



Oj/ et dirigées dans le pian des x vl y, et le troi- 
sième de forces dirigées saitrant TaseOr. 

2.57. Décomposent dmennc des forces P, P*, 
P'', etc., sans chant,'er son point d'appliration, eti 
trois forces parallèles aux aies des y, x; P cos 
V cos P" oos etc., seront les forces panl- 
lèles à l'axe Ox ; P eus C, P' ros C, P" cos C\ etc. , 
fc; forées parallèles ii l'axe Oy ; P cos y, P' cos y', 
P ' cos y'\ etc. , les forces patalièles à l'axe Oi; et 
Ton pourra d^abord remplacer les forces données 
par CCS tniis i;iou[M'n de forces parallèles. 

Siins :ilt< rur le système do forces que l'on consi- 
dère, il ebt permis d'appliquer en un même point 
deux forces égales et contraires. J^appliqne donc 
nn point M (îeux forces poralléiesà l'axe Oa, égales 
et opposées, et que je représente par y et — y. 
Je compose la force g qui a!;it suirant HC, avec la 
force P <'i>s a., dirigée suivant MA parallèle à Ov; 
soient ME In direction de leur rL^snlLinle , et K le 
point où «un prolongeaient vient rencontrer le pian 
des m et y. Je transporte son point d'application 
en ce point K, puis je la décompose en dcnx forces 
parallèles aux nxf i de x et s ; ee qtii reproduit IcS 
forces P cos « et y; mais la force P cos « est main- 
tenant dirigée suivant la projection sur le plan 
des T et y, de se première direction , et la force y 
est iijipliqnéc, perpendiculairement à < n |i1.in,uii 
point K de cette projection , dont les coordonnées 
sont recile* i déterminer. 

En effet, U étant ta projection du point V sur te 
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fhn des 9 et «et eoordonitéei Mtoats tUf, 

et l'oTi aura y et X — KTI jinnr ffllf*? fin p iint K, 

puisque ces deux points appartiennent u une même 
parallèle 1 Tase def Or, en «onndtfnal le rec- 
tangle Knn, dont la diagonale KM est la dïtae- 

tion de la résultante des forrpg g rt P cos a, qui 
•gissenl suivant les côtes et kU , on • la pro- 



RH 1 El :: P cos « : gi 
d'où Ton tire 

sPcot « 



h cause de HH = m. Les coordonnées du point d'ap- 
plication K. do la force g g dans le plan des « et y, 

sont donc 



«P oof • 



En opérant dp la nn'me mnnière sur les forrps 
PcosCet — ^,la première sera transportée dans 
le pisn de* tf H f raÎTant la proje^oe de sa 
^emirrc direction, et les c:nnrdpnnéesdtt nouveau 
pniiit d'ap^ilicaiioo de la force — g, dans 00"*"" 
plan , seront 



ir H el#. 



On transpoHcin par le même moyen toutes 

forces P» cos V ces etc., P' ros C, 
V cos C", etc., dans le plnn d*»s r et y,- charune 
4e ces forces agira suivant la projection sur ce 
pl«Bf de ta diteetion primitive, qin pontait êkic 
»ti dcsiu» ou a»i-dpssous de ce même plan; et Ton 
aura de plus autant de couples de forces g' et 
~" s'* j'' et — j", etc. , qu'il y B do points 
Wi ete. Le» coordonnées des points d'appli- 
raltfîTt cîf ces dernières forcos , dans le plan dos 
*^^jl,te dédniront de celles qui répondent nus 
ferons et — enaocentnant les lettres 9,y, s, 
h C. 

VtH. Maintenant , par une semblable opération , 
faite sur les forces P cos P' cos P" cos •", etc. , 
PMtllAles k Teze des », et comprises dans le plun 
te « et y, on les transforaers en denk groupes de 
force», dont l'un se composera de forces porullr!( s 
i I ue Oy, et l'uutre de forces dirigées suivant 
»*iieO#. 

^insi, au point H (fig. 61), où agit la force 
P co» • siiirant la ilirectinn îfF, j ui)|)li(jiic dis 
forces parallèles à Oy et represciilecs par A et — A; 
je compose b forée *, dirigée suivant HB» avec 

forrcP cos je transporte le point d'appli- 
cation de leur résultante- point Q, où leprolon- 
S*Bent de sa direction KU vient rencontrer Taxe 
pois je la décompose snirent les directions 
'•«Angulaires Qsi «t ce qni reproduit en 



oe point Q les forées P ce* « et à. D'eilleurs , 
on aura 

6Q t GH F eos • : Jh; 
et, k cause de OG ss« et GH= y , on en coneinra 



«1*C08 « 

0, = ._L_. 



pour 1 abcisse du point Q. 
ta foroe P oos «, dont la dirMtion était HF, sera 

donc remplacée par une force P cos « , qnl agwu 
suivant l'axe Of, et dcnx fnrrp^ k c<t — pfrptjn- 
diculaires à cet oxe , et appliquées à des points 
Q et G dont les positions sont oonoues. Il en 
sera de même à Téjçard des autres forces P' 040 «'| 

V" ros a'-'. f>»rv. p!irri!lrtcs W\k rîfîi r, et compri- 
ses dans le pUu des j: et qui seront aussi rem- 
placées par des forces P' ces V* ces tl\ eie. , 
dirigées suivant la droite Or, et par des couples de 
forces A' et~A', à" et— A"^ etc., poraUèles à 
Taxe Oy. 

SW. Rons voyons dono que par ees deux opéra- 
tions successives, les forces données seront trans- 
formées, comme on l'avait dit , en trois :;rciupcs de 
forées, dirigées suivant l'axe ào x , perpendicu- 
laires à cet axe et comprises dans le plan des «r et y, 

et perpendiculnirts à ce plun. 

Oaos cette transformatiou, la force quelconque P 
00 trouvera remplacée par six outres forces, qui 



1" Les (rois forces P cos 7, , — </ , p:jrallcte» n 
Taxe des a, et dont les points d'application sur le 
plan des • et y ont ponr coordonnées rapportées 
aux OMS Os et Oy, savoir; oetui de la première, m 

et ^, celai de b denxiéme, » — - * et y . 



celui de la troisième, t et y 4- 



xP ros • 

'J 



20 Les deux forces P cos C — A et A, paralli^les « 

l'axe des y^ eoniprises dans le plan des x et y, et 

qu'on peut supposer appliquées k Taxe des»; la 

première k la distance x du point 0 , et la seconde 

, . ., yPcos» 
a la distance x — - — 7 

A 

3° La force P cos », dirigée suiv.int I'oîc des *, 
et dont on pourra transporter le point d*appli- 

citioii t n 0. 

;2f3U. u est facile actuellement de former les 
iM^iiatious d^équilibre de» forces données P, P'^ 
I'", 1 te., on des trois groupes de forées qu'on vient 
lie leur substituer. 

On doit d'abord remarquer quf cet t'ipiilibre m> 
peut exister , k moins qu'il u'uit lieu séparément 
dans chaain de ces trois groupes de forces. En 
effet, si le;. Unctf, par;i!!èlesà l'axe des z ne se dé- 
truisaient pas entre elles, et que crpendnnt l'équi- 
libre de toutes les forces doniu-cs fût possible, 
on pourrait, sans troublfr cet éqnililwe, rendre 

20 



I 



lêé 



TKAITÉ DE MÉCAJIIQCK. 



fixe un» droit« Irscëc dans le plan de» .r cl y; mais 
alor» les forces comprises dans ce plan seraient 
iMiniilw , toit ptree <|n*ellct ranoontreraient cet 
axe fiic, soit k cause qu'elln lui Mraient pmU 

lèles. On pourrait donc les siijiprimcT ; et, cela 
fait , Téquilibre serait ru4u^u , contre l'Iijpothése, 
paiMiM fÎM ii*«npédierait plus les fornsea perpea- 

diculaires au plan des x et y da iriw tourner Ifl 
corps solide autour de ïu\f f\xc ; par conséquent, 
l*éqaUibre est impossible uiit que ces dernières 
Ibron m MdAtniMat (Mt ■épn^nwt.Cab ^Dt, 
on Terra de môme que l'équilibre ne peut exister 
entre les forces comprises dans le plan des x H 
•MM^elw IpflMf parallèles à Taie des y ne se dé^ 
Misent entre ellM} ov sHI avaHUan, al qa« eatia 
condition ne fût pal remplie, on filerait un point 
del axe des m ^ i]ut détruirait tontes les forces din- 
géat avifant cette ilraito ; lian n'empêcherait plus 
laa farces perpendioakuci à calle dn»ita, de faire 
tourner le système autour de ce point ; en s<irle 
que réqutitbre m trouTcrait détroit par Tadditiou 
d'an point âia, oe «pi icnil alwenla. 



Cela poitf , aî le earpa lolide que nmis ooati- 

dérons est entièrement libre , il faudra d'abord 
(oo 67), pour 1 équilibre des forces puruUéks 
Poat>, V OOt y\ P" DOS y'\ etc, y el — g> el _ 

9 , u" at-./'^ twIanrMuiaio aeii nnUe; ca 

qui ( * 



P caa y 4. pr coa y' H- P" eoa y ' .f etc. = 0. 

Il faudra, en cotte, que les tomme» de leurs nu»- 
«nens par rapport au plan des « et a et k calai des 

y et s, qui sont pnrnl lAIrs à rps forces, soient aUMÎ 
nulles. Or, pnr fupport au premier plan, on a 

yP cos > + y**» coa >' + y«P" coi + etc., 
pour la somme des momcns des facoaaPcoa v* 
P' 00. y, P ' cos y, etc., «die daa maiMaa deJ 

forces y, 5', f, etc., est 

Sf -f +#"f*' + atc.i 

et la somme des momcns dca fafcet — #, — y*, 
—y, etc., a pour valeur * 



d après les coordonnées des pointa «l'appUcatien daoea divanes forçai. On a donc, en aioutaat cea 

trois sommes et réduisant, 

P(yeoa> — acoaff) +^(9^ co*>' > a'ooa«')+ele. =0; 

et l'on trouvera de mênie , en formant la «omme dca 
de» y et M, et réj;«lonl à léro , 



de» némaa força», par rappoH an plan 
P(«ooiy— 8cns«)^P' («'caa>'-.a'eoa«')4.ete.s=0. 



Quant aux forces P cos C — h, F cos C -- ; 
F 00» C— k", etc. , et A, W, h' \ etc. , parallèles ii 
Posa de» y, et toutaa comprisea dant le ph.11 

des «et y, i! tt'v -jura que deui équations d'équi- 
libre (n» 67)i il suilira que leur «omaia aoit égala à 
tdro, ce qui donna 

PcaaC+r coaC 4.Feoie"H-«l«*=0, 



et qne la somme de leurs momens, par rapport au 
plan des y et a, soit aussi éfiale & xéro. Or, par 
rupport à ce plan, la somme des momcns des pre- 
mière» força» eat 

« (P ooa e . A) ^ (P' eo, C ~ V). + el«. s 0 ; 

celln de» moman» dca faiees A, h', h", etc. , est en 
mima tenp». 



/ Py co» * \ , . , / , PV cos a\ 

* V — —) + ' {f' - -^f— ) + 

d'aprw Jenrs distance, à de» ,i pi« conséquent, en égalant U aonune telala à «éro.onann 
P(«eoae— ,co»«)-|.p'(,' cosC-y-cos ••) + etc. =0. 

Enfln, pour l'équilibre de» fercaa diiicéea aui- tu 

Tant r„;r des t, il suffis ,«eIaI»M2ï; I h . ^^'^uî" "éceasaire. et itOB- 

nulle; d ou il re.ûlte ^ l'dqttilih» d«»« carpe .elida anlièrc- 

9^ .ni t . *^ sollicité par da» forcea qoeloenques , 

P ce . 4- P' cos + P" cos + etc. = 0. | qu'il »'a(imit d'obtenir! 
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•81. la fi: 



poor «1 

l' cas m 4- P' cos • -f P" ca$ m." -f etc. = X, 
P cos C + I»' cos i' + y cos C" 4- fie. =s: T , 
P eos y -f F >• + P" cos y" + rte. a= S, 
?(soosC— y OM •) + ( CM ^ — j^oot*' ) + ete. 
F(scots— >dr eot >)•!• F ( s* cm «'««y) + etc. 
P(ycM>^s CM C)4. F ( y CM ^^«'«mCI } + «M* 



= 1-, 



CM 4q«cl9om tféq^iililiff* deviendront 



X = 0, Y = 0» Z = 0, L = 0, M = 0, R = 0. (l) 



O't ^tp-iit rcmarqiifr, qiif vf^ (jtiiintiti's I., ^, !V, 
airi»! que Y, X, •« déduisent let unes de» autres 
ptr la règle du II* 0. 

Ces six 4i|mtieiw MaferiMnl dM condîltMs 
»l% (ni I librf fomnnnies à' tous les systèmes de 
poiuLs maléricis eutiérement libres | o», quelle 
^ Mit la Mtttra d^UD pareil lytténie, on la 
liaison mutuelle des points qui le composent, il 
est évident (ju^on ne troublera pas leur équilibre 
en rendant leurs distances invariables, Moscban- 
fcr Icun cmerdonnéci , ni les forcM ipi let lol- 
lieilcnf. Par conséquent, les équations d'équilibre 
d'un système de for(iu> invariable, qui ont lien 
entre ces quantités, doivent encore subsister pour 
teni antre systéoie, mais alort ellM ne Mot plut 



sufRsnntcs; et M y faut joindre il'.iMtr«:>t rotitlitionî 
spéciales pour chaque système en particulier, qui 
•enriront^ comme on le verra par la snîtei à d^er- 
miner les positions relalivM de 8M dillifrene points 
dans Pétat d'équilibre. 

203. Quand 1m forées données suai tontes parai- 
tèlM entoe aIIM} Im angles qu'ellM ibnt aveoolia* 
cuu des axes 0», ùjf. Os, sont égaux ou suppié- 
nifiituirc!» , selon qur> ces fort^es agissent duns le 
uicine sens ou en sens coutrairej on peut len sup- 
poser égaux, en couiddrant, en nène temps, 
comme pMitives les forcM qui agissent dans nn 
sens, et comme né;;.ifivrs i rlles «jui agissent < 
le sens opposé (u» 1 1 un aura douu alors 



• = ^ , cto. , C = «' = C", etc., j. = y' = y , etc. i 
de qwii Im tmii pmniim dqoatîcn» (1) m rtfdniicnt à une Mute, Mvoir c 

p .|. F + F» -1* etc. = 0 , 



et tt'S Iruts outres dcviendroul 

( P* + Vs' + P"*" + etc.) cos C - 
[Vi -f V-J -I- P":" -f- etc.) cos « = 
V l'y + â' y 4- + etc.) cos y r 

lais les équations d'équilibre des forces parallèles 
étant seulement au nombre de trois, il faut que ces 
trois dernièies équations se réduisent à deux; et, 
en effet, ci on Im ajoute après 1m avoir mnltipliéM 
par cns cos f , eus », (tii trouve une (^ffuntion 
identique j en sorte que Tune d'elles est une suite 
des deux autres. 

Quand tootM 1m foreM donnéM sont «onprisM 
djiis un même {ildii, on peut prendre ne plan pour 
celui des x et y ; alors les angles > , etc. , 

sent droits, et Im ceordonném s, %\ s", etc., 
dgalM h tdM, M qui IkH dMnonir In tmisiéMe 
et IpH deux dernières équations (1). Dans ce cas 
particulier , comme dans le cas des forces paral- 
UIh, il y a denesenlenient trois équations d'équi- 
libre, qui sont 

X 0, T = 0, I. s 0. 

263. Lui itquc les forces données no se font pas 
éqnilibce, on pe«t demander la condîlieii q«*eU« 



(Py -f Vy' + PV + ete^ eus 
(Pj 4- p*' + PV + rie. ) cos y , 
(Pj 4- P'»' + P 's' + etc. ) cos C. 

doivent reuipiir pour avoir une idsullante 
et quelle est cette résultante. 

Pour répondre à cette question, je désigne par & 
cette fcMo; per h, e, 1m nnglM que m directiM» 
fait avec des |KiralIèIes aux axes Ox, Oy, Os, me- 
nées par un de ses points, qu'on prendra pour sou 
point d'application , et dent Im coerdeunées, rap- 
portéM à CM mèmM axM , seront repréMutds pw 
/ !/i / • force, prise en sens cnnfriiri- 

de sa direction, fer<i équilibre aux forces dunnves. 
Les équations (1) auront donc lieu eu joignant 
I P, F, FS etc. , une force ^alo et contMire k II ; 
per conséquent, on atira 

X=Ecos«, YsR cmS, ZssRcmc, (8) 
et, en outre, 

L = K ^ co» h — tft cos a), 



M 8B R ( Jt CM e< 
n s R ( jfi CM e 



#, CM e), 

*x cos è), 
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c'etl'A'dini , ea T«rttt dci trott premiéies éqn»- 
liom, 

Xyi - Y*, +l=*o, ) 
2*. — X«, + 1 =5 0, V 

iMOQurdMoéeisi ,9», , pM«uil«|iiwr- 
tenir k on {loial quelconque de la droits suivant 
buiuelle est dirigée la résultante, ces trois der- 
nières équations seront ceiies de ses projections 
Mur les trob plant dct oeoidonndM. Ponr qnn e«tl« 
droite existe, il faudra donc qu'elles se n-eînîv nt 
à deux ; or, en les ajoutant après les avoir mul- 
tipliées par Z., V, X, les trois varialiles Xi , 
di«panitM«nl, «iron a 

ïl + YM + Xïl = 0 ; (4) 

par consi^ipient, il sera nécessaire et il suffira que 
cette équation (4) soit satisfaite pour que les forces 
données aient vne résultante unique : qnand elle 

aura lieu, celle furce scr.i dAcnninée, en grondeur 
et en direction, par les équations (2). 



Q cos r ^ M cos |i 4* ^ ^ 



c» sorte qu'on | satisfera d'une infinité de ma- 
nières différentes, «n mofen de U force et des 
angles J^t *> lelatib è sa direetinn. 

La résultante B des forces Q, P , P', P", etc., et 

sa position, se détermineront au tuoyeu des équa- 
tions (2) et (3) , dans lesquelles on mettra X 
Q cos X, Y -|- <^ cos ^, Z -f* Q cos r , au lieu do 
X, T,Z. Les forces données P, P', P", etc. , pour- 
ront donc être remplacées par celte résultante R et 
une forre égale et directement contraire ù la 
force d'où l'on conclut que quand les forces 
données ne sont point en équilibre , ni réductibles 
à nne force uniquoi on peut toujours les réduire, 
d'une ioflnité de mani^rps différentes, à deux forn s 
seulement , qui ne seront pas comprises dans uu 
même plan , sans quoi elles se réduiraient à nbe 
SonlOf contre riiypothèse. C'est d'ailleurs Ce qu'on 
Toit immédiatement par lu transformation du 
n» 257} car les forces données P, P', F', etc., 
pourront èiro remptsoées par la tésnltanto dei 
forces parallèles à l'axe des z, et yM celle des 
forces comprises dans le plan des * et y; et Ton 
pourra ensuite transformer , sans diffieultc , ces 
dent résultantes en dens autres forées, d*une in- 
finité de manières différentes. En cherchant la con- 
dition pour qu'elles se rencontrent , on trouvera 
i'équutiiui (4). relative ù rcxbteace d*ane résul- 
tante unique. 

265. Si l'on considère doux corps solides A et A' 
( (ig. 69), qui se toacbent en un point K et s*ep- 



SI les trois sonnes X, Y, 1, dea eonposantes 

parallèles ans aies des x, y, t, sont nulles, Téqua- 
tion (4) sera satisfaite ; mais alors la résultante sera 
une force infioiment petite, située à nne dîstanoo 
ioanie des pointe d*applieation desforoea données, 
ou, plus ciaclemeul, ces forces se réduiront k 
deux, égales, parallèles, agissant en sens con- 
traire, et non réduettbies i une seule (n* 44). 

Lorsque les trois sommes L, M , R , sont nulles, 
l'cquution (-1^ scru aussi satisfaite; et l'un voit, par 
les équations (3), que la résultautc passera par 
l'origine de* coordonnées» 

264. Qoand la oondition eiprîmée par l'équa- 
tion (4) ne sera pas rempHt- . on y pourra satisfaire 
en joignant ouk forces données une force conve- 
nable. Je supposerai, pour plus do sîmpllcHd, 
qu'elle passe par l'origine 0 des eoordomiées ; je 
la représenterai par Q, 'rl par x, ^ , » , les angles 
qu'elle fait aveclc& uies Ox, Oy, Os. Les quantités 
L, II , R , ne cbangeront pas par Taddition de oatio 
foroo, et les sommes X, Y , Z , augmenteront des 
termes Q cos x , Q cos M| Q COS r. L'éqnation (4) 
deviendra douo 



A) ^. LZ -i- HY -f IIX = Uf 



puicnt l'un contre 1 autre, et si l'on suppose qu ils 
soient solUeités psr des forces données, il sera 
facile de déduire de co qui préeèdales conditions 
de leur équilibre. 

Pour cela, je suppose que les six quantités X , Y , 
Z, I, M, W, du n" 261, se rapportent au corps A, et 
je désigne par X', Y', V, V, M', N», ce qu'eUeed«. 
viennent reletivenentb A'; j'appelle «i ,9*»'* » 
les coordonnées du point R rappnrtrf"^ nM\ mêmes 
axes que celles qui entrent dans ces diverses quan- 
tités j par le point K, je mène nne droite HKl' 
perpendionlssre au plan tangent commun aux deux 
corps ; je représente pnr c, les angles que fait 
lo partie KH de cette droite, comprise dans A, 
avec des paraltèles ans axes des x,y, s, menées 
par ce même point R: toutes ces quantités sont don- 
nt'eSjCt il s'agira de forin*-r Ifs t' pintions d*éqa3i« 
bre auxquelles elles doiveut sotislairc. 

Or , le corps A exercera sur A', dans la direction 
RU', une pression inconnue que je r^résentarai 
par R ; il en éprouvera , en même temps , une résis- 
tance égale et contraire & cette force normale. 
Si donc on joint aux forces donTiées qui agissent 
sur A une force & dirigée suivant RU , on pourra 
ensttîto fsire abstraction do A\ ot, de mémo, si l*eo 
joint aux forces appliquées à A' une force R dirigée 
suivant RH', on pourra aussi ronsidérer A' isolé- 
ment. Il résulte de lù cl des équaliuus (1) qu'on 
aura pour réquitibro d9 ces dcus corps les dense 
équations suif ailles : 
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X K eo» a Bs 


0, 


T + R OM » 


— 


0, 


V — 1 CM a s 


0, 


V— R CM 




0, 


L -1- B (t, eoi 


h 


— yt cos a ) 


~ 


0, 


M + Il ( . pos 


a 


— Si cos 0) 




0l 


N 4. R (y, €o» 


C 


— Si cos b) 






L' — R (*i co« 


b 


— f/i cos a) 




0, 


R ( si «0* 


• 


. «1 CM») 




«t 


H' — R (yi OM 


• 


— Si €01 6 ) 




«t 



8 0. 



qui se frfdoirMl à Oflse par réiimination de H. 
Après que ces onie équations d'équilibre nuront 
^ vérifiées, Tune des précédentes fera connattre 
Il vilonr do R, qui dovn Mra une qntntité podlif « 
|our que les deu eorp« «^ippiilenliéeUoiMot l'un 
contre Paiitre. 
Ces doute équations donnent immédiatement 

\ ^ V z= e, Y-fT==0, Z + Z' = 0, 
L + L'^ 0, 1 + M' = 0, R + H' = Oj 

I» qai résulte aussi des conditions d'équilibre com- 
mones h tous les systèmes entièrement libres, 
cotnioe celui des deux corps A et A' (a° 261). 

Ou trouvera parailkiDent les éqoaltoni d^tfqni- 
libre d'un nombre quclcnntiue de corps solides, 
dont plusieurs s'appuient Tun contre l'autre; et il 
est aisé de voir que le nombre da cm éqiMttona 
itnégal i fis foU oalni detcaipi, mata» la nomliro 
lie leurs contacts. 

266. les équations d'équilibre d'un corps solide 
assujetti il des couditioos données doiveat être 
eomprtfM pannî eellM d*ini corps entièrament li- 
bre . car l'équilibre de relui-ci ne seroît pas trou- 
blé} si on Tassujettissoit à ces condittons parti- 
calièmj en sorte qu'anoooe nonTolla iqntba 
d'éqaiiaÎM M peut être introduite par om oan« 
ditions. Huis , au contrnire, une ou plusieurs des 
éfnations (1) deviendront superflues; et il s'agira 
de déterminer , pour Im diffdrciis ms qui peuvent 
ae présenter , cellM de OM équations qui rmAaront 
nécessaires. C'est ce que nous nUon'i fnirr- «inrccs- 
tivement dans ce nuracrO} en supposant toujours 
qu'on ait remplacé 1m forces données P, P', P", etc., 
par les trois groUpM de forces du n" 259. 

1" Si le rorpi «tolidc ((ui doit rester en eiiuilibre 
rtnlcnoe un poail liie, on prendra ce point pour 



l'origine 0 des coordonnées. Les forces (liri; êes 
suivant Taie 0» seront détruites par co iK>wit; 
ce qoi fera disparaître Téquatton X = 0. Pour 
l'équilibre des forces parallèles à Taxe Oy et com- 
prises dans le plan des s et y , il np <^ora plus néces- 
saire qu'on ait Y = 0, et il suihra que leur résul- 
tante eoTndde avec Paso Oy, ou que la somme L de 
leurs momens, par rapport au plan des y et s, 
soîi r^ ilf ?t léro. Enfin, pour l'équilibre des forces 
parallèles ù l'axe des â, l'équation Z = 0 ne sera 
plM néoMMire; il tuflira que leur résultante eoin- 
cide «v«e Vase Os; ce qui i'xit;cra que les sommes 
de leurs momens, par rapport aux plans des y et », 
et des « et s, qui sont les quantités " M et R, 
soient égalM à léro. 

Aîpsi, dans ce premier cas, les trois équation» 
d'équilibre qui resterotil aécessaires seront 

L = 0, M = 0, W = 0. 

Elles signifient. elTecliverocnt, que les forces don- 
nées ont une résultauto unique, et que celte résul- 
tante vient passer pur le point fiie 0. Celte forée 
esprimera, en giandeur et en direction, la pra- 
sion e^crrvf" ^vr ce point, et sera déterminée par 
les équulious [i). 

9» Supposons que le corps soUdo soit retenu por 
un aie fiâe, autour duquel il est assujetti à tour- 
ner, sans pmirtnr glisser dans lo seiKî de sa lon- 
gueur. Preiiuiis cet axe pour celui lies lesforccs 
parflllèlM k cette droite Os ne pourront produire 
aucun mouvement, et les trois équations Z = n, 
Bl = 0, N — 0, relatives h leur équilibre , ne seront 
plus nécessaires. Les équations X = 0 et Y = 0 ne 
le «eront pM non pins pour Féquilibre dM foroM 
compffiiM dans le plan des x et y; en sorte que , 
rhius I f cas, il n'y aura plus qu'une seule équation 
d équiiibre, qui sera L = 0, c'est-à-dire, 



P (jT CM e — » CM •) + P' (*' 00» C — y* ©OS ) + etc. = 0. (6) 



Rais si le corps avsit la liberté de glisser le long 

de l'uïc fi\«3, il faudrait en outre , pour empêcher 
ce mouTcment, que la somme Z des forces parul- 
WesîiO* fût égale à téro ; et il y aurait alors les 
deux dipiation» d*équilibre 

Z = 0 , 1 = 0. 

La pression que l'axe fixe éprouvera pcrpcndicu- 
^ovoBBoi à sa direction sera la résultante de» 



feroM oomprifo» dans le plan de» « et y, détermi- 
née, en ç;ran'IfMir et en direction, por les deux 
premières équations (2), et passant par le point O, 
en vertu de l'équation (<3). Lm forcM parallèles 
k oet axe tendront en mémo tenp» k le faire tour- 
ner sur lui>mcme. 

Eu comparant les quantités H et N ii L, on con- 
vint de leur composition que l'équation d*éqttilibre 
autour de l'oxe Oy sera M = 0 , et qu'elle sera 
R ss 0 autour de l'axe Os. U en résulte aussi que 



Digitized by Google 



tlKI TIAITK DE 

U condition d^^nilîbre ottUiur d*oa point flie ooo- 

siste en ce que IVquilibre ait lieu successÎTeraent 
«iituur de (rois axes Gxes et rertan;^a!atres , menés 
nrbitraircment par ce point. Par couiéquent, ai 
rëqniUbro eiitie autour do Imii «sos rootragu- 
luirps qui se coiiiHMit m nn même point, il aura 
Hussi lieu autour de toute autre droite paaaant par 
ce point. 

9" Je eupiHMO que (roîa ou no pins grand nondm 

lie points non en li;rne droite, appartenant au corps 
«oUde, soient assujettis à demeurer sur un ptan 
fi<0 dont Ib position est donnée; «t je prends 
<-« plan pour eeluî des c et y. Les forées parallèles 

à l'ose drs z ne pouvant produire aucun mou- 
vement, les équations relatives à leur équilibre 
ti*aaront pos lieu; mais les trois équations 

X = 0, 1=0, L = 0, 

qui répondent nnt forrc» rofuprises dont le plan 
lies M «t y, 6«runt nécessaires pour empêcher le 
corps de glisser on do tourner parallèlement i e« 
plan fisF. 

Lu force Z expriment la pression totalo riuf !c 
plan fixe éprouvera. Si le corps est seulement pnsé 
sur ce pion , do sorte qn^il s*agisse, par es omple , 
d*on polyèdre dont une fnce soit en contact airec le 
plan dos X et y, it Triudra que le signe de Z soit tel, 
que celle force appuie le corps coutre ce plan, 
n fandni, en outre, qne cette résultante des forces 
par;)Iltdrs ù l'axe des z vienne percer le plan des 
jf et y dons Tétcndue de la bnsc du corps , sans 
quoi elle le détacherait de ce plan , en le faisant 
tonmer autour de Vvn des e6tés de cetio base. Or, 
si l'on npi>pl!e r, et t/i les coordonnées du point ou 
cette lesuliaiite rencontre le plan des x vly^ ses 
momciis par rapport aux plans des « et « et des y 
et nacrant %ft et Z#i ; ils devront ètra dganz 
aux sommes f!rs rnomons «les composantes pnr 
rapport aux mêmes plana; et, d'après les valeurs 
da oes denx sommes qtt*on o tnmvées précédem- 
ment (no 890), on anm 

Z«i =s ~ H, Zyi s n. 

11 faiidfèt doue véri&er, dans chaque cas particulier, 
qno les iralettrs de #i et yi , tirées do oes équa- 
tions, appartiennent à un point de la base du 
corps; Condition d'éf|uilibr»' qui iie peut être etpri- 
inée par des équitliouii, nua plus que celle qui 
est relative au signe de Z. 

4o Si les points du corps assujettis à rester sur le 
plan fixe des et y sont seulement au nombre de 
deux , ou bien s'ils sont tous situées sur une même 
droite , on prendra cette ligne pour fazo des y; la 
résultante Z devra alors rencontrer le plan des 
* et y en un point de cet «xc; rt, indcpfudnm- 
ment des truis équation» du cas précédent, on niiru 
rottc quatrième équilibra Hss 0. 

Qï+ QV + W - Q'V" 



0B Bnlln f lorsque le corps solido no tondiora 

le plan fixe des J et y qu'en un seul point, où l'on 
placera l'origine 0 des coordonnées, on verra, sans 
difficulté, que les équations d'équilibre seront ou 
nombre do cinq, savoir : 

X = 0,Ts=t), LssU, U s=Ot tk —0 , 

La fotoo Z osprimen tott|mm ta piessUm «snredn 
sur le [>!an fixe OU point 0, ai devra avoir nn signe 

convenabie. 

Ce r^nltat cnincide avec eaini du noméro pré« 
cèdent; car si Ton suppose le corps A' fiso et ter- 
miné par lin p!un , que Tan prenne ce plan pour 
celui des «et y 4 et le point k ^tig. 62) pour ori- 
gine des coordonnées, on devra feira, dans l«s 
équations de ce numéra, #i = 0, y» = 0, = 0, 

0 = 90". 9(1"; ri» qni réduir:! nu\ r'm<j équa^ 

tions précédentes, un pareil nombre des six équa- 
tinna ralativesà TéquilUtra du corps A. La sixiAran 
do ces équations deviendra, en mèino tedl|ps , 

H 4. Z =r 0, 

en supposant qu'on aite = 0, ou que la partie 
K.H de la normale soit l'axe des s positives; par 
conséquent, la pression esoraée sur A', qui est 
égale et contraire à b résistanc«R,sen la foronZ 
en grandeur et en direction. 

On peut remarquer , d'après cette énnmération 
des dilUrans cas d'équilibra, qno les nombres 
d'équations rebilives h un eorps •;riliH(« gêné par 
des obstacles fixes peuvent être tous ceux qui 
sont inMrioora an nombre sis , correspondant k nn 
corps entièrement libra. 

267. L'équiilion (5) rel iti% p à Vt'qiillibro autour 
de l'axe des z supposé fixe, ne contient ni les com- 
posantes pnrallèles h cet axe, des forces données 
P, V, P", etc., ni les coordonnées parallèles au 
même nie, de leurs points f if f^licatioii M, B*, 

etc.; en sorte que l'équilibre ne serait pas 
troublé, si Ton remplaçait oes forcée et leurs points 
d'application |>ar leurs projections sur le plan des 
« et y ; ce qn*on démontrerait d'ailioun faôileroent 

à priori. 

Soient donc Q , Q', Q", etc. , les forces P, P*, 
P", eto. , projetées sur le plan des x tl y, c'est- 

ù dire, décomposées poralîèlcnient a ce plaft et 
transportées aux projections des points M, 1', 
M etc. , sor ce même plan. Désignons par q , 
q q etc. , les perpendiculaires abaissées de 
l'origine des coordonnées, supposée fixe, sur les 
directiotu des forces (^', 4^' , etc. ; et , pour iiiisr 
les idées , supposons qno Q , If, Q^', tendent h birs 
touraer,dBOs le même sens , autour de cette ori- 
gine, et que , Q". etc., tendent ii faire loiirner 
dans le «eus oppose. Pour I tquilibre de toutes ces 
forces, il faudra, diaprés le n» 47, qne Ton ait 

— Qivfit — ete. — 0, (•) 
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en enmidérant g , rf, 9'", ete., comme des 
quantités positiTp<i , riu<;si bien que Q, (}', Q", 
etc.; par conscquetU, cette équation devra 
cdftteîder avee Péqnation {H]; ce qo^on vaille, en 
effet, de la manière suivante. 

Soient H (fi^. 63) la projection du poitit M, OG 
eiUG ses coordonnées s et y^HA la direction de la 
(me Q, X flt !«• anglea que fait oett« droite avee 
des parallèles aux aies Ox ci Otj , mcnéi » par le 
point H. Par le point 0, menons deux autres axes 
Dxi et Ojfi , le premier suivant la direction HA, et 
la iecoDil parpendicnhiM à œtta droite et tel que 
l'angle yOyi soit aigu ou obtus en même temps 
que sOst ; appelons St et y, les coordonnées OF 
atn du point H , rapportées à ces nouveaux axes ; 

»l — y COS X COS A , y , — y COI X — « COS (A. 

Ur, U perpendiculaire OK ou g/ abaissée du point 
0 snr HA, devant être une quantité pusitivo, on 
aiua 

f s ± ya s?: CM X ^ # eoa 

Mkto que Pordonnée yi len petîtive on négative, 
oUf ee qni est la même clieae, d*apréa'le sens 

qu'on a supposé à Taxe , sclntt que lu force Q 
tendra à faire tourner, rbius un tens ou dans le 
scDi apposé, autonr dn point 0. On a d''aiUeurs 

Q = P sin ^ , 

e», Je plus (n" 8) 

COS « = siu -y COS A , COS C — siu y cos i* i 
d ea xdsultera donc 

ss ^ F (y cet • — « eea C). 
hf ferea* Q' et Q'' tendant, par hypolbiaO| 



à faire tourner dam le même acni que en enrn 
de même 

Q'î' = ± 1*' (y cos - »' coa C), 
0"^"= ± F' (y" coa — «"cea C")} 

lit les autres forera 0'", Qu, etc., tendant à faire 
tourner eu »e»s opposé, oa uura, au contraire, 

Q^Y" = If F" (y"' cos m!" — cos C*"' , 

Q'»j" =: P«» (y» cos *•» — »»» cos C"), 
et«. 

On prendra donc, en même temps, les signes 
snpériears en lei aignea infêrienra dans tentea ces 

valeurs; et en les suLsiituant dans réquatton (6), 
elle deviendra Téquation (6); ee qu'il «'agittait de 

Héritier. 

808. Le cerpa en dquililire étant tenjonn aonmla 

a la pesanteur, il faudra comprendre parmi les 
forces données?, P', P*', etc., son poids appliqué 
suivant U verticale à son centre de gravité. Suppo- 
sens, par eaemple, qnMl s'agisse d'nn cerpa pesant 
posé sur un piau incliné et soutenu par une seule 
force. La figure 64 représente une section du corps 
passant par le centre de gravité G , et perpendi- 
culaire ou plan incliné; la longnenr de ce plen 
est AB,su base BC, et sa hauteur AC. Ou place 
l'origine 0 des coordonnét-s sur la verticale GU 
passant par le centre de gravité, et Ton prend les 
axes Os et Ox perpendiculaire et parallèle à AB : le 
troisième aie Oy, qui n'est pas représenté , serait 
perpendiculaire an pl .n de La figure. La force P' 
$er« le poids du corps , la vertieole GH sa direc- 
tion , et HOsr Paugle «. Ou aura , en outre , x = 0, 
yr= 0, € = 90». En prenant donc P' pour la force 
donnée qui soutient le corps pesant , les équations 
d'équillliTo iltt troisième cea du n* M6 se rédol< 
root k 



PcMn-fP'Ge««'=0,P' cos C* =0, ( n* cos €' ~ y' cos #' ) s= 0. 



D'après les deus dernières , on aura Cas QO* et 

y=0; ce qui montre d'abord (|ue la force P' devra 
itie comprise dans le plan des x et s ; et en effet, 
eda est évidemment oécessaire pour que cette 
force et le poids dn corps eîent nue résultante 

tinii^ii.. j.LTpendiculairn nu plan inrlin»'. Je supjjO- 
strnt que 0 soit le point ou la direction de F' ren- 
cantre la verticale GH, et je représenterai par OD 
Grtie direction. L^angle tif on DOur devra être obtus 
pmir satîifnire ù Va première des trois équations 
précédentes; j'appeilerut 1 l'angle aigu HOx' que 
(i^it la feroc P aveu le prolongcroeut de Ox, de 
Mrf«qB*oBait 

cas = cval; 

L angle « ou fiOx est le complément de rinclî. 
Miaea ABC do plan; en désignant la kautenr AC 



par Aj et la longueur AB par l, en aura donc 



ces • 



A . 

a 



d'où il résultera iinalemeut 



y = F CM t} 

équation d'équilibre qui fera connaître l'une dis 
deux quantités P' et quand Panlre sera donnée. 

Loruque, par exemple, la iorce P' sera parallèle 
an plan indiné, on aura#=Of et, eenséquem- 
ment| 

P* : P % ; i, 

on, ce qui est la même chose, 
P* = P «tn 
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100 TRAITÉ DE 

«1 appelant t rinclinuison du pten. Si Ton appelle 
Q U pression '[«i- (ilnn rprouTrrn , et qui sera , 
dans co cas, U coiiii>08anto du poid» P suivant 
la perpendiculaire 0*, <m aura, «ni même tempa, 

Q s= P cos i. 

889. On fait ici nbstrirtion du frotlrmcnt qui 
t\ijoule à la force P' parallèle tfu plan incliné, 
pour empêcher le corps de gliner le long de ce 
plan. Si cette force P* est nulle, le froiiement aeni 
petit retenir le corps tant que rinclinaison » n'a 
pas nlteint une certaine limite. En désignant par a 
i ctlc limite , c*e«t-è-dîre , l'angle i qai a lieu lora- 
qœ l*éqililÙ>re va commencer à se rompre, et 
supposant qu'à cet instant le frottement est une 
fraction / de la pression , il faudra que la force 
/Q foMC exactement équilibre à le emopoMSte 
P sia A dn poida dn corpi , pannôle «a plan incU« 
né. VtocoMéqnent, en cium, à In fois , 

g = P CM 1^, / Q = P ain * i 
d*«à Pontire 

/ ss lang K ; 

ce qui fera connaître la valeur de^, d';ipr4a l*ob- 
acrvationderanglcA, aotia lequel le mouvement 
conmHHwe , et quW appelle Vtmgl* froUê- 
want* 

Toutes choses dViUenrs égales, rcip<5rience 
prouve qu'à Tinslant qui précède la rupture de 
lY-quilibr»;, le frn^l^mrnt est proportionne! n la 
pression ; en sorte que le coefficient / et l'ongle a 
sont indépcndana de k pression et per anite 
dn poids P. Ce coefficient varie «Tec la nature du 
corps et le poli des surruces : on a aussi remorqué 
qu'il n'atteint le masimum de sa râleur qu'après 
que le contact dn corps et du plan a eu lie» pen- 
dant un certain temps, différent pour les corps 
de nature diverse ; et ce n'est qu'à partir de ce 
masimim que le frottement est proportionnel à U 
pression. 

In admettant cette loi espérim« iitale , il en r<-- 
sulte que si plusieurs corps de même nature, et 
dont les surfaces ont le même poli, sont placés anr 
nu plan lioriinntal, et qu'après un certain temps 
en incline ce plan sraduellement , tous ces corps 
cumiiH-neerotit à i;liss(r sous un mcmc angle A, 
queU »juc soient leur» poids cl l'étenduc de leUrS 
surfaces en contact avec le plan. 

870. lors.qu un oorps est posé sur un plan liori- 
lontnl, la pression exercée par son poi.ls P se dis- 
tribue entre les points d oppui de ce plaui m .is 
quand leur nombre swpaïae trois , cette distri- 
bution semble d'abord indéterminée ; re qui pré- 
senterait unc diflirulté que nous allons cxamaicr. 



MÉCAMQUB. 

Pour fiïcr les i(li*es-, supposons qno ce plan hori- 
zontal soit la surface d'une table dont les pieds 
sont verticatts. Sens ce plan-, menons dens axes 
rectangulaires et Oy (fîg. «â). Soient C la piv 
jeetion du centre de gravité du corps sur (■•• pl.m, 
et A , A', A' , etc. , les points de ce même plan qui 
répondent aux pieds de la table. Désignons par 
ety, , * et y, x' et y', x" et y", etc., les coor- 
données de ce4 points C. A, A', V", etc., rappoitées 
aux axes Ox et Oy. Pour que la table ne soit pas 
teuvenée, il fendra que le point C aoit situé dans 
l'intérieur du polygone A A' A" A'" etc. Cette 
condition étant remplie, le poids P oppitqué ou 
point C se décomposera eu forces poraliéles, diri- 
gées dans le sens de la pesanteur, et pasaant par les 
points d'appui A, A', A", etc., lesquelles force» 
seront les charge» que les pieds de la table auruot 
à supporter. Soient Q, <^', Q' , etc., ce» chargea 
ineounnes; d*ap«is la tbéocie des forces panllèlea, 
nous auroni 

P=Q+Q' + QH + etc., 
P«, =s Qjr + Q**' 4- + I 

Py. = Qsr + QV + QV + «to- 

Or, s*il nViiste que trois points d*«pptti A, A', A", 

ces trois équations suffiront pour déterminer les 
chor[,es Q, <^',Q", mais s'il y en « quatre on un 
plus grand nombre, le problème sera indéterminé, 
«t Ton poorre prendre i volonté les valeurs de 
toutes les inconnues, moins trois, pourvu qu'il 
n'en résulte , pour ces trois inconnues , que des 
valeurs positives. 

Cette indétermination aurait lieu, en effet, ai la 
table était rlj,'oureiiscmf .il inflexible ; niais cela 
n'arrive jamais ; et, quelque peu flexible qu'on la 
suppose, elle se déformera nn tant soit pen et 
se comprimera inégalement dans ses différentes 
parties. Or, la fi^Mirr (]u'elle prem'ra çf In rjusntité 
dont elle sers comprimée en chaque punit dépen» 
dfont non seulement dn poids P, maia anssi dn 
nombre et de la disposition des puinis d'appui 
.\ , A', .\",ctc.; et l'une et Tnutre, ainsi qm- la 
pression qui aura lieu en chacun de eus points, 
aeront complètement déterminées dans chaque cas 
particulier. Toutefois, cette détermination est un 
problème trcs (ilfri( ilc , dont I » -^îilulion générale 
u'a pas encore été dounée, cl qui appartient à 
la Physique mathématique. Nous nous bornerons 
ici n remarquer que tout est nécessairement déter» 
miné dans la nuturt- . et que quand quelipic chose 
nous semble tudcicnuiue , c est que nous avons 
fait «bstraction de quelque donnée du problème, 
u'est-à>dire, de quelque propriété de la muticrc, 
comme le dc^ré de flexibilité de la table, daia 
la question présente. 
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CHAPITRE II. 



TBiOKlE DES MOMEMS. 



871. les noaaans qa« nimt allons Masidërsr 

dans ca chapitre sont ceux dont il a été question 
d-ins le n'* 43. Ainsi, le momeut d'une force P est le 
produit Pp de cette force et de lu perpendiculaire p 
•Win^ da omlre d«s noiMiis sur ss direeiion. $1 
donc ce centre est C (fi;;. 66), tl (jiio lu force P soit 
représentée par U droite MA prise sur sa direction , 
son moment «ura pour expretsion le double du 
Irâiifle GAM qui ■ pour base catis force et son 
sommet an point C. D'upr'''s fda , le théorème 
do n* 46, relatif au moment de la résultante de 
deux forces , ii*est plus qn*iuie propostUon de 

Géonirlne facile à (lumnnlrer. 

En effet, soient MA et >IB les deux composantes ; 
la diagonale MD du parallélogramme MADB sera 
leer idswitaate ; el le point C étant en débets de 
rsogle AUeA de son oppo&i- un snimnelf il s'agira 
de prouver que le triangle CHD est la somnie des 
triangles CMA et CMB. Or, on a d'abord 

CMD = CMA + CAD -f MiD; 

en abaissant du point C uix; prrpendtrninirc CE 
sur la droite KB, qui rencontre en t sa paral- 
lèle AO, en aura 

en =s ni.CS, CAD s AD.CF ; 

el à cause de 

MB = AD, CF (X — £F, 
il en résultera 

CAD « cm — 4».»} 

nMis le produit HB. EF est la surracc du porollélo- 
Sranme SADB , ou le double du triangle 1A0 } en 
aan doue 

CAD s= en »BAD, 
et, par conséquent, 

dD = CIA Cni; 

ee qo^il s^agissait de dénwutrer. 

La fi^^are suppr-if que la droite ET soit la diffé- 
rence des perpendiculaires C£ et CF j elle pourrait 
être leur somme, et Ton modifleiait sans difficulté 
la démottstntîon préeédente pour rappliquer A eet 



I antre ess. On prouvera aussi , de la mémo roanièie, 

que le trim ^lc CMD est la différence des triangles 
VMk et CMB, quand le point C est placé dans Tangle 
A3IB ou dans son opposé au sommet. 

Pto le oentro des nomoas (fif • 67), menons 
un pkn quelconque ; projetons sur ce plan la 
droite AB qui représente ta force P en grandeur et 
eu direction ; soit Q la force représentée de même 
par la projection A'B' de AB; le moment do le 
force P sera le double du triangle C^B, et celui de 
la force Q le double du triangle CA'B'j par consé> 
queut, le centre dei momeifs restant le mime, le 
moment do la projection d'une force sur W |dao 
passent par ce point, est In projertion, SUT ce 
mémo plan, du niumettt de cette force. 

Si Ton appelle H le moment de la force P, 
et K celui de sa projection Q ; que Ton élève sur 
l«-s plans de ces deux momens des perpendiculaires 
CD et CE, et qu'on appelle l Tanglc OCE, cet angle 
scm aussi riadinaison de H sur K, et Ton aura 
(n« 10) 

& = I cas 1; 

Four une même force P, Tangle t et le moment fl 

changeront avec lu position du point C sur lu 
droite CE; mais celte droite rcst^mt la mrrne, le 
produit B cos t ne Tariera pas ; car K ou le Iriauglc 
CA'lf ne fen que se déplacer parallèlement i lui* 
mène, mus cbanger de grandeur. 

273. Ah lieu d'une seule force, considérons un 
système de forces quelconques P , P', P", etc. 
Soient H, H', V\ ete. , leurs moraens par rapport 
au point C (fig. 68). Désignons par J*, 1*, etc., les 
angles que les perpendiculaires CD, CD', CD'*, etc., 
aux plaus de ces momens, font aveo un même 
axe CE; par Q, Q*, Q^', etc. , les projections do 
P, P*, P", etc., sur le phm mené par le point C et 
perpendiculaire à cet axe; et pnr K, K', K", etc., 
les projections de 0 , H', H", etc. , sur ce môme 
plan, lions aurons 

K = Heot^,K' = H'eot J',K"=li"eoBJ", etc. 

Si l'on voulait seulement connaître les nircs des 
projections dVprèscellea des surfaces projetées, il 
faudrait omsitiérer lea indinaisons ^, i*, 4", etc. , 

21 
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miTl OB MiCAKIQUE. 



eoflUM im raght aigut wmi» daas lei nugat que 

nom ferons des projections <^p5 moment , nous 
regsrderani c«s angles oomiDe aigus ou obtus, ou, 
tutreiMot £t, nous pr«ttAroiif p«or les «trottes CD, 
CD', CD", etCéf 1m parties des perpendiculaires aux 
jl.ins iîrs nioraens H, II', H'', etc., qui font de» 
angles aigus ou obtus avec V»xt C£, selon que les 
projections Q, Q', Q", etc., des foroMP, P', P", etc, 
fendml ft faii* tourner aotonr dn point C, dans un 
srns conTenu , ou dans le sens opposé. Ainsi , duiis 
ia figure, les angles DC£, D C£, D <C£, éUnI aigus, 
•I l«t •ngIciD"'CB, ]H«G1, etc. , étont obtat , c«U 
•oppose que les forcM Q', Q", tendent à faire 
tourner dans un m^nie «en», et les forrrs Q''', 
Q>*, etc., dans le sens opposé. Lea droites Cl>" 
€3V** étant l« proloageneot Vune de Feutre, 
eeletifilfiia <|m1m foroei F" et F" sont comprises 
dons lin mAme pliin passant par le point C, mais 
qu'elles tcadeut, ainsi que leurs prujections 
«t Q^, k IbIm tourner m dei wm oppoeéi. 

En appelant S la somme des valeurs posUivet Ml 
iiëgBiivet de JH, %!, etc., dous earooe 

•btlredion feUa dn fligii«,SMni la aeanie des 



momens des forcet Q, Q\ Q", etc., qui tendent 
à faire tourner dans un sens, nioitis la snmme des 
noBieoa de celles qui tendent « iaire tourner dans 
le f«iw opposé ; dVprii lo théorème du a* 47^ la 
quantité ^ S exprimera donc le monu-nt do leur 
résultante qui tendra h faire tourner dans le sens 
des forces qui répondent aux angles oigus 1, 
f, oa eiu asglet obli» eto., 
i|ue la Ttlenr pidoédaato de 8 sera peeitif o ou 
négative. 

Si Ton change à la foii toalM t« droites CD, 
CD', CD", ato., dam lear» protongcmeni, les ongles 

i-, t', J", etc. , se cliaii^tTfjitt (!rnis leurs supplé- 
nicns, et S deviendra — S. Il en sera de même 
lonqa^oD renpkcere Texe CE par «on prolonge- 
nentCV. 

La sonim<* S , rntrtmc clinrtirtf de ses parties, 
icra indépendante du la position du point C sur 
Taxe CEj elle ne dépendra que du «ystimo dw 
furtjea P, F, P", ete. , de la position de cet axe et 
de sa direction perpendiculaire an plan de pro- 
jection. Dorénavant noos appellerons cette quan- 
tités le nonont dn forées P, P', P", etc., par rap- 
port i l'ate <X. 



274. D'après eetto définHIon, Iw Imia qwnCitda 

L, M, W, du n* 261 , seront h'S monif n<î Ars force» 

p, P', p", etc., par rapport aux axes des coordoa» 
nées positivn delenrs poioli d'opplintiott* 

Pour le faire voir, soit Q lo ]iro|«ettoa do la 
force P sur le plun des r et v ^ pt ly In jtrrppn- 
dicnlaire abaissée de l'origine de» cuordoiuiée* sur 
sa direction, do lorto qoe ton moment par rapport 
à ce puint ait Qq pour voleur. Su))poMHM qoo la 
force Q aii^sf do A vers B (fig. ÔOI, et fnif AC 
et AD soient le» coordonnées s et y de «on point 
d*applîeation A, rapportée* ni axea rcctangolaire* 
Os et Oy. Soient aussi k tt les angles BAO ot 
B.VD' que fait la force Q a»ec les pmlonqeroent 
de s et yi les composantes dirigées suivant AC et 
hV aeront Q eoa a ot Q ces et leura momens par 
rapport au point 0, yQ cos a et jrQ cos ^ i d*a|»ds 
la fi>j.;nre^ elle'H tendront à faire loomer en sens 
contraire l uue de l'autre, et la force Q, dans le 
ion de Qooa ^{oaaaradoM 

^ss«Qooa|»«-fQMw^ 

En examinant les différentes positions que peot 
■folr lo point A, et les diverses directions qo'On 

peut supposer à Ki furcr O. i! rst aise dn vnir rjtit* 
cette éqnotion subsistera quels que soient les 
signes de m, y, cos », cos m, pourvu que l« forea Q, 
transportée au point E ou F , où sa direotîoa ren« 
ronlre l'axe des s ou de» y, tende ii faire tourner 
ra%e Os des * positivM, dans l'angle des xety 
positives, et, conséqnemment, Taxe Oy des y posi» 
tives, en dehors de cet an^le, comme cela est indi- 
qué par les flèches $ et t'. Si le contrjnrc nv^il 
lieu, c'est-à-dire, si la force ainsi transportée, 
tondait k dire tonmar l'aso dMy poettives, dans 
l'angle des jr et y pMittves , et , par conséquent, 
Taxe des M poaitîveS| on deliors do cet ongle, on 
aurait 

QçssyQeoilt— «Qcos /<, 
quels que soient aussi les signes dex, y^cosA, 

cos ftm 

II suit de \h qne si S est le moment des forces P, 
P', V\ etc., par ropport à l'axe des m positives, et 
que l'on regarde les angles I, 1*, l\ etc., du 
numéro précédent , comme aigus oo obtusi selon 

que Irs proif-rtions O, O', Q", etc., de ce» forces 
tendent à faire tourner l'axe des s positives , dans 
l'angle das noordonnéo* # et y positives, on en 



delnirs do eat angloi on aura 

8r:=Q (s oos/4 — yeoiA}4-Q'(«' eM^'~ y* ooa iJ) 
+ <r («" coo i>«^ — y" «M x») 4- ete.; 

1 y" y t*"i , étant ce que les angles que fotit les directions des forces, P, P*, 
devivnneut «, y, A | f»i relativement aux forces P", etc. , avec des parallélM aux axes des tCfjf, 
Q', Q ', ete. on aura 



Soient, do pins, «, (, yi m\ C^, y'^ o", y"} etc., 

Q = P s'm y, V sin >' , 

•in > ooa A , nos as ain y oos 



^'sss P" fin >«, ete.» 



cos n 



eoa es sio >" nos k", ete., 
ooi € = f In > eoi /s , ow <f s fin >' ces fi^, cos C" = ain >^ ooa » ato.; 
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STATIQUE, ttCORDK PARTS, 



■fimtitë L du n» Ml. AÎDtl L «vt le moment des 
forces P,P', P", etc., por rapport k Taxe des * 
posititesi et seloo qa*il est positif ou négatif, 
ce VfttètÊè dé foroM tend à Ûln Umnn U plan 
des X et s positives autour d^Ofll ai«, dans Tangle 
trièdre des coordonaéw ponliTaii on «n éehon éa 
cet angle. 

■làDtoDtnt, A V«û «nbiUtne rapeetÎTammit lai 

aies des s, s, y, positÏTes, à ceux des g, y, s, posi- 
tives, L se changera dans H; il s*ensuit donc que 
31 est le moment des forces P , P", P", etc. , par 
npfMtt à r ne des y pesitiTct t el q»* i mI« q»**! 
sera positif ou négatif, ce système de forces tendra 
à faire tourner le plan des s et y positiTes autour 
de Mt axe, dans Tangle trièdre des coordonnées 
poittives, ou en dehon de cotanglo. Cela fait, Ml'on 
rempbi (' de mrmp les axes des x , x , ij , positives, 
par ceux des y, * t positives | M se cbangera 
en H ; par coméqttent, N lerm le OMHDent des fot«ea 
P, F, P", etc., par rapport à Taxe des s post> 
iîvesj et suivant qu'il sera positif f>u iiéyulif, ce 
•jstélue de forces tendra à faire tourner le pian des 
y et # pesttîves «aâeiir de eet «m, daoi r«pgle des 
coordoaodes pesilivee , «a en dehese de eel angle 
trièdre. 

Les trois quantités L , M , K , sont donc | comme 
«■ Te dit, leememM d*nB ntaMSTttinedeftfee 



par rapport ei 
de leurs points d'application \ et les signes de leurs 

valeurs , ti»llfs qu'elles sont écrites dans le n" ?61 , 
répondent à un sens de rotation connu, autour de 
eheqee axe supposé flse. 

275. La première valeor i 
dent, est la même diese que 

^estfPeoeC^I^eee n. 

En appelant H le moment de P par rapport k 
l'oricrine des coordonnées , et / Tangle compris 
eutrc une partie de la perpendiculaire au plan 
de oe flsoMMil et rase dee « positivas, OD «mtt done 

■ deet&F(jieeiC«»fosen){ 

ce qui suppose qne eetle partie de la peirpendi> 

culaire au plan de H, soit celle qui fuit un angle 
aigu ou obtus avec Taxe des x positives, selon que 
la quanliié comprise entre les pareniMses set posi» 

tive ou néfïative. 

Soient f>f J", If*s unîtes que fait la ntpme partie 
de cette iH-rpcndiculuire avec les axes des y et des 
X positives) oe aora de mêoM 

]Ieoa#i = P(s oee««->«eos>), 
Hces^ = P(feee>— eeos C). 

fli dose en fait, pour abréger, 



(«eeeC — lfeoie]s-|>(seoen — •ctt8>}*<f(yeoi>— eeos€]«=sp*, 



et qu^on regarde ji coome une quantité positivoi il 



de 



ose # as — (e oos c — f oee 
F 
1 

«Mlle: — fs eeen — #ee8>}, 



eee ^as — (ycosy— scosC), 
F 

pour déterminer saos emldgattd les Ireb «egles 

f, . . l 'nri Ir t sera aigu ou obtus, comme 
on l'a supposé, selon le signe de x cos C — 'jf oos m, 
et les angles ti et tt sd«n Ist signes de e COS « — 
X cos et y cos ^ — s cos (. 

On vérifiera aisément ces form'ile-!. En rfTct , 
représentons Téquation du plan qui comprend Tori' 
giee dss eoerdoondes et la force P, par 

An 4- Bo -f Cto = 0} 



H, 9, étaut les coordonnées courantes. Les coor- 
dennées de petnl d*appltoatioa de celte force étant 
'f Vf *f *1 feudn qn*en ait 

A* -f. 6^ + Cs ss 0 ; 

de plus les équations d'une droite meoée par Tori» 
gine des coordonnées et parallèle à cette force | 



• eosesneoeC, «reessszneosy; 

et comme cette parallèle est aussi comprise dans le 
plen qee Ton oensidAre, il en résultera cette se- 
dqwlien de eendiUea ; 



AeoSA'f'BoosC + CoMyssO. 

De ces deux équationSi on tice 

^ K [s cos c — y cos « ) 

yeoe^— «eeeC * 

. A (s cos • — n eee y) 

B SB — i 

yeee> — eeosC 

et en substituant ces valeuis daas réqaation du 
plan, elle devient 



n(yoei>«eeesC)-|>e(eeosn«-«ees>)4'«(xeme — ycos«) = 0. 
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Or, d'après les formules connues (n<> 17)^ les cosi- 
nus des angles l", J'i , X", , que fait lu norm;\1p h ce 
plan aTec les axes des Uf9,w, qui sont aussi ceux 
îet X, y, s, aoront pour viileiAs l«s fotainlM qu'il 
•**gismit de vériHer. 

En vertu de r«Hjiiulioii 11 = Vp, la quantité p est 
la perpendiculaire abaissée de Torigioe des coor- 
données sur la dif eetton de la forée P. Cest aussi 
ce qui se vérifiera s.msdiflieolté, en prenant Icpit-d 
de cette perpendiculaire pour le point d'appli- 
cation de Pj car , si t on appelle r le rayon tecteur 
de ce point, qui sera akm eette perpendienlatre, 
et X , ^ , r, les angles que fait it dùectieB avec les 
axes des 0, jf, », on aura 

et en sabstituant ces valeurs dans celle de | 
ei ajont ^ard aux équations {w 6 et 8) 

cet* m ees> C coei y ssl, 

eoai X -I- eos* i» «4. ces* s &s 1 , 

CD» • CM x ^ coÈComit'^caêyciOêtaOf 
en tranTcn 

^ es ra ott p SB r. 

276. tes moniens d'un même s^fstéme de forces 
par lappoK à différent aies, Jouissent de propriélle 

remarquables qui sont une conséquence immédiate 
de celles des projections des surfaces plnnes sur 
diflércns plans , que nous atlons maintenant 
exposer. 

Soient Of, Oy, Or^ Iritis axes rectangulaires qui 
se coupent en un point U (fig. 70). Menons par ce 
point trois autres axes Ox\ Oy', Os', aussi rectan- 
gulaires* Fonr déterminer les directions de ces nov^ 
vceos axes par rapport eus premiers , filsons 

sta«' ss », yO«' s= C, M = y, 

sOy' = yOy' = C, sOy' = y% 
mO»' = yOs'ss C", «Os' ss y"; 

et coiuidcrons «, C, etc, comme étant neuf 
angles donnés , aigus on obtus. Leurs cosinus 
seront liés entre eux par six équations. En con- 
sidérant snecessivement les tveie droitw Odr', 
Oj^, on aura d'abord 

oos> af + cos> C 4> oofs ^ = 1 , 1(1) 
eot* 4s" eesi tf 4. cos* ss 1 } | 

et à cause que s'Oy', f^On', sent des angles 
droits , on aura anssi 

eos«cos«f + €OtCcose'4*^*>'<^"> =*^«) 
ces « cas COS C ces C'-f- co»<yvoty"=:0 A (2) 
cet «'oos oos ('ces ("-|- cos y'ew^ ss. 0. ) 

Les neuf angles «, <x', etp. , déiarmineront 
récipioquement les diiections des jwcniisn asea 



lliCAIfIQU£. 

OSf Oy, 0«, par rapport aux seconds O^f Oy^, 0^* 
Oo oetto nwailn oaanra d'abord 

cos> « -|- "îos» + cos» == 1 , ) 
cos> c + cos» c + cos» C" r= 1, 5 (3) 
cos» y + cos* y' 4- cos» y" = l, ) 
et, en outre, 

cos «cosC -(-cos*' cosC'-)-cos«"cosC"=0, t 

cos • cos y «f- cos a' cos y'-^ cos »' cos y" = 0 , t (4) 

cos Ccos^4'<'^^ ^' cos ^' cos C" cos y''—0 ; I 

équations qui seront équivalentes aux six précé- 
dentes, et pourront leur être substituées. 
Soit m ratre d^une qnrfaco plane terminée par 

un contonr quelconque , et située dans un plan 
passant par le point Oj par ce point, élevons sur 
ce plan une perpendiculaire OD , et faisons 

j-OD zi^ q , yOD = g , iOD = j". 

Ces trois angles aigus ou obtus, détermineront la 
direction de 00 et celle ds plan «; s*ils se dioB- 
gent tous les trois dans leurs sopplémens, la droite 
OD se cVian^^ern dans son prolongement, ci le plan 
de a restera le même. 

Appelons aussi f ,p', p", les projections de • 
sur les plans yOsr , »Qm , «Oy, nons aurons (o* 10) 

j»s«eoaf, |/ = «eeeg', p^ = 0ooe^. 

8oit, enfin, h la projection de a sur im qua- 
trième plan, qui sera, si Ton Tout, lo plan yOs', 
et c Tangie e'OD j on aura aussi 

i = a cos c , 

et , d'après la fonaulo (2) du n« 0 , 

oos e=eoa g cos* 4* <^ 4* ^ ^ +^ Me)'}(Q) 
d*onroneonchit 

(8pcos«-fp^ceeC4*|^^>i (*) 

équation qui fera oonnattre la projection dHine aira 

a sur un quelconque, lorsque Ton connaîtra 
ses projections sur trois plans rectangulaires. 

Conrnie l'équation (6) n'a lieu qu'en tenant 
compte des signes deeoosiiiiis qtt*ellet«aiiBnae, il 
s'ensuit qu'il faut de même avoir égard , dans l'é- 
quation (A), aux signes des projections |>,|)',p", 
et les considérer comme des quantités positivée on 
négatives, selon que la perpondioulaireO'D auplan 
de a fait des angles aîgus on obtos aYOoles axes 
Or, Oy, Os. 

277. Cela posé , considérons de même an noni' 

brc quelconque d'aires planes o, a', o'', etc., si- 
tuées d.iii'> dc^ jilans différens ; projetons toutes 
cca aires sur les trois plans xO^, cO«, yOs et ajou- 
tons ensemble les projections fsites sur un mène 
plan, et ayant égard à leurs signes, ainsi qn'it 
vient d'être dit. Soient A, A', A", le» trois sommes 
qu'on obticndr«t de cette manière; soit aussi Bla 
sommedes prujecttonsde o, a\ a", etc., sur le pisn 
yOs'f «A fonaant pour obaeniie de ces airea , me 
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à Vé^êÊiUmi (6), et aJooUat 



I gp giie uim w meora parB' !• tonne dMfvo- 

jsctions de a, a'^ a", etc., sur le plan s'0«'. Il est 
ërident que la Yaleurde B' se dédnirii do celle de 
B, par k substitution de Taxe 0^ perpendiculaire 
è ce plan, h Vmuù W petpeiidioohtin plrayOs*, 

c'est-à-dire, en metUnt dans lo Torniule préc<- 
deate <y'^ a» lieu de C, y ; ce qui donne 

B' = A cos + B «tt C 4- C co« 

Si l'on reprôsenle de niêtnf pnr B" !a somme des 
projcctioos de a , a*, a", etc., sur lo plan «^oy , sa 
^dcar M dédain de eelh de B, en y anbatitiMot 
J', Vf y", en lien de C, y; d'rà U réraitefo 

V = A eœ B eof r + C eot y*. 

De eet mleiin d* B, B', B", et en ayant égard 
m di|iietions (8) el (4), on lire téeipnif|ttenient 

A ss B CM « ^ r COI + V* rof 



(7) 



& ss ■ cm « -f B' COI + V rof i 

A' = B ce» C + B» coi C + B" coi C", > 
A» =5 B CM + V cet >'+ r OM >"J 

Ces difTt'rentrs équations nous montrent que les 
projections des surfaces planes sur différens plans, 
ndvetttlcemèoies lois que celles des lignes droites 
•vdesdroilee difffrentes. 

278. En faisant la soinine des carrés des valeort 
deB.B', B", U vient, d'après lea équations (S) 

B» + B'i -f B". = A. 4- A » + A". 5 (8) 

ceqtù fait voir que la somme des carrés de ces trois 
fMBtités B, B', B ", ne Tuie paa aTec la direction 
des trois plana veetan^aiFea de projeclton aax- 

qiiels elles se rapportent. Dans le cas particulier où 
loules les aires a, a', a", etc., sont dans un même 
plan , cette aonne a*eat autre chose que le carre 
de r«iri tutale a + «f 4- «" «f etc.; el si Vùn 

prend t e plan pour celui des axes Oy et 0S| par 

exemple , on nnm rvidenimeat 

A a + o' 4- o " 4- etc., A» = 0, A" = 0. 

Cherchons nrtncllement ce que la même somme 
Kpréseate duns le cas général où les aires a, a', a", 
<ls>i sont situées dans des plans quelconques* 

Véqualkm (8) 



B 1^ A' -f A » + A"» — B'» — B''« j 

la souimt* B, qui varie en pjîssant d'un plan de pro- 
jectiun ù un autrç, est dune la plus grande possi- 
hle, quand on a B' es 0 et B " = 0 j et alora elle 

«rt égaleà i/A> + A!» + A^ Ainai , U quantité 

ctmitantc dont il s'agit représente, dans le cas gé< 

néml, !:i plu* jr-inde somme des projections sur 
on même piun, des aires planes que l'on considère 



oes> 



Vn» le plan y'Os' qni répond k «etio pins 
grande fiejoalien, Jouit de propnélés importantes 

en mécanique , que nous ferons connaître dans la 
suite de ce traité. Sa position est facile à déterrai- 
ner, d'apiéa lae équatJona V sa 0 et Ws= 0, qui lo 
caractérisent. 
En effet, les équations (7) se réduisent alora à 

Â = Bcosn, A'sBcosC, A"=Bcos>; 

d^ottroatice 

A 

I/A» + A'» + A"» ' 

V 

+ A'« + A"« * 

A" 

|/A« + A'»+ A*»* 

I.ors donc que Ton connaîtra les sonmes A, A', A''^ 
des projections sur trois plans rectangulaires yOr, 
jrOy, choisis ar hitrairement , on pourra im- 
médiatement déterminer la direetiea do plan yOs* 
de lu plus grande projection , au moyen des trois 
angles « , C , y, qui se rapportent a la droite Os' 
perpendiculaire à ce plan. Qoaot k sa position ah- 
soiue dans l'espace , il est ét ident qu*clle est indé- 
terminée; car les pcojections de chacune des aires 
a, o', a", etc., et, pfir conséquent , la somme de ces 
projections, sont les mêmes sur tous les plaus pa- 
rallèles. 

880. La somme des projections des aires a, i^, 
a", etc., est égale snr tous les plans éguirment in- 
clinés sur celui de la plu:> grande projection. 

Vour le dAnonlrer| pranons le plan perpeadien- 
laire à la droite OD ; désignons par C la somme des 
projections de a, a', a", etc., sur ce plan; soient 
toujours q, 2 > Jf S angles que cette droite 00 
fait avee les êtes Oy, Os, et e rengle n'OB qui 
mesure l'inclinaison de 00 plan sur celui de la plus 
t'ranilc projection. Onaura| d'après ce qu'on vient 
de trouver (n» 277), 

C = A cos q -\- A' cos g* -f- A" cos ç". 

En substituant B cos «, B COS C, B cos ^, à la place 
de A, A', A", on aura donc 

C = B (cos m cos q -f- cos C cos q' -j- cos y cos g''}, 

ou bien , en vertu de la formule (5), C s fi OOS O^ 
et eu mettant pour B ha valeur, 

C = |/a' + A'« 4- A"> CM C| 

par conséquent, la valeur de G est la même pour 
tous les plans qni )>Mit te même angle a avco le plan 
y'Ojs' de la plus grande projection. 

Cette valeur diminue à meanre que Taiigle o ap- 
proche de 90° ; elle eat nulle pour tous les pbns 
perpendiculaires à y'Oa'. 
2bL. Pour appliquer maiatenaatii la théorie des 
icesprepositîeu relatif es aux projections 
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•ireso, a\ a", ctr . snnt 1rs doublet des triangle* 
qui ont pour soumet codiiduq le point 0, et pour 
vilw qui représentent | en grendeur et 
le* forcée P,f «le., qm Fmi « 

consifli'rér? prccédenimrnt î ritrs rnomeil8l,M, If, 
par rapport aux axes 0^, Oy, Ox, des coordonnées 
poeilivM de lenn points d'application (n» 274), 
•eroat alors les sommet des prejectiona d*St«f, 

a", etc., sur !fs ji!an<; rOt/, xOe, yOs; et Toiri !ps 

conséquences qui résultent de* propositions qu'on 
vi«aid«ddawntnr: 

1» «ppéluit 1 1« momeot d«t IWiece P, F, 
P", etc., par rapport n un aie peaient par le point 
0, qui fuit avec les aies 0<, Oy, 0«, des anglea 
t, t'', aigus ou obitts, on «uni 

E = If cos • + + L cos t". 

2'^ Pdrini toutes les directions autour du point O, 
de Titic du moment E, il en est une pour laquelle 
ea OMmrat eai le plus grand pomibl» «I ^1 i 

+ M« -f-Rs. Par rapport I timtantnese, pas» 

tant toujours par le point 0 et pcif Wldiculaire à 
celui du plus grand mnnirtit lr> moment E est séro, 

et il est f'fïnl \\ 4- S» ces A relative- 

ment à un aie qui fuit Tengle t avec celui du plus 
gnad moment. 

9* Enfin, si Ton appelle*, C, ^, les angles que 
fait Paie du plus urint! nM>meiit passant par le 
point O, avec les axes Ojt, Oy, Os, des momens N, 
M| 1, «t qoa r«a désigne par G la gruidmv éb m 
plw gnad moment, on aura 

R X L 

al, an même temps, 

d!«& Il résulte qu'en prenant sur les axes Of, Oy, 
Os, \ partir du point 0. dp* droites proportionnel- 
les aux momens f^, il, L, et achevant le paralléli- 
pipMadoat ces dioîlaa aérant lat tivlb cAtda adja- 
cens, la longueur de sa diogonale représentera ta 
grandeur dti plus grand moment , et oettc droite 
fera l'axe de ce moment principal. 

Caa théatrimai ramatqnabka wnt dos h Inler. 
Us établissent une parfaite analogie entre la com> 
position des momens et celle des forces; anuloi^ie 
qui tient <i ce que les furces étant représentées par 
daa lignes droilaa, les momem aont exprimés per 
des surfaces planes, qui se projettent sur des plans 
différens, do la m^mc mnnièrc que les lignée snr 
des droites différentes \iv' Z^l). 

M8. le pointO et le système des fofees P, V, 
P'', etc. , éinni donnés, j'appellerai momtnt prinei' 
pal de ces forces, leur plus grand moment G. Si l'on 
transpwte toutes ces forces parallèlement àellcs- 
I , en oa |wtnt 0| ^as «nreq! «M iMtanla 



suivant les aips Or, Oy, Oi, seront lc5 trois quan- 
tités X, 1, Z, dua°261.La coasidération de cette 
résultante et da moment principal, fournit an 



Ct'drnt. 

Pour Téquilibre des forces P, P', P", etC| appti« 
qoées k m œtps solide enlidfanMnl libre, ttanf* 
fira que la résultante R et le moment p t k wi f el 
•eieai égau à séfo j ear, à oanaa de 

les équations R = 0 et G = 0 , cntniiMnnt loa wà 
équations d'équilibre du no^Bl . 

On en peut conclure que pour qu un système de 
fonea fkssedqnillbre knn antia, il est néoesoaita 
et il suffit : 1* qne les résultantes R qui ont lieu 
dans ces deux systèmes soient égales et contraires; 
2o que , pour un même point O , leurs momeaa 
principaus soient ^ns et idpoodent à dea axas 
dirigés en sens contraire, ou dont Tan soit le pro> 
longement de l'autre. La résultante R et sa direc- 
tion, le moment principal et la direction de son 
aie, resteront les mêmes, dans tanlea laa iransfsfw 

millions qu'on peut faire subir un mfmeîystrme 
(ie forces, et, généralementi pour deux systèmes 
de forces équivalons. 

Soient m, 9, les angles qnn la feton K lUt avae 
l«a axes Om, Oy^ Oj.* on anim 

X Y 2 

cos a = — , cos 4 = —, oos • =s — . 
B R R 



• rang laeampria entra aa «reellnn el 

I ' i \ c du moment principal ; a, C, y, étant les anglea 
que fait cet axeavae Os, Oy^ Os, nous enrana 

eos • seaa • MS • oea 4 ooa C «I" ^ * ^ 



XR 4- Tl + ZL 

oos « = * ' 



n s'ansnil dene qne la eandiiimidl'nnn 
nniqiieqni estasinlBée (a* tM) par rdqpafieo 

XH + Tl + ZI ïa: 0, 

consiste eu ce que Taxe du moment principal G et 
la diraoliea delà résistante R doivent an nonper à 

angle droit C'est rc qu'on vérifie, en effet, en 
observant que si les forces P, F, P etc. , dans 
leur véritable position, ont une résultante unique, 
eetteforoe doit être égaleet panUléleàR, atqne 
.son moment par rapport au point 0, doit aussi être 
le moment principal G ; en sorte que l'axe du mo- 
ment principal est alors perpendiculaire k cette 
résultante tiansportée an point 0 paralMaasant i 
elle-même; mais ce raisonnement ne suffirait pas 
pour prouver qne réciproquement, quand l'équa- 
tion précédente a lieu , les forces données ont une 
résultante noiqne. 
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tti. J» IfMwpaH» i»p»iiit O — m — tw ptimH 

quelconque que j'appelle Oi ; je désigne ptr «i, 
jTij Ml, les coordoQuée* de 0|, rapportées aux axes 
Oy, Os, et pàr hi, Mi, R,, ce que derienoeot 
L , M , 11 , MlatiTtBNDi à «• poini Ot. : 1m nUm» 

de ces dprnirrr'; qiirinf iti'"! si- Jéduiront des pre- 
mières (n<» 661 ), en y mettant x — 't > y — yi / 
m^Mt , kU place de a^y,»; el il en résultera 



L, — L Xy, — Yxi , \ 
Ht = Ji 4- Zjfi — Xa, , > 
Hi = H + Ts, — Zy, . * 



Ces formules montrent que quand P, P', P'', etc., 
M réduisent à des forces égales, parallèles et diri- 
ftfa* msent eoatnire, mais non direeleneat op- 
posées, auquel cas ona X = 0, Y = 0, Z = 0, les 
quantités Li , Ht , Ni , sont indépendantes des 
du point Oi ; en sorte que la gran- 



de éa moMent principal «t !■ dînatioa de son 

axe ne varient pas avec la position de ce point. En 
effet, quelque part que soit placé le point Ot ^ il 
est évident qne l'axe du moment principal des deux 
feroM parallèles qu'on peut sidwtitiMr avx ferees 

données P, P, P", elo., est la perpendiculaire h 

leur plan ; et nous saTons d'aillnirs fn" 4^) f|i!p la 
somme des momens de ces deux forces qui sera le 



tité constante. 

Dans tout autre cas, le moment principal change 
avec la position du point Oi j et l'on peut deman- 
der quel doit éire ce point , e« ces points, sHl y en 
a plusieurs, pour lesquels ce moment est un aiMS*' 
mum, £n le désignant généralement par Ga , e^est- 
à-dire , en faisant 

G,. =r L.» + M.» 4- , 

nous aurons 



«*•—(«• + X»»- T'i )»+ (M + Z», - Xs4)*-|- (R + Ts,- Zft>. 

On «tt dddnit 



Si Ion égale à lémi SCt trais différences partielles 
par rapport i , f/, , s, , a6n de déterminer SA 
valeur MMtma, rt si 1 nu oLserT»* que 

R» =: L» 4- M» -f , 

on ol>ticnt trois équations qu'il est facile d'écrire 
I cette forme ; 



R»jf. = X (X*, 4- Yy. 4- Is. ) 4- YL — ZI, 
Mifi = T (X«. 4- Yy. 4- Zs, ) 4. ZR — XL, 
B«s, » Z (Z4ri 4- Tf. + £s, ) 4. n— m 

Or, si Pon ironie ces trois dqnattons après les avoir 
■inliiplîécs par X , Y, Z, on trouTO une équation 

identique; !1 s'ensuit donc que l'une d'elles est 
une suite des deux autres ; et comme les coordon- 
"^'t * JTt » 't « ne s'y meotrent qn*na prender 
degré , elles appartiennent à une lj|pie droite qui 
est le lieu des centres des momens^ par rapport 
auxquels le moment principal est au mmuatm. 11 
ii^nst pas ndccsseire d*eieniiner lequel a lieu du 
maxùnun uu <lu minimum} car il est évident que la 
valeur de G, croit indéfiniment avec les variables 
Si , f Kl f et n'est pas susceptible de maxs- 



384. En éliminant la quantité \xi 4* Yyi 4> 
Zst , entre le* équations précédentes , prises svo- 
c«|siv«flM«t deux i denx , on trouve 

x,.-T..+i.=iii:i±^L±iLV 
ï.. - X,. + M = iiiliiiliiill (« 

Is ^^"^ * 

_ X ( «X 4- HY 4- LZ ) 



T*. ~ Zyt 4- H = I 



équations qui appeitiendrent ans ptojectk 
les trais plans des coordonnées da linu des eenlns 
t principans 1 



MX 4- HT 4- U 
i f (f 



) 



pour h Tslenr du nranent principal 
est ainsi la même pour tous les centres 0,. 

Si l'on appelle a, , C, , y, ^ les angles que Taxe 
du moment Gi fdU avec des parallèles aux axes Us, 
Op, Os, menées par le point Oi , os aura 

Rt 11 Li 

<»••»=—, eos <, = — , o«t yt = — , 

G, G. G. 

quel que soit te centre des momens; et, d'après les 
équotions (a), {l), (c), il en résultera , en particu- 
lier, pour un point 0. appartenanti la droite dd- 
terminée par les équations (i), 

X Y Z 

COS , CM Cl = — , OOS >>! = — \ 



ce qui asonb-e que les ases de tons les 

principaux tmjràna, dont la vslenr commune csl 
donnée parla formule (e), sont parallèles entre eus 
et il la direction de la force &. 
Quand les forées données ont nne résultante 

«nique , il est évident que la plus petite valeur de 
G| doit avoir lieu lorsque le point 0, est pris sur sa 
direction } ce qui rend cette valeur égaie n xéro. 
léeiproquement, si la valeur de Cri est nnlle par 
rapport à un point 0, , on en conclura que les 
forces données F, P', P", etc., ont une résultante 
unique , passant par ce point \ cor si elles se rédui» 
aaient à deux foreea non eomprises dans un mémo 
plan, on pourrait fairt« passer l'une d'elles por le 
point Oa , et réduire leur moment principal à 
oélui de Tantre force , lequel ne serait pas xéro, 
contre l'hypothèse. On conelntdeli qnn,laeondj* 
tion nécessaire et snfisanln po«r qnt les forées 
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dofméeiaimtmMgrfMttAiilo imîqii«,eoiMbléea ee 

«|iu> leur moment |irilMMpal paiwe étro égal k téro. 

Ce moment étant nlors un mim'mym , la condition 
«iont ii s'agit sera cxpnuicu par i uqiuiuon 

u + HT + nx s 0, 

d'après la formule (c)/ el le point 0, auquel il se 
t k Mtt« lénltaQle, le» é|iM- 



lient do b dioila Mivuit leqmliA «11* «I dirigée, 



Xy> — Tjti -f L = 0 , 

Yj, _ 4- ?< = 0, 

en vertu des équations (6). Ces résultats ooincideot 
avec MUS dn n« £63 qu*«D • tnmiê per d^ftolree 



CHAPITRE m. 



BXEMFLES DB L EQUILIBRE D UN CORPS FLEXIBLE. 



S. On appelle , en général , «tCeUie /ÎMfeii- 
ledr»^ tout assemblage de oordes liées entre elles 
par des nœuds fisr-;, nu simplement passées dans 
des onneanx qui peu wat couler le long de ces cor- 
des. Le nombre des «Mirdoiii qui viennent aboutir 
ô un même nœud peut être quelconque; mais pour 
siniplincT Kl question , nous supposons que chaque 
noeud n'assemble jamais que trois cordons; et, en 
premier lieu , nous esclurona lea anneaus mobiles. 

Prenons doue une cordeparfaitement flexible et 
d'une longueur quelconque , dont A et B ffi^. 71) 
■oient les deuK extrémités. Soient M, M , M", etc., 
diffiérens point deisette eorde ; atfaehona k oei pointa 
des cordons IC, H'C, M"C", etc., «^nivant lesquels 
agiront des forces données P, P', V", etc. ; nppli- 
quons aussi au point Jl une force donnée H t ^'ô**' 
aant dans la direction du cordon MA, et on dernier 
des points M, M', M", etc., une autre force donnée 
K, dirigée Tcrs If point B. Dans l'état d'éqiiilihrc , 
cette corde flexible fnmirra uu polygone dont les 
aommets seront les {miuts A, M, M', M",.*« B, et 
que nous appellerons spécialement un polygone fu- 
mcytnire. Il s'agit de trouver les condidn-i'i 'inflfs 
forces données U, P, P', P",... K, duivciii remplir 
pour que ect équilibre aoit poaaible , et de détermi- 
nerla figure du polygone qui convient & cet état. 

Pour trouver ces conditions , je pors de ce prin- 
cipe évident que si l'équilibre existe, cImcuu des 
cmdena MU', JI'M", etc., doit être ticd, h icf deux 



extrdmildfl, pardesforeea dgalet, dirigdei snivanl 

•es prolongcmens; cor si ces dfut forces n'avaient 
pas la même direction que le cordon , rien ne les 
emptobenit de le faire tourner } et si ellet u^é- 
tnicnt pat égales et contraires, elles feraient atran- 

ccr le cordon suivant sa dirrction. 

Il s'ensuit d'abord que la résultante des dent 
forces 1 etP, appliquées eu point M, doit coïncider 
avec le prolongement MD du cordon MV. On peut 
donc transporter le point d'application de cette force 
nn pointM' situé sur sa direction (n» 41); en la com« 
pusantensoile avec la force P', appliquée îicepoint, 
ilfuudrn que cette seconde résultiinte. qui sera celle 
lies trois forces If. P, P', roïncide avec le prolonge- 
ment M'O' du cordon M'' M' i et par conséquent, il 
sert permis de ta transporter an point H". Je jirends 
encore la résultante de cette force et de V" qui agit 
en ce nipMiti point M" ; j'ai , de cette mnnicre, f.i 
force qui tire le cordon M"3i'" à son extrémité M'', 
et qui doit être dirigée snivant son prolongement 
WD''. Cette force cst,riiniiiie on voit, In rés^* 
tante des forces H, P, P', P'; un roisonnrment 
semblable proutcrait que la force qui tire le menus 
cordon k son extrémité V" et qoi doit enùicider 
avec son outre prolongement M"'D"', est la résolu 
tonte des forces P"'^ P",...,K ; ces deux résultan- 
tes sont dune égales et directement opposcei j et, 
conicquemment, la résultante de toutes les forces 
données H, P, P', P'.... K , doit être égale i téro» 
On parviendrait évidriiimcnt au même résultat, en 
considérant les forces qui agissent aux deux extré- 
mités de tout autre cêté du polygone. 
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Aînji,lcs Torres appliquées au polyf;one funicu- trois équations entre les grandears de cet forces et 

iaire doiveat être telles qu'en les transportant en les angles que font leurs directions avec trois nxns 

vonème point panUèlameiit à elles-méines, elles ractangiilaïres menés pur ce point. Ces équations 

»Y ft wwii éqnyilwa} ee qni éom^ omnaie oe lait, Miit(ii»8S) 

H COS a + K. cos f 4" P cos » -f- P' ros etc. = 0 , J 

n cos R 4- K rr,s f V es C 4- ros r + etc. = 0 , > («) 

H OM c 4" co» j 4" P cos y 4- P' cos ^' 4" = 0 ^ ) 



«, etc., désignant les angles relatifs à l'un 
detasM; h, f, C, rte., Iw anglct retetib b on 
autre a ; et c, y', rto., Mnx qiii réjpondvit 
■a troisième. 

aas. Lorsque les forces fi , P, P', P",... &, et les 
diicelioiiBdM outdoupir Ictqueb «Net «giMent, 

satisferont pn^ à rrs rqnntions, i! scn impossi- 
ble qn^elles se fassent équilibre par le moyen du 
polygOM fiuiiealun, quelque figure qii*Ml Itai 
doMw; mab Umlat im foii qua oaa éqqationt t«> 
ronf ^nthfnitcs , on pourra lïrinncr au poîyj:o;ii" mie 
figure telle que l'équilibre art lieu, l.t^» grandeurs 
«IletifocclionidaafoTeas n, P, P', P ',. - K, étant 
données, cette lîgnre est déterminée , et sa con- 
stroction résulte de la suite de compotttiona de 
forces qua nous venons d'indiquer. 

1b «ÏTrt, connaiisaiit les directions det eordom 
SAcAKC, par lesquels agissent les forces H et P, 
on (îrtermitiera la grandeur et la direction de lenr 
ré&tiit.mte. Sur le prolongement de cette direction, 
à partir du point M, je porta la longueur donnée du 
cétéXM'; cela fait, j'applique au point M' la résul- 
tanf f> de ÎI et P suivant la ligne M'W , et la force P* 
suivant la direction donnée du cordon M'C. Je 
fmtéê la Tësnllanta de ces dans forçai , et sur le 
prolongement de sa direction, à partir du point M', 
je porte l.< longueur darinde du roté M'M". Mainte- 
nant, je l'ais au point M" une construction sembU- 
kla i ceUe «{ua je irieu dMndîqner pour le peint 
1; j'apjillqufî en M" la dernière ri^suUante sur le 
côté M 'M', et la force P" suivant ta direction don- 
née du cordon WC^ je compose ensuite ces 
leni foroe» es une laula, rt, soi- le proloRgemenI 
de celle-ci, Je porte la longueur donnée do cMé 
V'M'. 

Je continue ainsi jusqu'à ce que je sois parvenu 
tu damier des nœuds V, W, etc., qui sera , je 
soppote, le point M"*, de sorte que M'»B soit Ir- fi» r 
nier coté du polygone. Sa direction est connue, 
pnisqu'elle représente œlledela farce estréme K, 
qui est donnée par hypothèse. Il fandni donc que la 
direetion prolonpj'e de l.i résnltantc «les deux forces 
appliquées au poiut , suivant le coté M'''X** et 
suivant le cordon ■» O , colneideaveo la direetion 
donnée du eété W^là* C'est , elTeotivenicnt , ce qui 
■irivera toujours ; ear, d'opiès notre rnnstruction , 
la farae dirigée suivant M'*]!'" n'est autre chose 
qoelaréinltante det cinq forces H, P, P', F', F^, 
transportées au pokliM" parallèlement à leurs di- 
rcHions { en la composant avec la force P** j dirigée 



suivant M'*C" , on aura lu résultante de toutes les 
feecea donnéea, moina la forée K; or, en vertu des 

équations (a\ qu'on suppose satisfaites, cette ré- 
sultante est égale etdiroi^enient opposée à laforoe 

R (no 36). 

Si Ton mène perle point A, laa troia axes ani* 

quels se rapportent les onj;Ies a, e, », etc., S, f, 
C, C, etc., Cf g, y, y', etc. ^ les coordonnées do 
chacun des sommets du polygone, rapportées k 
cea axes, seront les projeetions sur oea niteaa 
oses de la paKie du polygone comprise depuis le 
point A jusqu'à ce sommet. On pourrait les calcu* 
1er, enfonotiont deees angles , des longueurs des 
eûtes du polygone et des forces données ;lea for> 
mules générales que rmi obtiendrait <!i' rrttf via- 
uière serviraient, dans chaque cas, à construire 
direolenienttona les sonniets du polygone , on aeu* 
lement un ou plusieurs de eea points ; unis il att 
|iln^ siniplr de déterminer successivement, et les 
uns au moyen des autres , lesdiffcrens côtés du po> 
lygaue, einsi qu'on vient de Hudiquer. 

287. Quand les forces données remplissent les 
conditions exprimées par les ^quntions (o), et qu'on 
a fait prendre au polygone la figure propre à Té- 
qoilibfo, TinteBsité commune des deux forma éga- 
les et contraires qui tirent clinrnn des côtés suivant 
son prulougement, est la tension que ce cordon 
éprouve; il est rionc important, dans la pratique, 
de caleuler catto tension , et de a^aisurer, par Fax* 

pc'rienrr, (]t)'elle nedi'piissc pas celle qn'nn cordon 

du même diamètre et de la même matière peut sup- 
porter tans ae rompre. 
Or, d'apréa oe qu*on vient de voir, cette tension 

variera li'nn côté à l'autre dn i!'>!y-'"mf- ; la tension 
du côté MM' sera égale à la résultante des forces B 
et P, ou I celle des forces P', P", P'",..- K ; la ten- 
sion du cote yVW sera égale à la résultante des 
forces H, P, I", ou ii celle des forces P", P'",... K; 
«t ainsi de suite, il sera donc aisé, dans chaque 
eus parlieulîer^ de déterminer les tensions qu*ô- 
prouvent tous les côtés du polygone en équilibre , 
lorsque les grandeurs et les directions des forces 
II, P, P', P",... K, seront toutes données. 

Si les points extrèmca A etB du polygone sont 
fixes , les forces H et K représenteront & la fuis les 
tensions des cordons f jni nboutissent n ces points et 
les pressions que ce» points éprouvent. Dansée cas, 
les valeora de H rt ft, et des angles o> & , g, 
qui déterminent les directions des deux côtés extrê- 
mes du polygone, no seront plus données ; maison 

22 
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170 TEAiTS DE 

won huit équiiHms pourdétarminareM Irait in- 
connues , savoir, les équations (a), les équations 
( 6) cos>a -\- cos'^) -\- rns'f? — l, cos>* -|- cos*f -f- 
cus*jp= L j et troi» uquatioas résultant d« ce que la 
position dM deos {N»ioU fixe* A et B «•( donnée. 
On formera celles-ci en calculant les valeurs des 
trois coordonnées de l'un de ces pointi, rapportées 
à des oses passant par l'autre puint, c'est-à-direi 
pra}eetio(W du potf gone «ntier rar ees trois 
aset, et les égalant ans faleon données de ces 
4Dënies coordonnées. 

■La détermination de ces huit ioconaues sera gé- 
nénlenent trie eonplîqnée; mate «pris qne le 
polygone funiculaire aura pris de lui-même la figure 
propre à l'équilibre des forces appliquci"»» «p<i som- 
mets, on obtiendra sans difliculté les tendions de 
•CB diifércna eMés| oe ipii snfllra pour le preliqiw. 
Âînsi| en décomposant la force P oppliquée au point 
H en deux nutrrs forces dirigées snÏTnnt les pro- 
loogemens des cotés AîN et ^M', trs composaates, 
données immédiatement par la règle du parallélo- 
gramme des forces, seront les tensions de ces deux 
côtés. Celle qui agira suivant le prolongement de 
AX devra être égale à la force agissant suivant ce 
premier cMé« lorsque le point A sera libre; et 
quand il sera fixe, elle exprimcru la pression exer- 
cée sur ce point. Pareillement, les composantes 
de la force P* suivant les prolonge mens de MX' 
et M*!", exprimeront la tension de dl^è eon- 
nue par In décomposition de P, et Mlle du e6té 
edjaoont M'M"ï «t ainsi de anite. 

968. Les ooidons qui forment tes dîlliBrens eôtés 
d'un polygone funicnlaire sont toojoars an peu ei* 
lensibics ; chiirnn d'eux s'allon-^e d'une petite qtian- 
lité, en raison de la tension qu'il éprouve dans l'état 
d équilibre; et lorsque cette tension est connue, 
on peut calenler rellongement correspondent. 

En effet, IVxpérienfr' pro-nc que tant qtie la 
tension d'un fil homogène et d'une épaisseur con- 
stante n'approche ps de la force nécessaire pour 
le rompre » son allongement est proportionnel k se 
longueur et à la tensinn rpi'il éprouve; il varie 
d'ailleurs, d'un fil à un autre, avec reptùssenr et la 
matière du fil. Cela étant, je suppose que l'on at- 
tacbe i un point fixe nn fit 4e la même épaiisenr 
et de 1 1 nif-rir Tn itii'rf que le rnrdon AM, et que 
l'on suspende ù son extrémité iufériewrc un poids 
donné n, très grand par rapport à celui du fil. 
Soient I et I (1 + «) ses longueurs avant et après 
la suspension du pnids Ff; rette quantité «sera une 
fraciinn très petite, indépendante de /et propor- 
tionnelle àn, en négligeant le poids du lil^ en 
sorte que si, dans une antre expérienoe, les trois 
quantités i, «, H, sontJ^,'»', JI', on aura 

n 

quels que soient let l. Or, il est évident qu'un fil 
«ttoché & nn point fise et tiré à son autre extrémité 



par une forée dirigée suivant son prolongement » 
est dans le même éUt que s'il était liié par oettn 

mèn»c force suivnnl ses deux prolon-;f rnons. Si donc 
on oppeUc T la tension du cordon AM , et si l'on 
suppose qu'il se Soit allongé dans le tepport dn 
1 r i Tunité, on amn 



pour déterminer cet allongement; et il en sera de 
même pour tous Ijcs autres côtés du polygone. 

980. finit quo les pobts extrêmes A et B du po- 
lygone soient fixes, ou qu'ils s( ioiit libres, si l'un 
on plusieurs des nœuds M, ]31', M'', etc., sont rem- 
placés par des anneaux, cette circonstaoce don- 
nera lien à de nouvelles conditions d'équilibre. 
Supposons^parexemple, queM"soitun anneau mo- 
bile qui puisse glisser le ton^ du cordon M'M'H'''; 
il est clair que dans ce mouvement la somme des 
distances H'I" et WW", du point H" aux pointa W 
et M"', restera constante. Or, si l'équilibre existe, 
cet état ne sera pas troublé en rendnnf fîtes ces 
deux derniers points; mais alors le point M'' sera 
dans le même eas que s*il éteit astraint & demeurer 
sur la surface d'un ellipsoïde de révolution, dont M' 
et M'" sont les deux foyers , et dont le f;rand axe 
est égal à la longueur donnée du cordon M'H"!!"'; 
doue ce point ne peut rester en éqnililire (n» 90), 
à moins que la force P'' ((ui lui est appliquée ne 
soit perpendiculaires cette surface ; d'où il suit , 
d'après une propriété connue de l'ellipse, que la 
direetion de cette force doit couper en deux par- 
ties é;,'nlea l'angle des deux rayons vecteuxa VI' 
et M M ". 

. lort donc qu'en exéeatant la construction du 
o9 988, on sera parvenu h nn anneau mobile tel 

que M" et que Ton aura pris la résultante des deu\ 
forces dirigées suivant WW et M^C, dont le pro- 
longement sera le côté WW*^ ai Pon trouve que 
les ongles C"H"1' et C' W' ne sont pas égaux 
enlrn eux , il en f.iudra conclure que l'équilibre 
n'existe pas. En général, il faudra que la direction 
du cordon ]1"C", ettaché h un anneau mobile, no 
soit pas donnée d'avance, afin qu'on puisse, en la 
f!f'!( rminnnt d'une manière convenahle , remplir U 
condition de l'cijalité des deux angles M']|"C" et 
Î|'"||"C". 

Observons que dans l'état d'équilibre, le* ten- 
sions des deux côtés adjacens à un anneau mobile 
seront égoles entre elles ; cela résulte de ce que ces 
denx càtés font des anglea égaux «vee ta dimHHNi 
de la force oppliquée à cet anneau, et qne lenis 
tensions sont les composantes de cette force sui- 
vant leurs propres directions; mais cette égalité 
de tension peut ausai dire considérée comme évi- 
dente en elle-même I pnîaque les deux côtés le 
Ion;; desquels l'anneau peut glisser ne forment 
qu'un cordon , qui doit nécessairement éprouver 
ta même tension dans toute son étendue. 
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HO. Cb nom Hmnu k l'égard d'un «nnwn 

obligé d« glisser le loog d'un fil coaiidtfré oomoM 
inextensible et [larfHitrmt'nt flexible, peut s'éten- 
dre à tous les points d un système de points maté- 
tieb en dqnilibre. Qnelle qne eoit h lieîeon de ces 
points enlre eux , on ne troublera pas cet équilibre 
en fixant tous tes points du système , cxrejilé un 
seul. Or, si la liaison de ce poiut avec les autres 
est telle qn^il pniiae eneore décrite nne aurbee on 
seulement une 1i<^nc courbe autour de ces points 
fixes, il est évident que le point mobile sera dans 
le aéiae cas que si la surface ou la ligue courbe 
exitiaU rdelleaunt; percenatfqnent, U direction 
r^r la forre qui lui est appliquée doîlélre nensaleà 
celte kuiface ou à cette ligne. 

Condoona donc que dans tout système de 
pointo metdridi en d^nilikce , la fotee ap|iliqo<e à 

chacnn de ces points est perpendiculaire à la sur- 
face OU à la ligne uu laquelle ce point serait obligé 
de rester, u lone ke autres points auxquels il est 
lié étaient regardée , penr nn noaent , oemmedea 
points fixes. 

Quand cette conditioii,.relativc à la direction des 
forces et à la liaison des parties do système , nVst 
pas remplie, on peut être certain que l'équilibre 
n'eiiste po^ ; ninis elle ne snfTît pus àclleeCttlepOUr 
assurer l'équilibre du système. 

Mf . Si teutce les fbrees qui agissent ntr nn po- 
lygone funiculaire suspendu aux deux points fixes 
A f t sont des poids donnés, il résulte de lu con- 
struction du u"286, que ce polygone tout entier 
ma eontenn dena le plan vertical pueeni par ces 
deni points ; et cela est d'ailleurs évident en sei- 
mémc. pniM|u'iI n'y aurait aucune raison pour 
qu'il a' écartât de ce plan plutôt d'un côté que de 
rentre. In ptenent alors la perpendieulaire k ce 
plen pour Talte auquel répondent ^, y, y\ etc., 
tenaces angles seront droits, et la troisième f^f^na- 
tinn(e) diaparaitra } les deiu autres se rédutruui à 

U cos a 4* 1^ coa e ss 0, 1 
HcaaA4-K.coef-fn=0, J 

en supposant que les ongles • , * , eto. , ré- 
pondent k nneie boriiontal , et lesanglai f, C, 

C, etc., H on axe diri}.'é dons le sens de la pesan- 
teur, et en représentant pur ii la somme des poids 
F* P*^, etc., eppliqoés au polygone. 

L*équilibrc de ce polygone ne sera pastfOiiblé si 
Ton rend sa forme invariable; par conséqni!»nt , In 
force H devra être égale et directement opposée à 
la résnttante des forces H et K. In vertu des équa- 
tions (6), elle est déjà égale et contraire à cette ré- 
«uHunte; il fnudra donc encore qu'elle passe par 
le point O (fig. 72), uu les prolongemeos des cor- 
doiM estrémea AM et BR viennent se couper, et 
qu'on peut prendre pour le point d'application 
commun an» deux forces H et K. Ainsi , dans l'état 
d équilibre, la résultante II des forces verticales 
P« P*, F*', ete., sera dirigée anivani la vertïoale 



OD j et , cela étant, on aura les proportions (n*M) 
U ; n ain bod ; sin aob, 

qui feront connaître h '; tensions des cordons ej- 
Ircmes , ou les pressions 11 et K. e&ercées sur les 
deux poltats fixes A et B , quand en anra mesuré 
les angles AOD et BOD. 

292. On peut f.iire sur les tensions des cordons 
qui supportent un poids donné , la même remarque 
que l*on a déjà faite à l'égard des pressions éprnu* 
vees par les puints d'nppui d'un plan horîtOnlal f UT 
lequel uu poids est placé (n" 270). 

Supposons que les trois cordons attachés ans 
peints Uses A, B, C (fig. 73), se réunissent an point 

M, et qu'eu ce [)oint un poids P soit suspendu et 
agisse suivant lu verticale MD. Prenons un point 1^ 
sur le prolongciuent de cette droite, et coostmi» 
sens leparaliélipipéde dont WBf est la diagonele, et 
qui n SCS trois côtés adjacens HA', MB',MC', sur les 
directions des trois cnrdnns. Si l'on représente la 
force P par la droite MD*, ses composantes suivant 
ces direotioiu seront représentées parleedroîtea 
MA', MB', îlC, el elles exprimeront Ir»; tr>nsionsdcs 
trois cordons MA, MB, MC, ou les charges de» trois 
points fixes A, B« C, lesquelles se trouveront , dans 
ce cas , conq>1èteinent . dAerninées. lais , lorsque 

If? ffirdons aboutissant ntt pniiit M srrnut nu nont* 
bre de quatre , ou en plus grand nombre, on pouita 
décomposer le force P d'une infinité de manières 
différentes, suivent leurs direettons; en sotte que 
leurs tensions et les charges des points fixes ne 
seront plus déterminées , et une ou plusieurs d'en- 
tre elles pourront être nulles ou prises arbitraire- 
ment. Or, cette indétermination aurait résIledMot 
lieu dans la question abstraite, où l'on n'a tenu 
aucun compte de Textensibilité des cordons; mais 
dUe lA^iiste plus dès qu'on a égard à cette propriété 
de la matière : alors tons las cordons s'allongent 
un tiint soit p-'u; leurs extensions dépendent de 
leur nombre et de leurs positions relatives j et si 
l*on mesurait ces petits allongemens , on on pour- 
rait conclure la tension de cfaaqne oerden, ou la 
charge de cliaquc point fiie qui a réellement lieu. 

Ainsi , eu supposant que le cordon AM , par 
exemple , se soit allongé dans le rapport de l 4* ^ 
à l'unité , et sadisnt, d'aillenrs, qu'un cordon de 
même matière et de même diamètre s'^llon-r dans 
le rapport de 1 -f- « à l'unité, quand on le suspend 
verticalement ji un point fixe, et qu'on attache le 
poids P à son extrémité inAbionre, on eneenelnta 

(no 288) qnc 1.1 t rnsion t'-pronTt'c prtr et' cordon, 
ou la charge que supporte le point A , est égale an 

produit — p. 
m 

Si l'on désigne par V et i', «'' et 1", etc., ce que 
deviennent les fractions* et / relativement aux 
cordons KB, NC, etc., et par ^, y'^ y", etc., les 
angles aigus quefentleseeidean ÉÂ* KC, etc.. 



Digitized by Google 



172 



TRÀlTÉ DE BÉCAKIQUE. 



•v«o b vnUnle S V, U faudr* qu'on «il 

» r f 

— eos y + ^ oog 4. » CMy" 4- «lo. 9 l , 

ann ([iH- la somme dea composantes Terticales de 
toutes les tensions soit ci^ale au poids P. En proje- 
tant les mêmes cordons sur un |ilan horizontal 
mené par la point et détignaat », etc., 
les angles que les projertionsde MA, MB, MC, etc., 
font uvec une droite MU tracée erbilrairemeotdbDS 
ce plan , 00 aurn au%s'\ 

— lin y tin ■» >^ — ain y' sin m' + ete. =0, 
« «' 

# *' 

— siu y cos » -j- — sin y' vos u' -|- etc. = 0, 

pour exprimer tfo» U résutlante de toutes lei ten- 
sions est une force Tertirale. 

Quand il n*y a que trois cordons , o'><; trois équa- 
imna suffisent pour déterminer les rapports do leurs 

# i* J" 

tenaiona »u poidi P, ou let valenra de — , — , —, 

• «' «>' 

•u moyen dee engles que ces trois eordoni font 

nvr ■ la Tprtirale MD', et des an^^les compris entre 
les plans de celte droite et de leurs dircrtinns. 
Quand il n'y en a que deux, leurs direction» et 
cette Tcrticaie sontcompriaea dans un même pUn ; 
ce qui réduit à une seule les deus deniîères équs* 
tiens. 



$ II. ÈquUiitn d'un pi fiexibie. 



2VA Considérons d'abord un fil pesant, homo- 
gène et d'un diamètre constant j supposons>le par- 
isitament flexible etattaehé par set extrémités A et 

r 'fit' 74) h flcnx points fixes; et proposons-nous 
de dclerminer la courbe ABC qu'il formr* rlans son 
état d'équilibre. On nomme celte courbe la chat- 



comprise dana le plan 

Terticnl passant par les deux points fixes \ rt f! ; 
car il n'j aurait eocuoe raison pour qu'elle s'en 
tfeeittt plutôt d*ttn edtd que de Pcutiu. 
Fer un point 0 , menons dant oe plan dent u«e 

rectanj;ulatrc5 Ox et Oy, qui seront cenx des coor- 
données positives; prenons Os horiionlal et dirigé 
du oMé dn point A , et vertical, dirigé en teos 
contraire de la pesanteur, et passant par le point I, 
le plus bas de la courbe. Soieotxety les coordon- 
nées OP et PM, rapportées à ces deux sxes^d'on 
point quelconque]! de le ehataette , ct • l*efe H 
aboutissant en ce point et compté du point B{ ct 
désij-'nofis yinr x', y', tf, cequedt-Tiendront «,y, 
relalÏTemeutà un autre point M' de cette courbe, 
telqneronelt«'> s. 

Si Pon appelle p le poids de Pcnité de long neiii' 
du fil , lorsqu'il est couché sur un plan horitootal, 
f («' — a) sera , dans cet état , le poids d'une lon- 
gueur si* — e du même fll , puisqu'on le toppew 
faomcgéBU d d'une épaisseur constante. Quand il 
sera suspendu aux deux points fixes A et B, se<i dif- 
férentes parties s'allongeront inégalement, à raison 
de letnt lentioot retpecUvw ; et , en même tempe, 
leurs densités ou kmtf ^pcisteurs diminueront 
de manière que leurs masses ne chon-enl pas; par 
conséquent, le poids de cette longueur a — « ue 
sera plus eseetement la mémo qu'aupamTent; 
mois si la matière du fil est très peu extensible, et 
qu'on nî'(;li^e les petites dilatations de ses partie», 
on pourra encore prendre p [»' — a) pour le poids 
eorrespondant à Tare BH' de la ebaloette. 

Soient, en outre, Tet T' les forces inconnues 
qui ajrissent à ses extrémités M ct M', et protien- 
nent de ce que ces points sont liés aux parties CM 
et AVde cette courbe. Ku Joiguaot cet forcée au 

poids p (s' — s), on pourra considérer SIM' comme 
entièrement libre ; par conséquent , si Ton repré- 
sente pur • et C les angles que fait la direcliou de 
la foroaTa*ec les proloDgemens des eoerde nu de e 
X et y de son point d'application, ct par «' ctC 
les angles analt^nes relativement à U force T', 
nous aurons 



T (« CM C 



T cet * 1' cm = 0 , 
T cet C ^ T cot C = p («* — «j, 
f cos • ) 4* I* (ff* eut C — f* cot «') ss: p («' — «) «1 , 



{•) 



peur PéquOilire de cet trolt foreet coropriset dans 

an même plan (n» 262) ; Xi étant Tabsci'.se bori- 
sontale du centre de gravité de l'arc MM'. Klli s 
auront lieu, quelle que soit la longueur de cet arc : 
si on la tuppote infiniamit petite , on pourra né- 
t;ligcr, dans ces équations, les quantités infini- 
ment petites (lu second ordre; mais il faudra 
oonserver les quantités du premier ordre; ce qui 
u'cmpêQhcta pat quVu ne dot? e cemiddirer la farce 
Tccnna diant diti^ tuivant U partie U de la 



tangente, à raxtrémitéH, et la force tulvaul 
la partie W da la tangente, à Tautic extrd* 

roité M' . 

Pour le faire vutr, prenons sur MU un poiut m 
tel que Parc Ma toit infiniment petit du teennd 
ordre; ce qui permettra de négliger le poids de 
cette partie de la chaînette. Si l'on fixe le point m, 
l'équilibre ne sera pas troublé ; or, le fil étant sup- 
posé patftilcfliest flaxiMc , il n^ aurait rien qui 
empèdiât la Awca T da faire tonner Parc JÊm au» 



« 
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l6w ^ fl», li «Ils frétait pM 4biflfa mifa«l md 

prolongeaient n. On verra le mêawqmhfvfM 
T' doit être dirigée suivant M'H'. 
D*aprèac«U, nous aurons 

ds djy 
CM • sas — —, CM € = — • —, 
A lit 

eu» = — , co« C = — • 
A» 4^ 

H M néglîgMiil 1m ioBaUMBt petite d« Mwnd 



dx dk 



rfy ày 
CM C = — 4> if . — * 



On peut aiuii prouver qu*on ■ 1* =T dT. En 
dbtf le qnentltë T ert ose fonetioo d« ooordoa- 

nées dn point quelconque H auquel elle répond, 
qei devient , contéquemmeoti T 4~ <^ point 
V; en M point , elle exprime le ferce qui agit sur 
la partie supérieure AM' de le dwlnette , suivant la 
direction M'H , proinn^ement de H'M' Or, si m' ttt 
un point de la courbe dont la distance à M' est infi- 
aiaMat petite dn leMud ordre, la force qui agit en 

Mirle peltia km', sera la même , en grandeur et 
en dîrerlion , qne rrîle qui .iç^'il en M' sur A^' ; par 
ooBséquent , U partie M'm' de la cbaîoette est tirée 
M ICM eontraira, euivent WV etei'Hj , par des 
forces et T + lit, qui doiveoi être dgelM pour 
que M'm' demeure <>n éqnilibrp. 

Cela poeé, je substitue ces ditïerentes valeurs 
^ÊÊê kl dam prenièrM dqwtiens {a), et j*j fais 

dm 

d. L 

d9 



0, d,t'~=pdê. (i) 
Quant à la troisième, elle prendra la forme 



4. T 



eu 7 BégligMBt 1m infiniaieut petite du eeeend er- 

drc , rc fjui prrmrt f?e remplacer Xi par x dans son 
tecond membre. Or, cette équation Mt la nièflae 
cheMqne 

di§ d» 

«I. T frf.T — = f9i»i 

df da 

et , comian on voit , elle est une mile des deux au- 
tïM. Effectivement , le prnhirme ne peut df'prrtire 
que de deux équations, puisqull n'y a que deux 
ineoonuMy et T i déterminer en foneCient de x ; 
1^ première, poweonnaJtreréquation de la courbe, 
et la seconde , pour savoir quelle est la tension en 
uo point quelconque M, c'est-à-dire , la grandeur 
^SweM égelM qui tifeni rMément Mm raÎTant 



8M. L'intégrale de le pnnn«w éqnnlion (»)Mt 

d» 

T- = e, 
à» 

en désignant par ola constante arbitraire. Au point 
dm 

ll,ona — stetT = ei lidMieontepidaenteln 
ds 

tem ien en et point le plat bas , par le poide dHme 
longnenr JkdofilfMiameasjÀ, et, en on point 



ds 

T = »* — . 
dn 

U weendn dfMtîm (I) def ieodin done 

U. — =d»i 
dm 

d'où 1 on tire 

dx 

en observant qn^on a , eu même temps , s = U et 
dy 

— =:0n« point i,Gea 
ds 

immddialement Pave «et la tension T, lorsque V«t- 
donudepeura été déterminée en fonction de t. 

En mcttantdantrdqoationpréeédente,àkpleee 
de ds, sa valeur 



feront cnnnaltce 



on en déduit 



M. — 
dn 



dy 



Inint^nntetelwerfantfn*nBn#&sOet— =^0 

ds 

a» peint B , on en déduit 



''^ I X dmt î 

ds dx* 

e élaut , à Tordinaire , la base des logarithmes né- 
périens. Je multiplie cette équation par 
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1 



ii'ou i oa tire 



en ob«ervaiil que j = 0 et j: = 0, au point B , et 
Itrenant Torigine 0 de* coordonoées & la distance h 
wAtutnu d« oe point , de sorte qa*OD lit y = h 
qumd «srO. 

liy 

Ces équations (e) donnent *= & — , comme plus 

ds 

haut. La seconde est l'équation de la chatnettc, 
sous la forme la plus simple j elle montre que celte 
wwIm eit sfinélriqaa de part et d'enlte de ion 

point 1r phis bus. 

La valeur précédente de T deviendra 
d» 

«DMirteqae la tension en un point quelconque M 
est exprimée [>nr \r poid^ H'nne longueur du fil, 
égale à la perpendiculaire Siif abaissée de ce point 
•nr la droite beràentale» paeiaai par le point 0. 
Ceel an pmnt Bque celleteiicîoa eat la plvi petite ; 



ei ie f elenr «tt M petnl eetpM', ceauM OB r« Mp- 

posé. 

295. 11 ne reste plus qu'à déterminer la con- 
•lante h qai entre dam eet femnles. respreerioa 
de y fera enesile «omialtro la figure de U chaî- 
nette j muïs pour »]iif position 5<>ît ronnue dans 
le plan vertical passant par les poiutk A et C , il 
favdn anwi déternincr la diilaooe de l'aie Oy i 
Tun de ces points fixes. 

Pour ccln , je mène par le point A une horixott- 
t«lc qui coupe i nie Oy en un point Q , et par le 
point C , nne vertieale qui reaeeafre celte liorifeon- 
tale au point D. La position du point C, par rapport 
an point A , étant connue , les distances AU et DC 
seront donnéea. Je les reprdeealA par s et je 
ddtign» auMi p«r*l» diatanea ; en lette q«*«« 
ail 

âO = fl, DC = é, AQ 8s A, 0« sa A; 



■ et »étanl ût$ qoantitéi dénuée*, et et lee 

deat inconnues qu'il s'agira de déterminer. 

J'apprlleroi jk' la distance QD,/ la lonj^MCur don- 
née de la courbe ABC , <)f et y' ses parties AB et 
BC , /la flèche BQ; on eoia 

* + *• = a , y + y' = I, 

en regardant k' et y' comme des quantités positives 
ou négatives , selon que le point C appartiendra ao 
prolengentent de AB ou à AB même. Les ordonoéee 
des points A et C seront h-\-felh-^f — b,en 
considérant aussi la quantité 6 comme positive ou 
comme négative, selon qne G MM an-deaMma 
an-dcssos delà droite liortM»tele,flaenée parle 

point A . 

Si l'on tait riiinslcs équations (c;, ti\»lM»rd 
S =z k, * = y, y=A-f-/', 
etoasuite 

* = as=-/» .1 = * + f-«, 

Oeaiéialiera 



S = 



d'eu 1*0» tire 



Delà et de H* = onoeneluC 

(i -f ) 

i* — »a = V Va « — 2 / , 
ettparoonadqnent. 



. _. +. _. j, 

(A * V 
_ . +. ). 



9m, 
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Ikifwil, pour abréger, 



— ' = K = ». 

a* 

Celte qmaUttf » éUnI composée de qasnlités 

données, Téquation {i) fera connaUrela valeur do 
*, et par snite relie de h. En général, cette équa- 
tion ae résoudra par des essais; et Ton en déduira 
la irafcor nanériqua de • d'après celle de », eoesi 
esacti-ment qu'on voudra. Si n dilTéretrés peu de 
Tunitc, la valeur de « sera très petilej en dévelop- 
pant alors les exponentielles, et négligeant la qua- 
triétae puisiattea de a , on ann simpkaieiil = 

6 n — 1 > 

5i nous faisons aussi 



«f la valew ptécddente de h devieadia 



0 



cv qui fera connaître la valeur de C, d'après celle 
de ft, et, eoiMéqiie«M»ettl, lee quantités h tUV. 
Le signe de k' décidera de quel céié de Oy^ le point 
C sera placd. 

Le CMS le plus simple aura lieu quand les points 
Ibe» A et C seront situés anr «me mêaie droite ho- 
riaenlale. On ana alors è 0} Téqnatien (•) don- 
nera C=0, et, par soite, 1 a^oonme 
cela doit éire. On aura , en mène lempa, 



ce qui fera connaître les tensions ans points A et 
C , on lee charges que cet pointe fiies auront 1 sup< 
porter, après que la valeur de h aura été calculée. 
Dans If en"» «lénéral, ces tensions f^tromcg se dé- 
duiront des valeurs de jf, correspondantes à x = A 
et«= — V. 

098. Parmi toutes les courbes de nicme lon- 
Rueur, qui ahniitiascnt aux points donnés A et C , 
la chtfinttte est celle dont le centre de gravité ekt 
le pins bat. 

£ii effet , menons par le point A (fig. 7A) onaae 
horixontnl Ay', et un oto \x' verticol rt dirigé 
dans le &ens de la pesanteur, buientx' et y iescoor- 
donnéee d*iin point quelconque lapportéet It 
eet aiei. En appelant t% la distance du centre de 



Riaf itéd*am eoarbe qndoonqoe AIC, i rate Ay', 



6 étant la valeur de *' qui répond au point C , et / 
désignant la longueur donnée de «etie courbe, de 
sorte qu*on ait 

Or, diaprés ta fenmilo («) du n* SOI , ta eourbe 
dans laquelle la première intégrale est un «MS- 
mum entre toutes les courbes de mètne longueur, 
a pour équation didcrcnticlle 



cdx' 



cet c' étant des constantes arbitraires. Eu intégrant 
et observant que les variables jr' ety sont nulles 
en même temps, il vient 



y' = c* log 



+ « + !/(*' + cY 



c » 



et, par conséquent, 

, / 

, pour abréger. 



c + — «'» = y. 

Ou tire de ïa 

_ y 

en faisant aussi 



e — 1/ c» — c*» = y'. 



On atira done 



+ 0 i y + ^ y . 7-, (/•) 

pour l'équation de la courbe qui jouit de la pro- 
priété demandée. Au point C, on aura 



m 



a étant la distance donnée de ce point à Taxe As', 
de eorte qn^on ait i la fois s' = et y* = a. Cette 
équation particulière et la longueur /de la courbo 
serviront à détcrmini r les dens constantes o et c'. 

Maintenant , pour fuire coïncider l'équation {f ; 
avee celta de la ehalnette , déngnons par s une 
constante indétcminée, et ohangeona le* ooor« 
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TRAITÉ DE lECAIlIQUE. 



données cl y' en a*aiilra , tdllw qoe l'o« tit 
+ c = — y, !• = • — 'î 

de manière que ces nouïcUes ooordolllléw JT «t y 
•oteot dirigé en «en* oftntnir* do ^ «t et 
rupportées à une autreorighrt. Par 66 ollMlg«ll«nt, 
réqiMtionC/') deviendr» 



- 7 > • 



7 



7t e. 



DétwimBoat la qmntàté «, «a poMat réqoalioii 



ni désignons p«r — > Ik , U valeur commune de oet 
deus qmntiléi égales» de aorte (|u*oa ait 

t « 

y «7 s — A , « e' = — /l. 

Comme on a yy' = c'» , il en rt'sultera ^ = c'} et 
ré^tktn précédente de la courbe deviendra 

y= 1* (aT+.^r), 

ce qui coïncide avec la sccondn équalttin («) que 
nous avons trouvée pour la chaînette. 

807. Si la force verticale qui agit sor chaqne 
élément du fil antpendu aux points A et C (Gg. 74), 
ou lieu d'être proportionnelle h la longueur de 
réiémeut dê^ est proportionnelle à sa projection 
horitontab d», la aeeonde équation (t} deviendra 

p étant une constante donnée qui représente le 
poids d'un prisme dont la hautour est Tunité li- 
néoiro. Xn veita de la première équation qni 



ne ehoigen pat , on toii|a«rt 

d» 

T=pfc~, 
é» 

ca déaignant por h une ligne de longueur incon- 
nue, et par ph un poids l'quivnlent à la tension 
au point B, le plus bas de la courbe. Il en résultera 

doue 

M. — = 4*1 
ds 

d'où l'entité 

«n jilaçant Torigine des coordonnées s ety au point 
fl . Uans ce cas, la courbe sera , comme on voit, une 
paralioloqtti aura «on sommet an point le ploa ba» j 
etPonaun 



1 = |/*r+yt , 

pour la tentton en un point queloonque* 

En employunt les nolatiootdu n* 895 , on aoia, 
aux points A et C, 

3V= »», 2Jb (/-*) = *'•, 
et fc eauae de + ik' on en conolura 

ce qui fera eonoahm A, ft', qaand on aura^ 
terminé k, dont la valeur se déduira de la longueur 
l dn fil. On aura , eu effet , 



ds 



1 



— = — L^A« 
ds k 



--fi. 



ce qui donne, en eflectuant Tintégration par les 
règles ordinaireaf 



au z= iog 



+ k i/k* + A' + A'» . 



Y.n suppositnt , pour plus de simplicité , li s deux 
points A etC dans une même droite horituntale, 



è=:0, »=sA^=la; 
^équation précédente se réduira à 



M := A* log 



et Ton en déduira, piir dft caiais,la valeur appro- 
obée de A, lorsque les valeurs numériques do let 

k scniuf (ItiniK'cs. 

Cette inconnue h se déterminera plus facilefiient 
quand la longueur < de la courbe différera très ja-n 
de sa pi-ujri'tion «; ce qni rendra la valeur di* k 



très grande par rapport à a. On aura alors, en seriez 
très convergentes, 

. *• »< 
l/As ^iktssb+l JL - + etc., 

k b « ** 

Au moyen de ces valeurs ^ Péquaiion prëoédcote 
devient, à très peu près , 

d'où Ton tire 

a \ ^Ta 



log 



k ^ 



4 i/^a (I — o) 
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On « ehoUi cet exemple , parce qu'il (rouTO ane 
application utile dao* la construction des ponts 
ampendiM, oà il ait important de calculer la ten- 
sion de la chaioe da aaepamîaii et la diargade lea 
peints d'appui 

898. Supposons actuollenu nt qna tous les points 
dv fit aaienC aoNMléi par des forces quelconques. 
D femera , en général « nue oeurba i daabla eanr- 
bure; ïes équations dVqnilibre de chacun de se» 
éldoMas seront au nombre de trois j et, en soppo- 
laat toi^aiiffi la fit parrailanaiit fiesible, on ob- 
iWn Mft dqiiatioda par les eeaiidénitiaM q«e 
nous avons exposées en détail dau iatt> 89t. Be 
cette HMniérei on tnmve 

ds 

d.T — + X . ds = 0, 
dit 

AT — + 1 • dk = 0, ^ (I) 
dit 

ds 

iê * 

*> y, *3 étant Ips coordonnées rectangulaires d'un 
point quelconque H de la courbe , ds Télément 
difiifraiitial de sa longueur « • le produit de la den- 
•lié du fil et de le section perpendiculaire sa lon- 
gnenr, qui ont lieu au point M, de sorte que tda soit 
Pétément de la masse du El ; T ia tension en rc 
«ème point , on la force, de grandeur inconnue, 
qni tira cet élément idj suivantehecvn de ees pro« 
leagemens; X, Y, Z, les forces rapportées à l'n- 
nîté de masse et parsllètcs aux axes des *, y, a, qui 
répondent en point M et seront des fonctions don- 
oées de ses trois coordonnées. 

En vertu de la tension T, l'élrmcnt d» aura 
éprouvé uoe extension et la quantité « une diminu> 
tion , tttlleaqtte le matie nlr n*ait paaehangéi en 
désignant donc pardr'et i',co que ces quantités 
étaient dnatTétat aatnral dn fil, «n aura 

«dr s ifd/; 

cft en supposant Textension proportionnelle à la 
fwca qui la pradoit (w>fi88), noua aara«is,en«éne 



• dbsa(l 4. «. T}di'; (t) 

«étant un coefficient très petit, dépendant de la 
iMtiére at dn l'épaiaaenr du fil en peint Qnend 
le m sera homoi;ène et d'une épaisseur constante 
dans toute sa longueur, l' et « seront des quantités 
eenttantes; mais , en général , ces deux quantités 
pourront être ragerdées oihb«» dae fonetiena deo- 
néesde l'arc a ^con ; • ■ 1 -ju point déterminé dn Al 
et aboutissant au point ^ . 

SW. Si le fil, de nature quelconque, est seule- 
ment soumis i la pcaantaoratanqmaduYarticala- 
«cntà n« peint fiu q^ fappallei» A , lea dans 



dernières éqmliaM ( l)disp«nttraal, et laMiiow 
se réduira à 

dT + «nb»0, 

en prenant l'axe des x vertical et dirigé dans le 
sons d« la pesanteur, et désignant cette force p;ir g. 
Je place au point A l'origine des « , et j'appelle Q 
la valeur de Tqui répand i s = 0, c*eft>à-dire, 1» 
vhnT'Zf que ce point aura k supportar. Au peint 
quelconque H, on aura 

T = Q-j/«l»i 

riiitrrrnlc étant nulle ca même temps que «. 

Appelons b l'extrémité inférieure du (II; atta- 
chons en ce point un poids P, et désignons par l la 
longueur de AI. Il est évident que P scnla teaiinn 
au point B j on aura donc, en niènui **fl y*| # 
etT= P4 ce qui donne 

«lipareenséquent, 

î 551 P + ,y^' dlff — g/We. 

Or, le second et le troisième terme de cette formule 
sont les poids dn fil entier et de sa partie AI ; il 

s'ensuit dont' que !n trnsioii nu point H est le poids 
de la partie BU , augmenté du poids Pj oe qui est 
d*Billeurs évident. 

La loi de rallongement du fil dana tente son 
étendue, dépend de su nature ot de son épnisseur. 
Je suppose} par exemple, qu'il soit homogène et 
psffout d*una aima épaisseur, ce qui rendra cen* 
Btant le coeffidant b appelant s' ta longueur de 

la partie AM, avant que !«• fil <;att trnrin , [îqiiclle 
longueur devient « par l'efTet de la tcusiou, et met- 
tant, en ooméqnenea, dn* at dl» an lieu de ds* et dir« 
dans réquatias (t), on aura 

d^ = ( 1 + «T ) dW'. 

Soient aussi i la longueur totale «lu Ttl avant son al- 
longement , et p son poids entier. Le poids de le 

pli — «•) 

partie Bîl sera ~ , et la tension au point 

n aura pour valeur 



En lu substituant dans l'équation précédente, inté- 
grant et observant qu'on a «' ss 0 et « = 0 au 
point A, il Tienl 

af {2f«' — x'» ) 



99 



pour rellongamant de la partie AM. On en déduit 
l'allongement telat an &iâant «'ssfat^asl/ce 
qni donne 

I-/ = «/ (P + 4 p)i 

23 
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en sorte qnr pnnr nvoir (-gar<l au poids du fil dans | 
le calcul de cet sUuDgeiuent, il faut ojouter la moi- 
•iëde ee potdt k««lai qni ett ettacM k MU eilrë- 
mité inférieure. 
tOtt. Dem !• eas gënéial, j^ajoate les c'qiia- 

dx dy d» 

lio«i(t), apfèe lee«voir«ialti^iéfle |itr — , — , — ; 

d» di 

il en résulte 

«fT + *{Xdx 4- \dy + M* ) = tt, (3) 
i caoae de 
ds* 



du d* dy dy d§ ds 

— rf. — I — d. — 4- — d. — = 0. 
iê i$ ii éÊ dâ é$ 



Si l*oa soppOM le fil homoeèm el ion dpeiatenr 

constante , et qu^on né^'!i<:;c la petite dilatation de 
•es élémeni, ta qualité i sera con»tautei de plus, 
la formule %dx 4* Y^'y + • Rënéral, la 

difiircntiene«iacte d^une fonction des troia veria- 
bles î ,if,s, coQsUMHe» eonuM indépendasteB; 

faisant donc 



4T es «if («,f,»), 
«tf perooiNéqaeiit, 

es emaprenant laconatante arbitraire dans la fonc- 
tion Cette constante dispuraîtra dans la diffé- 
rence des valeurs de T relatives à deux points du fil; 
il s'ensuit donc que sana •▼oir déterminé le figure 
d*ëqilUibre, on connaiUa l'accroissement de la 
teosiomd'uB ipoini à un entre ; en sorte qn'il anfin 



que lo tenfîion «loit connue en un point dt'term iné 
pour qu'elle le soit aussi dans toute la longueitr 
dv-fit. 

Quant à la courbe formée par le fil , ^n acm 
déterminre par deux des trois équations (1), oo par 
deux combinaisons quelconques de ces trois équa- 
tions, dans lesquelleaQBanbftltoeimle valeur pr<^ 
cédente de T ; en aorle qn*îl faudra généralement 
intégrer le système de deux équations différentiel- 
les du second ordre pour connaître cette courbe. 
8ea raron deooarbnre an point qneloonqne 
primera an moyen de la femulo différentielle anî- 
vante, qui ti>«t f|ue du premier ordr<? , H qui 
suppose seulement, connue ia direction de ia taii> 
fente en ee potnl. 

Les équationi (1) panvenl étin raspUodea ^êê 
celles-ci : 



dm dg 

— AT — 
d$ dÊ 

d» ds 

— d.T — 
dÊ d» 

dt d» 
d,! ~ 
d^ dê 



dg ds 

— AI — 
dê di 

ds d» 

— d.T — 
d* d» 

dB dy 

— AT — 
dS» d^ 



= 1(14» — 



Xds), 



dsJ^ - d^» as {Xd^ - \dm)diL. 



Mb* 



d^d»t — dsd*y s= ( Tdi — Idf) —, 



en effeetnant lei diffirantiatSonf et prenant Taee a 

pour la variable indépendante. Or, si Ton appelle ^ 
le rayon de courbure au point on a (n» 



[(dsdi y — ay'^{d»d^m — dsdf ,y^{dyd> s^dsd^ r)* ] ■ 
d*apidt lit dtjualiens ptéoédontea et la «abnur da T, on anra donc 

a y, s) d!r 



[(JU^ — %ds}» + (ZAi — ldB)> ^> (Yda ^ Ids)» 



Dans le cas delà dnlflalta , on a 

X = 0, Y = — 1 = 0, ♦ = ^y, 

«Il prenant les axes et Torigine des coordonnées 
que attppoientlea dqnaliona («)do a* tM. On anra 



t = » — ; 

4s 

ca qnll est aisé de vCtifit-r, d'apriaew équations. 
aùl. Appliquons ces fominlea av oat d'nn fil 



tendu inr la anr&oe d*on oorpi aolido, at i 

sons , pour plus do simplicité , qa*il ne aoUl 
à aucune force rlonurf, de sorte que la setile 
force qui agisse sur se» différens pointa soit la ré- 
sistanoe tnoennne du solide sur lequel il a'appnio. 

Au point quelconque M du fil, soitMtla fprau* 
deur de cette forrc^ .t[ l\ !'<'!i"m»'fit «rf^rlu fît. 

et dont les trois composanlcs scroiil Xids , \kcU , 
Itdtf aa direetionaera nennaloèla •nrfaeednao- 
lide, et dirigée de dehors en dedan». La presaimi 
qui aura lieu snr la partie du aolide eorreapoodant 
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m 



M dâ tera égale et contraire à cette force McU , de 
awiièM qm R Aptinan !• oMinra d» lapnMimi 
ispportcc à Pooité de longueur. 

Ea appelant a, fi, *, les angles qae fait la partie 
otérieure de la ooroule en avec des parallé- 
Im ■ttt asm d«s y, », nméM pw ce po^ , on 

■X^HOMAi «TskRom^, Aaslleot». 

llapbu,wl.ss0 aatréqulinn de h torlMiedo 
idÛI^ el qn*oii IImm, pour tlné^i 



raaimaMMKvll) 



A (IL 

eOAXSS: V—, 001 V —, 



dl 

:V-, 
4« 



00 preoant conTcnablenieotlo ligno do V. 
Cela étant, nousaurona 

4. Yd^ + Us = JXSdL = Oi 

co qui foadro nnllo la valoar do dt domée par 

réquation (3). La tension srrn Honc la même (!rin«i 
tonte la longueur du fil , quelle que soit la forme 
<a oorpo Mlide. Je sopposeiai m valeur dom^ , et 
)e la représenterai par ft. Si le fil est atlacbé par 

uup de SCS citrt'milës h un point »Tirp?, et rjn'im 
poids considérable) par rapport à celui du ûl qu'on 
a négligé, aeit autpendii Tortlealenent k ton aatro 
bout, ce poids aéra la tension k et la pressioo que 
le pnint fii'j éprouvera. Si le fil est libre par ses 
deux boots, et (}ue des poids considérables 7 soient 
■wqiBiilai, ils exprincronl tostOMioiweiIréraes; 
por oonaéquent , ils devront être égaux , et chacun 
d'eux sera !n tension Enfin, si les deux bouts du 
fil sont supposés fixes , sa tension k se déduira de 
tm OBtOMÎoo, qui aora oonalaiilo dao» leule «a 
loogueur. 

302. Je désigne par k', fJ^ les nnnles que fait 
la popeodiculaire au plan osoulatcur au point M, 



H 



avec des parallèles aux aaiM det s | s. Le rayon 
de eoufbnce en 00 point <lank f, on au» («• 19) 

éiéf y — dW* « , 

— — sfoo» 



î=f€oa*.V 



dvd* M — did* y , 
Âi «f*»»*'- 

Si donc on ojoute les équations (4) après les avoir 
nmlliptiéea pat eoa » , cos , cos a , et qu'on ait 
^tdansvalonn do X| T, Z^ qui ont lien dana le 
ooniiddioM, U on Haidlon 



«M / + ma M CM fs' 00a K OM a' s 0; 

par conséquent, les normales à la surface du corps 
solide etau plan osculateur delà courbe formée par 
le fil, en chaque point H, sont perpeudiculaite 
Tune à raotre ; co qui oti la propvUlé earadérîatfr- 
quc <!c la ligne dont la longueur est un minimttm 
ou un maximum sur «ne surface donnéft (n» 161). 
Il s'ensuit donc qu'un 111 tendu sur mi corps solide* 
trace» on général ,Ja plna oonrie dittaneo dhm 
point ù un autre sur la ?nrf;!re. A la rigueur, il «st 
possible que cette distance soit, au contraire, un 
maximum; ainsi, par exemple, deux pointa donndi 
sur one s|thère sont les extrémités communes h 

deux nrrs tir p;r:i!iiJs cercles , dont l'un est !a pins 
courte distance entre ces points, et l'autre 1« courbe 
plane la plus longue ; or,^ U ott évident que l*équl- 
libre du fil tendu sera rigoureusement possible anr 
ces drtix nrr "i de cercle, puisqu'on le plaoïnt sur 
l'un des deux, il n'y aurait aucune raison pour qu'il 
s*en éeart&t plutôt d'an oMé que d« Panlre{ naît 
sur le petit are l'équilibre sera atablo , ot inr le 

grnînl il ne s^rn (fii'instiiiitant^ , de sorte qu'il nç 
pourra subsister, fthyti^uâmetU, i{\x'k i' aida du 
frottomeat du fil oontre le eorpo aoUdo. 
fiiTon snbetilue encore les valeurs de tX, «T, 
du nonéro précédent, dent la farmulo (6)* on 



aura 



Ki^ 4m \ /ds d. \- 

dt dr y A J 



k enuo do st(n , 9« s)8s A. Bn mémo teive, en a 

db« di« db« ~ ' 
eoa* ik + eoia fffcea» r= If 
la normale à la nvfiMMi dn eeifs et la tangente k 



la courbe du fil , en chaque point M, étant 
dicnlaires l'une à rautre, on a auMt 

é» ii$ d% 

— 00Ia4"^cos^-4 cos f = 0 i 

iê i» i» 

or, an moyen de cm ttoia demiirta éqnatioM't on 
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réduit saut Uiificullé le coefiiuteDt da II , dans la 
ptMdmIe, irunité. Oa • à&t» tiap l tww* 

h 

f 

«eqai nonfra qm la immIoq lapporMa i fnnllé 
de loiig«eV| mroée par un fil tendu sur la surface 

d'un corps Sulir^'* , fst rrralc. cti cliaqtir pnint M , 

i la teosima diTisee par le rayon da courbure du 
fi], é*eat>è«dire, par le rayott d« la MOlioD nor- 
male à la surface et tangente à la conrbe du fil. 

303. Ces résultats seront modifiés par Te frotte- 
ment du fil contre la surface du corps sur leijuel il 
•''appuie. Pouf aumtnf «oamant on doit avoir 
égard à cette forée dam Téquilibre d^lia lil flexi- 
ble, je Tais considérer l'i^qnilibre H'nn cordon 
ABHCi) (fîg. 76), dont la partie bMC est appliquée 
•ur la gorge d'âne poulie flte, et qui est tiré, soi- 
▼ant les prolongemens BA et CD de cette partie , 
par des forces données. La poulie et la dmitr- AB 
seront supposées verticales j la force agissant sui- 
yNmi BA tera m poids ft, et je repr^enfetai par F 
celle qui agît suivant CD. Les tensions qui ont lieu 
aux points B et C suivant les tangentp<^ RA et CD, 
auront A et F pour valeurs. Je supposerai aussi , 
pour oiaiplifier la question , qne la ponlie aoit eir- 
Gtilaire ; j'appellerai c son rayon , et je prendrai son 
centre 0 pour Torigine des coordonnées : l'axe des 
M sera perpendiculaire à la poulie , l'axe des y ver- 
tleal el dirigé de bas en trant, fase dce m boriion- 
(nl rt passant par le point B. Enfin , je fixerai 
au point C Torigioe de l'arc « aboutissant au 
point quelconque H du eordon, de sorte qu'on ait 
CM=5#. 

Ti la posé, si le frottement était nul , il faudrait 
qu'on eût & = F dans le cas de l'équilibre j mais, 
kialoon dn flrollemeot, l'équilibre peut subsister 
tant que la différence de ces deux forées el F n'a 

ppis d^pîissé une rrrtntnc limite. Cuncevons dono 
que 1 équilibre soit sur le |H>iut de se rompre dons 



le tendu poids*; cequia*ppo«eqtt*onaili>f . 

A cet instant , le frottement du cordon contre la 
poulie, qui a lifti an point quelconque!, sera di- 
rigé, suivant la partie Mil delà tangente, en ce 
point. Je reprétettle par m Mm InAensité, et, oooMM 
précédemment, par 11 la résistance normale qui ■ 
lieu au même point X, snivnnt le prolongement 
MO' dé MO , de manière que fjuii et Ri* soient les 
forées tangente et normale qui agissent sur TéU- 
ment tdt du cordon aboutissant au point H, et que 
fA etîS' représentent ces mêmes forces, rapportées 
à Tunité de longueur, l'on mèuo par ce point H 
des parallèles ■s' «t Vy al» aiei 0« et Oy, en 



= , eM|«l=-, 

0 0 



cos j; 'iiO' a . 



de là en OMUliil 



A= , 

e e 



C08y'Mt>'=:— i 

e 



•Y=- + -, 

e e 



pour les valeurs de sX et sT qtt*il faudra eufcatttner 

dans les équations (1). La force «Z sera évidemment 
nulle; la troisième équation (1) disparaîtra, et loo 
deux premières deviendront 

du tixds ttydê 

d.T--+ 80^ 

d» e c 



Af-^H--^+ — =0. 
db e e 



Le point! 
ne 



to elroonUi cnca de le 



**+r=«*f «de+,% = Oi 

an moyen de quoi les deux éqnaliona 
peufent être eliaagéae en odles-ci \ 



dt 



da 



ds dx d]f dy ft 

_rf T- -\- -d T (yde^ 



rdjr) 



■aie 4 (y^ — «<4r) Mt Ift différentielle dn sedUur 
décrit par le rayon OH , à partir d'une ligne fixe 

(n« 186), qui sera OC , par exemple. Ce secteur 
étant circulaire et répouilaat a l'arc sa valeur est 
^o«; on a donc 

fdie— >«d|p=^* 
Ifti il l em s» on a aussi 

ds dy ds dy 

* - + y = 0, *d.-- + îfd. 
ê» dë d» d» 

dm* ig* dx dm dy dm 
— + ~ 5= I, — d.— +-d.— saOi 
dê* du* d$ d§ dÊ ds 



qni iddoit Ict dqualioila (0) i 

T==cN, dttsiftdêi 

d'où l'on tire 

cdH =■ fjids ; 

La pression quia lieu au point M, sur lagorgede 
la poulie, est égale et contraire à la force R{ al 
doue on suppose le fkuUement propeftiennel i le 
pression (n* ON)» en aura 

#( ss ; 

/'étant «a cocttcieut cenitant qui dépendre de le 
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et, eoiot^rant , 



i«B oonlael. Ontwt éotm 
Il » 



A désignant la constante arbitraire, et t la base 
des li^arithmes n^rieus. On aura, en mémo 

ha point C|Ofia $ = OetT = F;ona dono 
f 



h t» f» 

I — - ft - 

f 

ft = F«', 

pour TéquatioQ d équilibre. 

fc w p rtwiit ap t p«f r k hM t m wÊ i total qui a 
liMdmstoalek lôngiimw d*GD,oaaiini 



=/>-='(•■-')• 



r 



* = F + F'. 

Si 



F 

«A roii T6ilqd» to CrottMttedt total T «tlégtl k U 

plus petite des deux forces k cl F, mnlfipliée par 
un coefficient/^, qui varie non seulement avec la 
quantité mais aussi avec Tétendue Idtt contoet 
et le rayon « d« ta pmdia. La dURfranca des fianaa 
k rt F, a Pinstant où Téquilibre se rompt, fera con- 
naître la valeur de F', et leur rapport^ diminué de 
Tuoité , sera la valeur du coefficient f d*oà Toû 
pourra ensuite déduire celle do f* Lorsque F sera 
un poids, ainsi tj<ie k, ou dp\r;t , jtour plus d'cxac- 
titude, comprendre dans ces poids k et F, ceux des 
partiel vertieales BA et CD du cordon. 

804. D'après les trois équations (1), il est facile 
de vérifier que les six équation.^ g^ni-mlps de l'é- 
quilibre (no 361) ont lieu dans le ca» d'un fil par- 
railementiozililo. 

Pour cela, J'appollo K et &' let dons oitrdniilés 
du fil, et / sa longueur ; et je fixe au point K l'ori- 
gine de l'arc «. En intégrant les premiers membres 
des équations (1), do[Niia le point K jusqu'au point 
Vf on aura 



0. 



loi quantité» comprises entto loi «rocheta répon> 

dant nii poitit K, et celles qui sont renfermées en- 
tre deux parenthèses , au point K'. Indépendsm- 
ment dea forces X, Y, Z, qui agissent dans toute la 
longmar du fU » Jn Mppoao que doa foreaa partieu- 
lièrci, données en (rrandpur et en direction, soient 
oppUquées ïi ses deux bouts : j'appelle k celle qui 
ogit au point K, et « , C , >>, les angles que Ihlt M 
diroetionavoodM parallèles ant aioades #, y, s, 
nicnôe5 pnr cr point; et je désigne par A', «V ^'.y', 
les quantités analogues relativement au point K'. 
Ces foTcet il et il' seront les lontions oslrèmes , en 
<;randeur et en direction ; et d'après les parties doa 
tan^rtifc? PII K I t K', avec lesquelles leurs 4ir00- 
tions devront coïncider, nous aurons 
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â «M C -I- «'ootC -I- Jtdi= 0, 

oo» > + A' COI y' 4. l%dê = 0 ; 

cl ellM npriment, comme on Toit , les conditioos 
d*<qailibm rwteîaéM étm» lat trois franiéN» 

<fquationa(l) du 26t. 
Ea obtenrant qu'on ■ identiquement 

ê9 dg / émS 

Md, I yd.T — sd. Tl # y- 1, 

iê iê \ iÊ d»/ 

dx dt f im i*\ 

•é. T «d. T — =d. Il* #— J, 

di dM \ d» dt/ 

d, dg f d% 

dê d9 \ d» dêj 



«■ dMoim dM éqMtiow (t) da S* MS 



i.Tl » » — ) 



+ C«T-fX) idÉrsO, 



+ (yZ - .T) idi = a. 



Si dooo OQ intégre ces quantité* auliiw depuis In 
point K Ja«qn*Mi peint E', nt qm Pnn ddtifnn pe* 

a, h, c, les valeurs de x, y, 3, rclatÏTCS à K, et pir 
o*, 6', c', celle* qui répondent à K', oa aura , ea 
ajaot égard aus équatioua (7), 



a cot C — h cos *} -|- k! [al coa C — i' coa 

(« CM • ~ « OOt y)+ OM 

A (ft cos « — 0 cos 4" ^ CBS 0* 



')+y*' (xY - ,x).dt 

•f«»y).+y]'(aX-nl)nli 

•» cos «'i+y^' (fî^ — *T) 



= 0,1 



0, 



ce qui ex)>rimB lea conditions d'équilibre relatives 
nni H Kw n wM dw foraea donnëèB| qui aont tinfer- 
wU» dana Iw Iroîi dernidcta équatioa» (1) du 

n« 361. 

306. Ces équations (8) et (9) serviront , en gé- 
néni1,& ddle!nnra«rl«acooidofi»éeaa«&^ a', Vy é, 
dM deux points anlffêBes K et K'} toutefois , il y 

«ur« des cas où une partie de ces quanlitt^i (1f>\r,i 
rester indéterminée. Si, par exemple, les lorces 
dnnnëoa qui ngiaaent aw l« fil «ont la paaantaur et 
d'autres forces indépendantes des coordonnées de 
Icnrç points d'appli^n^iou, il est évident que la po- 
iiUon absolue du iil dans l'espace ne pourra pas 
èlf« détwminéo : «n ponm uloffa proudm «rbitni- 
rement les trois coordonnées de l'un des points 
K et K'; les équations (i)) détermineront les trois 
coordonnées de Tautre point \ et, pour que l'équi- 
libre aoît posaiMe , il faudra que ina foraea données 
satisfassent :m\ équations (8). 

Lorsque Tua des points k et K' si-ra fue, le pre- 
mier par exemple , les équations (8) et (9) auront 
Uen, ponrrn que Ton r^rde la force h 



rommc inconnue, en grandeur et en direction , et 
représentant la pression que le point K. aura à sup> 
porter. Dana ce caa laa Tateors de a « & , e , seront 
données ; les équations (9) détermineront celles de 
^ , et les équations (8) feront fnnnoHre les 
trots composantes de la force ft. (^uand les deux 
pointa K et K' aeront fisea et doonéa de poaitîon , 
on coniiiiUra leurs coordonnée*) et lea équations 
(8) ci (9) aetviroot fc déticminer, «n frandcnr et an 



direction, les pressions k et k' exercées sur K et 

Dana tooa laa cas, soit que laa coordonnéei de K 
etK' aient été données, soit qu'on les aîtdëdnîtaa 
des équation"; (8"^ rl (9), on assujettira la courbe for- 
mée par le 01 k |)4«sser par ces deux points \ ce qui 
serf ba à déterminer lea quatre eonatantea arbi- 
traires que renfermeront les intégrales complétée 
rie <«es deux ëquntloii»; di<T<Tcntielles du second or- 
dre. (^Uâut ù la uoiistaute arbitraire que contien- 
dra la fonetion t du n«34N>t on déduire aa râleur 
de la longueur doouée du fil, c*eat<4«dirBf de Té- 
quatiou 

dans laquelle on regarde y et s comme des fonc- 
tions de ». De cette manière, la problème aera 
complètement résolu. 

% nt tqtMm d'une eerye dleaMgna. 

306. Itous entendons par cette dénomination une 
verge droite ou courbe, dont on ne peut changer la 
eonrbnreaans 7 appliquer une ou plnafennliweaa, 
et qui reprend sa forme naturelle dès que et* fereea 
nnt ff>%sy fJ'n-'ir, tandis qu'au controire un lîl par- 
laileoicot llcxihie conserve, sans le secours d'au- 
oonefarao, laeourburequ^onluie fait prendre, et 
n'est élasliquo fue dans le sens de ao loegueur. 
Ponr qu^nne verge aoit élaattque par rapport à la 
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flrtîtin, il Tint qu'elle soit forni«5e d'une ruotièrc 
fort peu eslenaibld et contractible ] mais cela ne 
•ofltc pat ; il liint encore que let dinemioiu de 
•on épaisteur, qwiqiM trée petite* pernpport ft m 
longnear, nient crprnrînnt une grandeur convena- 
ble ; car, quelle que soit U matière de le verge , on 
peut toujours dUnianer etiet ton ^ietenr peur 
qD*cUe n'ait ploa aucune tendance sentible à re- 
prerifîrf îa fi'.^urc dnnl on Va prnrtéc. et fju'ellc 
aoit ainsi rètluiteùi'ctatd'ua ûl parUitementflexi- 
Me. 

Lorsqu'une rcrpe élastique est écarfée de sa 
Tnrmf naiurcUr pnr dps forces données, chacun des 
liiela longitudinaux doatellese compose peutépreu- 
Ter Ireia effets différens : eliaque partie, d*ane lecw 
gueor aussi petite qu'on Toodra, peut être con- 
tractée ou dilatée, sa courbure naturelle peut être 
eogin«atée on diminuée , et cette partie peut sToir 
Aé.terdae sw cUe^ièfM. le teodanee de cheqoe 
partie à reprpnJreson état naturel, dépen d des ûl- 
liecstions et répulsions mutuelles qui ont lieu entre 
les daeWenles de tous les corps et ne s^ëlende&t 
qu^à dm dittanees iosensibles. t» oelenl dettoees 
totales qni rn rp^iittent pt doivent faire équilibre 
aux forceii données, appartient 4 la Physique ma- 
thématique : je r e nTewei,penr eet objet, à mon 
■éinoiresur VigmUikeêêt lê mouttmmi éiê Corp* 
ilajtiqm» *. Dans ce Traité , on formera les équa- 
tions d'équilibre d'une verge élastique, en partant 
de priocipee secoodeiies qni sont géaécdenent 

On appelle, en particulier, Ioins Uaitii/uê un pa- 
rallélipi()ede rectangle d'une petite épaisseur, que 
Teo oonrbe dens le sens de se longneur, de me- 
niire qn*tl se trouve compris entre deux surfaces 
cylindriques . dont les arêtes sont égales à sa lar- 
geur. Celle dimension peut avoir une grandeur 
quelconque; en le divisent per dee plens trds rep* 
prorht^s et perpendiculaires à sa direction, la lame 
sera partagée en verges élastiques rectangulaires, 
'lacqoes BeroooUli a déterminé , le premier, la ti- 
furn de la lame élastique en éi|nHilwn,d*eprè8 
des considcr^tinns f^ac nous allons développer, et 
qni serviront ensuite à la solution complclc du 
poUéaM, dens le «•§ d'une verge élastique queU 
conque. 

307. Considérons une lame éls^trque «Acaiiris 
par une de ses exlrémitéS| c'est-è-dtre, iixée de ma- 
nidff« que Fun dee dens petits rectangles qui la 
terminent pttpendietdeifement à sa lengaear, ne 
j>ui«se prendre aucun mouvement. Supposons qu'on 
ia plie dans le sens de sa longueur au moyen d'une 
feren eppliqnée ft sen entre bont, et qui sers k 
seule qui oL^isse sur la lame» Pour que le lume 
prenne une figure cylindrique , eomine on vient de 
le dire, il faudra qu'elle soil teruiinée, >i son ex- 
trémité libre , per un reelangle inflesiUe, eu ni* 
lies duquel on eppliqfMn le forée donnéei dens un 



plan perpendiculaire îi ia largeur de la lame. Tou- 
tes les coupes longitudinales ou perpendiculaires è 
cette largeur seront égeles; celle qui renferme la 
direction de le fetoe donnée est représentée par le 
fi::iire 77 ; et Tes courbes AMB et A'fl'R' sotit les 
sections des deux surfaces cylindrit^ues de la lame, 
qui fomeiMitiee dens fèces planes dens sen état 
naturel. 

On suppose que tous les points qui ^tppirte- 
naient, dans cet état, à une même perpendiculaire 
à eeedeu feoes, senteneeve situés , après que le 
lame a été pliée, sur une même normale aux deux 
surfaces cylindriques; ce qui est effectivement 
couluriuc a ce qu'un observe dans son changement 
de Bgnre. Il en résulte que si Mlf est une nennele 
i la courbe A!IIB , elle sera aussi |)cr|)cndiculairc à 
A'M'B', et contiendra tous les points de la lame 
qui éteient situés primitivement sur une des per- 
pendiculaires fc ses deuK feeee; il s'ensnit aussi 
qnr< si l'nn décompose la lame, dans snn p(nt natu- 
rel . en liieis longitudinaux , et que la courbe CHD 
représente un de ces filets eprès le changement de 
figure , elle coupen à angle droit en N le nomele 
HH'. 

Soit m uu point de la courbe AMB, infiniment 
Toiain de H; menons la nemialenmMf eus trois 
lignes AMB, CHO, AVfi', qui les coupe en a», », as'; 

Ifs prolon-icmcns de MNS', et mnm* se rencontrc- 
rout eu uu point O , qui sera le centre de courburu 
eonmiun & ces treiscourbes. Appelons f le rayon de 
courbure du filet moyen, ou également éloigné de 
AMB et A'M'B' ; r la partie de ce ftlet comprise 
entre les deux normales HNM' et mttm'y u la dis- 
tance du filet quelconque CND eu fliet mofon, el 
r' la !ntr-nr iir de ?Sn. Eu considérant cette distance 
«comme positive ou comme négative, selon que 
CRD se trouve, par rapport an filet moyen, du côte 
de la convexité AMB de la lame, ou du côté deeo 
concavité A'M'B', le rayon de rr.nrhnro >0 de €>'î) 

sera égal à f -|- n, et 1m longueurs luiinioieiit pe- 
tites et r seront entre cUee conioe f|-« et f, de 
sorte que l^oneun 

e* r + — . 

f 

En se courbant, les filets longitudinaux auront 
éprouvé de très petites extensions ou contractiou», 
et les longueurs e' et qui éteient éfdee «opois- 
vant, seront devenues inégales. Dftlgnnuipary 
leur grandeur printilive, etfeisene 

li'i s' r't .iit lîc très petites fractions, positives ou 
négatives, selon que le filet moyen et le filet CAD 

M seront ellongée eu raecoureii. La fraetion — est 

f 

aussi supposée très petite; si done on néi^lige lu 
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prodait de i et on aura 
f 

«r 

J' « # + - 

f 

re qui montre qun quand le filet moyen n'aura pat 
changé de longueur , les filets littiét da côté de la 
conveiilé la Mront toat alUNiftét, «I let ftlelitî- 
inés (îiT rôl(<dela ronraTÎté se seroTit (finv raccour- 
cis, les uns et les autres proportionnellement à 
lewre dlsteneei ra filet moyen. 

Cela posé, rendons invariable la forme de cha- 
nine ties deux partira rîr la l;inie qui ré[ion(lcnt ri 
AMH'A' etBmro'fi', et que nous appellerons H et R, 
pour ebréger. La partie H tera immobile ; la partie 
% sera tirée vers H, ou en sera rc-pousst-e, par la 
tPTifhnce de la partît- îulcrniedîaire Mmm' M' à re- 
prendre son état naturel et redevenir une trancbe 
d*uka ^iaaanr coottante y. Le filet llii de «etta 
ttaneba tendra à se contracter ott à se dilater, 
selon qu'il aura été allongé ou raccourci, cVst-à- 
(lire, selon quo la quantité i' sera positive ou néga- 
U?e. La partie K sera done titde dans le premier 
cas, et poussée dans te •ecedd Mt, par «M force 
appliquée au point ii ; or, on suppose que cette 
force, provenant de Taotion de Ifn, est proportion- 
nelle b la quantité J* et normele à «wn^, comme et 
ce filet Nn était isolé. 

En adoptant cette hypothèse, rcprt'sentrrai 
par *t* la force dont il s'agit , rapportée à l'unité de 
anrlaoe, et, eooséqoemment, par mfh im la force 
normale exercée sur rL-lément transversal de lii sur- 
face K, qui répond au point » ; « étant une con- 
stante dépendante de la matière de la lame , x sa 
largeur, et A dÉTaife de cet élément. Si donoou 
désigne [Mir 2i répaîsscur de la lunie , et qn^nn rc^ 
présente pur T la force totale qui tirera ou pous- 
sera K, selon qu'elle sera positive ou négative, ou 
aom 

et, en mettant pour i' sa valeur, 
X s= 2»kU. 

Soit, en outre , le moment des forces normales à 

la surface de K, pris pur r ippnrt à l'aie transversal 
également éloigné des deux laces de la lame ; nous 
aurons «ntsi 




cl,p«reon«éqQent, 

h 

On voit pjr là 1», que la force T, qui leiiJ à 
contracte r «u à dilater une tranche quelconque de 
la lame, e&l proportionnelle à reitenston positive 
on négative du filet roojen, vt inilépendantc dcia 



■ECÀIUQCE. 

«•wImhw f fis qtta im nemnl M wl, an eenfiaiN , 

indépendant de rf»l<p cttrnsion , et en rnisnn in- 
verse du rayon de courbure ^ 8°, que la matière et 
la fawgeor de la lame restant les mêmes , la valenr 
d« T est pn»portionnelle à aon épahaent, «kcnllnde 
f», au cube de cette dimension. 

Quand le filet moyen n'a pas changé de loo- 
gueor, on a Iss: 0 et T = 0, les forcée parallèles 
qui tirent ou pevasent K se réduisant b dcm , éga- 
les et contraires , mais non directemf nt opposées, 
dont le moment, par rapport à l'aie transversal 
perpendioulaire b cet {nveai, «it toojoors égal k 
Cette quantité /« est c« qi^eo appalla le moimmi Éê 
Vèlagticité, lequel est proportionnel, en fhaqne 
point, & la courbure de la lame, ou à l'augle de 
contingence de aoa filet moyen. 

808. Il est facile actuellement de former Ito 
équations d'équilibre de oeitelnm»', IVabord, si l'on 
appelle T' ce que devient U force T au point II, on 
veit q«e la tvaodie infiniaaant petHn qui répeâd à 
Mnm'll', sera tirée ou pguaén t ^«n «M mM* 
force T', et de l'autre par une force égale et con- 
traire à 1} et puisque, par bypothise, aucune foroe 
donnée n'agit sur cette traoebe, il fMsdm dane 
qu'on ait T' = T. Ainsi la force T est oonilanié 
dans toute la longueur de la lame, et , par consé- 
quent, égale à la composante suivant cette Ion- 
guettr, de la force donnée qui agit b ion ettrémiltf 
libre. La dilatation t sera aussi constante, propor- 
tionnelle à cette force, et positive ou négative 
selon que cette force tendra à allonger ou à con» 
tracter les filets longitndiaanz. Xlla n'aura aucune 
influence sur la figure de la lame ; mais quand on 
l'aura mesurée , elle pourra servir è drterminer la 
valeur de U constante a, relative 4 la matière de 
ta lame. Su représentant par « un poida éqidnlcnl 
h la force qui tire la Inme dans le sens de sa lon- 
gueur, et par M Tnirc de obaqM sectioD tmntrar* 
sale de la lame, ou aura 

m = 2xs, T B « as mI, • = — . 

Pour déterminer la figure de la lame , meaous 
par le point A, dans le plan du filet moyen , deus 
aies rectangulaires Kg et Ay, dont le premier sera 

tangent k la conrlie AMÎÎ, v\ représentera la direc- 
tion de la lame dans son état naturel ^et dontlese> 
cond sera tourné du câté de sa cooenvité. Soient m 
et y les coordonnées rapportées b ont deux axes , 
d'un point quelconque du filet moyen ; a et reî 
les de son extrémité libre, que nous prendrous 
pour le point d'application de la force donnée qui 
tient la lame en équilibre ; P et Q les composantes 
de cette force, suivant les prolongenicnH dr a pt l. 
Par le point qui répond à x et y , menons Taxe 
perpendieulaire au plan de la figure, auquel ré- 
pond le moment désigné par ft et faisons une sec- 
tion perpendiculaire un filet moven. Pour l'équili- 
bre du la partie de lu lame comprise entre cette 
snctien et son estrénilé libre , U iindn que la mo- 
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ment /«, «jouté •m BMMiwdttVel Q, pu rapport 
au in^mf »■»«', donne ane tomaie égale k léro, 
en ayant egaid au ttii» daoi le^l les forcMdoal 
^«t toMMdl,tl In iDMMf etQ, lenMè 
faire tourner c«lto p«Hie It I«m{ Ma«M i» 
cette manière 

#• + P (* - f) - Q (a - #) =; 0. 

En prenant l'aljsrisse X pour In Tiiriable indrpcn- 
duite, et obf «TTaot que la lame est convexe vers 



oa l*OB regardera le railical comme une quantité 
positive. Si deoe oû rabiCUm cette tilenr dam 

ce!!c c!r rt rrDe-ci dans TéquatÎMI pitfaM«Dl«p 
et qu Qu rasse, pour abréger^ 

-j«às« s C, 

ilenré$iillera 



dit* 



(1) 



pour fêquation de la conbé 
élastique en équilibre. 



fonMto pir la laone 



trairesqaanm 

•**-= 0, quand^ = 0, où, si ronveaty =: 0 
dx 

4r 

a= 0, pour eetta Talent de «, k cause de la 

ds 

petitesse de t. En faisant ensuite x = a et y = b 
dans cette intégrale, on aura une équation en « et 

r«B joiiidraè celle qni idndiani da U lon- 
gueur donnée do la lame; ou anraalata laideax 
équations nécessaires pour déterminer ces ineon- 
MMt a et ft; et la courbé iUuti^ pu^emeotdite, 
•ara «wmnpléteasaat détaminéa. 

300. Si la lame , an lieu d'être encastrée, est en- 
tiéreroeot libre à son extrémité A, il faudra fiour b 
naintantr en équilibre, appliquer à cette extrémité 
une force dont les oaaqimaDiaf aoiani égalas et 
contraires ?i P nt r» ; rn prenant Pcxtrémité corres- 
pondante du filet moyen pour son point d'applica- 
tion, il flindia, da plus, que la idsulUntede P 
et Q vienne pUMarpar ea poinl} ce qui «aigan 
«in'anait. 

Qaa=P(»^s). 

Catte éqiMtiun suilira , quand la Urne sera rele- 
ma par va axa tu , parnnt por ealla «ititeitd ds 

filet moyen , et dirigé danala i«na da lalaigaur. Si 

elle est simplement postiegar un plan perpendicu- 
laire à sa longueur, qui ne Tempèche pas de tour- 
ner autour de Parèle d'une da ses deoi faces, il 
faudra pie le frottement de cette arête contre le 
plan , ou une autxe force, enpiebe la lune de glit< 

U laaae n*élant point ancMlrée, la direction de 

son pini, t , lisent en A ne sera plus connue j si l'on 
place toujours en ce point l'origine des coor«lou- 
n<e« « et ff en aura encore y = i ou y = t), quand 

« as 0; Biaia en ne pottna pina prandfe rase dtt « 
•ar h tangente en A, dent U " 



dennéedfiM. GeteieawaalofaladiraelbM den- 

née de ta force P, et réquation->e=]0,qaand x=0, 

ds 

devra être remplacée, pour la détermination des 
constantes arbitraires , par Téquation précédante , 
relative aux momeni deifimeiPetQ, qn*enponna 
réduire à Qa = Vb. 

310. Supposons qu'on ait P = 0; en sorte que ta 
lame soit pliée par une force Q perpendiculaire à 
sa direction primitive ; ce qui ett , pw aicinplo , le 

cns d'une lame linrironf air , enrn^trée par un bout, 
et à l'autre bout de laquelle oo saspead un poida 
donné Q. 
lefoiaaaaaeM 

C as c» Qî 

0 étant une ligne dont la longueur donnée sera gé- 
néralcBMDt très grande, i motos qee le poids Q ne 
soit aaHi tida eaniiidécable. L*Â|«atieM (1) de- 



et en intégrant de nanièie qu'on ait — 3=0 «nnd 

db 



•a* 



ds 

Onendédnit 

4p = 



dv> 



#«)dl> 
|/'é«4 — (Sna . ^ )t ' 

9e« ds 



dê étant l'élément difrcrcntici de la courbe Ceî for- 
nmlea s'intégreront exactement par le moyen des 
foaetiem ell^quei } maii i eaoM de la grandeur 

24 
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4« c, «ma «s «, à M» pea |ifèi, «t Too.pMtié- 

1t fitknt étdifi d'oà Voa tire 

pour l'À{uaUon de la courbe. • 
tÊ bnM •*éeart«ra pmi 4« la dlraelioiilioriMa- 

tltojrebscisse a pourra «tre iirlsp pour sa lon- 
eueur, etrordonnéei exprimera ton plus grand 
écart. A cauM de 



•iroaftiltms*) comme préoédwMnaiii i 

Mit i = o> Q, 



1 la eas de = o et y = 6. Il en résulte donc 
que la nature de la lame restnnt la niêrac , la quan- 
tité b dont elle fléchira sera proportionnelle au 
peUb Q et au eabe de la longueor a, «t an raiaon 
iurene du carrtf deaeii4paiaaow «et de Taire • de 



Si Vvm •ttbafitaepow «• la valeiir—dtt n* SOB^ 

et qu'on appeUe k TallongeaMiit telal «J* deklame, 
; par n» poidt«, on ania 



Bn •apposant « = Q, on en conclura que si un 
même poi ls Q, appliqué à l'cïitrrnnté libre d'une 
lame élastique , agit succetsiTemcul dans le sens 
de aa loqgnanr et perpendieoiaiiaaBaat à aa lon- 
gueur» Petteniefift et la flexion supposcrs tris 
petites par rapport à la longueur seront entre 
•lie» comme les carré» de l'épaisseur et de eille 



SU. Quelles que soient Ie<! forcfs P et Q, on 
obtiffiflrn toujours une intégrale première de l'é- 
quation (i) en la réduisant à la feme de féqua- 
timi (S) par la liaiialiaffnatioii dea coeidMinées. 

HttW nous borncTon!! i considérer le ran oia la 
lame , appuyée contre un plan et non encastrée , 
t'écarte pan de sa fonne naturelle. Ce aéra , par 
«ienplet«W leaaort posé sur on plan horixontal 
par son extrémité inférieure A, et chargé d'un poids 
donni- H son exUémité supérieure B. On «appose 
qu en se pliant sow cette charge, le icaaort a*é- 



carte très peu de lo TeKioale AB, et que dans tonte 
sa longueur , la tangente k la conrbe qu'il forme 
dans son état d'équilibre, fait un très petit angle 
avee cette liffM droite. la figote 78 reprdaeote dtf* 

férentes formes qu'il pptil prendre dans cet ctnl 

Prenons pour aies des x et des U verticale 
Ajt dirigée en sens contraire de la peaaatear, et 

llionMntale Ay. Laqoaotité— lera trèa petite, 



par hypothèse ; nmia négligerons son carré dans 

l'équation (1); on aura niissi 0—0, puisque la 
force qui agit à l'eitrémité B est verticale j en terta 
deréqoatlon <^ = M du n* 9», a a*enamne 
b=0 ; et comme le poids P sera dirigéde BvenA, 
il faudra chanp^cr si;:ne de cette force dans 
réqoatioD (1), qui la suppose dirigée en sens con- 
De cette inaniAn I cette éqaatieadaHandn 



*» 



en faisant, pour abréger, 

C S= — Ml« = — — P, 

S 

OnrepréMnteietparvFairede laaedioadarai- 
sortf perpendiculaire à sa longnenr; perv aadeari» 

épaisseur, dans le sens où il est plié; et par a nne 
quantité dépendante de U matière dont il est formé. 



Cea tioia ^nantitda aent auppoaéaa 
par suite «est nm ligne de granden» i 

donnée. 

A caoM que l'on a y s 0, quand x = 0, on dé- 
duit de cette dqnaticn 

wx irk wS 

y = *sin— , —as — cea— j 



k étant une constante arfaitraue qui doit être nuUt 
on tléa petite par rapport k e. 

Quand on aura A := 0, le ressort restera droit, 
et sa longueur AB sera un peu diminuée par !• 
pression du poids P. Lorsque ce coefficient k ne 
aen peawdjlereaaort ae pliera; an point B,cb 
aura s = a et y =1 — 0;en désignant perî an 
nombre entier, il faudra donc qu'on ait 

pour la valeur de a ou de AB. Si l'on appelle / U 
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Mik^lifMwlla 



de— ,«iiiMi> 



d*où Foti tire 



(S) 



A insi le eocAfiiiDt à mu aal oa «siMiaii par oeUe 

fannule. 

tu. V^iat Uê «omiqamam wmwntMw ytf 

•e déduisent rîc ce résolut. 

!• Taot que / sera moindre que c, la formule (3) 
sera imagioiire ponr toute* les valeurs dn nombre 
entiers'; oo M poampwpraïAwla ooaflteMBlA 
(lifTf^rrnt de >én»| ettof^MOlt MMiapMpliépW 
le poids p. 

Mil perce qu'on aura augmenté la longueur 
du ressort, toit parce qu'on aura diminué In quan- 
tité c en fatîant crnitrc le poids P, suppo50'ns qnp / 

•urpuse e; la valeur dttk, différente de téro et qui 
répond 1, am réelle, al la 
flire pHé par ce poids. En délî| 
iioB tria patita, afc faiMBt 



oa aura 

<=l, «8S«, 

FéqtntioB do It eavilM d« iMaoït ian deoG- 

«« 

y =/a fin —, 

•A r«n foil q«*oDoiia coupera pas In veHkalo aaira 
B; 



S* Lorapport — continuant à croître , s'il vient 

0 

à surpasser 2, la valeur de k qui répond hî=2 
sera réelle, et le ressort pourra prendre uae figure 
diff^Mlo do la p«éeédaote.lB désignant par f une 
fractioa tiéapatite, ol faisant 

l^to(l + -/.), 



és=a, «sst», »=/a} 
d*o&ilNnllara 

y =fu sin î^j 

«m qui Oioutre que , dans ce caa , ta cooibo OOH- 

para la vaitioalo an aùUan da AB, qoi idpond è 
t 

M^—tt. 
a 

4* En cootimiBDlaiiiai} on voit que ai iMipaaM 



• 8 «a. 



un peu sc^ et qu'en désignant par # une trèa'paiîld 
fraeliatt,ODaH 



y s ao «10 — j 

di 

équation d'une courbe qui cuupera la droite AB en 
un nombre s' •)* * da points équidistaos , y compris 
AalB. 

lorsque l stirpnssp un miiUiplc rlc c d'une quan- 
tité qui n'est pas très petite, la valeur de i, don- 
née par la formule (S), ceue d'être très petite par 

lapparti a/ «tcallode — n'étant plue alon 



très petite frac(ion»hfigiiNdn raaaort napant ploa 

être dctcrorinèe par t'nnaîyse précédente. Il faut 
observer que, dans tous les cas , la figure recttli- 
gne, qui répond A AssO, est possible j oiaia éHo 
n*aat atablo ol néeaaaalio quo qnand laal maindra 

que c. 

313. On entend par la foret d'un ressort , sop- 
poaé Tartiaaiponr Biar Im idéM, la pfaia grand 
poids qu'il peut supporter sans fléchir. Ce poids F 
est détenniné par l'éqaalion « = ^ qui donno 



P = 



V* Ml* 



on Tan «ait qoo, loolMèliaaM dTalllaori égalas, la 

force d'un reîsort rst en raison inverse du carré de 
sa lop$;ueur. Le ressort étant un parallélipipéde 
foelaogle , on voit aossiqiio ai Pan oaMÎo de plier 
anoDBssivement leaiaoM«d||aaonlw, Mlbrce sera 
proportionnelle au carré do l*épaiiaaw perpendicn- 
laire à la face qu'on voudra pliar. 

Quantà la giandam' abseïne do P; on la ealeu- 
lera en mettant dans la formule précédei>to la va- 
leur de d , qne l'on déduit soit de rcxtension h de 
ce ressort, sott de sa âexion 6, que produirait un 
pdds«;ot,d*affdslas aMill6otS10,olk éioM 
do •l'sss A ol • as l« OM valowa sont 



par conséquent , on aura 



Ps= 



p = 



314. I.cs rPsuUals du rt!^ s'étendent aisiMiii'tit 
à une verge élastique , lorsqu'on la suppose droite 
on I siioplo eonf fc nw dans aon élat naturel, et 
qu'en la pliant oUo msIo anaore I «impie coorbnre 
ot n'éprottvoaiMano toision. 
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On pimdn, dam M CVS, paar It ftitl niof as, 

lui qui passe par les centres de gravité de toute» 
les iiectioos perpeadiculsires à sa longueur, les- 
qmllM pvuRMt ètn constante* ou variables, 
pourra qn*eB oliM|ve point Icvn Jhnenaiona «olMt 
trèa petites par rapport au rayon de courbure de la 
verge. Soit « Tuire do Tune de cet sections, faite 
p«» nn point quelconque dtt fil«t moyen ; décom- 
poaoni«en élémcns perpendienlalrat an plan de 

rf fiîpl; et soit rJu Vairc 6r Vv]vmrr>l qui répond 
i la distance «de ce même filet; la variable « pou- 
fut être poaitiTe on négotive, et v désignant une 
fonction donnée de m. floioni oniii A et — V l«a 
valenn cstréniea do n; 



la seconde équation résultant de ce que Torigine 
do b ▼Brioblo u est lo contra do gravité de «. 
Désignons par J; 1», ^ les nèflM» qnaatttés 

que dans le a" 307, et par y. y\ r, ce ([irctaicnt 
r'f f, dAns Tétat naturel de la verge élastique } OO 
«on, ponr lot dont dlats d« oeUe verge , 

«V «r 

ot« ponr lo piMBgo do l*nn à ronlro , 

' = + •» = + 10. 

In H 

K donc on néglige loi produite — at on on 

* t 



«oloor eoinoidoovoo ooilo dnnnmrfra oUd^ dano 
lo eoodo In voigo noIniolloHonI droUo, où Pen o 

r = or . 

Soit encore T la somiM des forces perpendicu- 
kiroo ft • qin tirent «» pontwnt INnio doi doua 
po i t îos de la verge, a^ordw poff oollo foctîon noo- 

inalc. A p pelons le moment de ces forces par rap- 
port à l'axe passant par le centre de gravité de m , 
et perpendiciilairas au pian dn fliot moyen ; d'après 
l*hTP«*^^ dn n* 307, on aoio 



• étant nue quantité dépcndaulo de la matière de 
la verge , qu'on BUp(>ose constante dans l'étendue 
de chnqno section », mois (|ui ponm varier d*on 
point «un autre dutîIctmoyeu.Ensubstituantpour 
V sa valeur précéticnte, et faisant, pour abréger. 



y:.. 



il on léMltera 

••.7" /l 1\ 

Quand la vprp^c elnstique sera à double cour- 
bure, dans son état naturel ou après son change- 
ment de figure, la force T aura encore la même 
«ipresaion; do plna , lo filet nMfon étant toujonrt 

celui qu! passe pnr les rrritrr'<! dr jrnvitf' dr* toniss 
les sections normales, et eu désignant par r et f ses 
rayons de cottrbure en un même point , avant et 
après ce ohangement , on pourra prendre cette on- 
pression de f* pour lo moment do l'élnstirlté par 
rapport à un axe passant par ce point et perpendi* 
odonnon planooinlotoar dn filet noyen ; mate U 
faodni,on entra, avoir égard à la torsion do It 
verge, comme noosle ferons tout h l'bcure. 

S16. En comparant cette valeur de^ à celle da 
n« 807 , on toit que Téquation difféientiono S#> 
oonde de la courbe plane formée par le filet moyea 

d\ine verge élastique qui n'a éprotiTC atirtinf tor- 
sion , ne différera de celle qui répond à la lame 
élastique proprenMBi £to, i|u*on ooqa^ollo «en- 

1 1 l 
tiendra — — — au Ueude'<-, et la quantité la 

f r 

place de la demi-épaisseur s. 8i la verge est homo- 
gène , et qu'elle soit , dans son état naturel, un 
prisme ou un cylindre allongé, les trois quantités 
», «, 9, seront eoMtantea, et Ton aura r =9 . On 
en conclut qao ta fioaion d'âne wge naturelle- 
ment droite , produite par un poids Q perpendicu- 
Uire à sa direction , et la force de ce ressort , se 
déduiront de* valenra do lotP tranvéoadane ko 
no> 310 et 313, en y mettant g à la place de •. Par 
cette substitution, i étant la longueur de cette 
verge, ou aura 

ou, ce qui est le mênio ohoio, 



on* dn. 



^onr deux verges dilKrontes , mai* do mémo lon- 
gueur, les flexions produites par nn rocnM poidg 
seront donc en raison inverse des forces de ressort; 
en sorte qu'il sufiîro de «emparer entre elles les 
grendonn do ow faroee , dans loa dif érantoa hypo- 
thèses sur te contour de la aectinn notaate. 

Supposons que la section normale soit un trian- 
gle isocèle, et qu'on veuille plier la verge, de ma* 
uière que ta faeo correspondante & la base do ce 
triangle devienne une surface cylindrique, con- 
cave ou convexe. Soient net c la base et labauteiir 
de ce triangle. Dans le cas de la couvcjittr, ver» 
laquelle sont dirigées Ico valeur* poaitive* de n 
(n* 907), nous anroni 

1 2 a .a . 

ftss — c, A = — c, tf :^ ~ ( — t -f u), 

s < o ^ 
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9* mme* 



Ml* 

te OM de tt oonnTîté, «m aimi 



• t « .1 . 

S 8 c / 



ft* mac> 
12/> 



ce qui montre que, dam ce Moood cas , la force da 
i nio rt aat triple deeeneqnialimdawlepraBliar.. 
Si la ceciîoB normale est an carré repréwn té par 

/« , ft qn'îln'atyîsse de plier leretsort, de sorte rynç 
deux de ses faces opposées deviennent des sarf«o«s 
I, c« am 



8 ' 121» ' 

Si elle est on cerele dont le rayée aoit neoa an- 




al es «uppoeant Pabe de la aeellaa nefonie égale 

dans ]r% r!fux cas, de sorte qu^on ait f* =:»k* , 
ou voit que la force de ressort qui a lieu dans le 
prauMlJl cas surpasse celle qui répond au second , 
iana le rapport de « è t. 

Supposons encore que le ressort cylindrique soît 
on tuyau creox , dont les surfaces concentriques , 
■■Idrieiire ei eitdrteare, aient jr et g' pour rayons. 
Pour avoir la force de ce ressoft, ilfaadia aaettre 
successivement j et </' à lu plnrr (le h dans la der- 
nière valeur de P, et retrancher les résultait Ton 
de Ventre , ce qui donne 



M> m. 



41* 



est 



Si Taire » (j^» y» ) de la 
éfnle fc irk» , on aura donc 

41» ' 

dTon l*on conclut que le volume , la longueur et 
la Mtiére dleot iea mêmes, la force d'un res- 
aatt créas eal pl«a grande qne eelle d*ttn letaort 

et nit ?e rliamétro inldriaoT, eteft* l'eiredelaaec- 
ttun normale. 

tM. FomoM maîntonant les étiuationa d'équi- 
libre d'une verge élastique quelcom|ae , dwA tous 
les points sont Rollicit.'s par di s force» données. 
Appelons A et 11 les deux extrémités du filet 
1 y, s^ Iea lieie oaorieiHiéaa rec- 



tangnlalNe dVm point qedoraqne I de cette 
cenrbe, « l'arc AH, « la section nemale delà verge 
faite par le point M , ^ sa densité en ce point , et, 
ooaséqBaBment, ymé* la masse d'une tranche in- 
fininani minée de la verge. Désignons p«r Xymds^ 
Yyii<ir^ l | W r, les foteaedenndea qni agitMOf asr 
cette masse parallèlement htit nxfs des x, v, 'ic 
sorte que X, Y, Z , soient ces forces rapportées à 
rmilld de marne, la aemme de lenra eempoaantes, 
Miranft la tangente an ■ en Ile! moyen, et tendant 
k angmenter Tere s, aem 

^ dlf d$ àtf 

Rppr p'irntnn'î anssi pnr T In force proTennnt de 
l'action d'une partie de la verge sur la partie adja- 
cente, appliquée à Pane dea facea de la tranche 
ymdM^ perpendiculaire à «, et tendant à diminuer 
ou à augmenter l'arc j, selon qu'elle est positive 
ou négative. L'autre face de ymd» sera tirée ou 
poussée en wne eontreite par une force ^le fc 
T + d T; par eenadqnent, pour l'équilibre de 
cette tranche, il faudra que la fnrrr fff ^init é-nle 
et contraire k la force tangentielle dounée|OU 
qn*on eit 

it^ym (Xd« + Y<% 4- Zda) = 0} (a) 



ce qui s'accorde avec l'équation (3) du n* 1 

A cause du peu d'extensibilité de la matière de 
la verge, mi pourra preudre, dans cette éqiuition 
(e), pour > et • la demitd et la section normale de 
la vergé au point M, dans son état naturel. Si ces 
deux quantités sont constnntes, et que la formnie 
comprise entre les parenthèses soit uue différen- 
tielle etaole, on obtiendn, par Pinldgratien Im- 
médiate, la valeur do T{ et, parce quePon aTsa? 
mmt\x\" 307), on en conflur;» la dilutution positive 
ou négative de Télémeut c/i, ijui se sera allongé dans 
le rapport de i + Tunlté ; mais cela ne fera paa 
connaître la dilatation de la section normale m, ni 
le ehançîcmcnt de densité de In % erge an point 
M. Or, d'après ce que j'ui fait voir dans le iHémoire 
citd an eommeneamont de ce paragraphe, rallon- 
gement où le raccourcissement de d» est toujours 
accompagné d'une diminution ou d'une augmenta- 
tion de « , mais tellCf que le volume md» variera 
dans le mime aena qne À, et la densité on sens 
inverse. Il s'ensuit que quand une tergc homogène, 
prismatique ou cylindrique, est attachée par un 
bout, et tirée à son autre extrémité pur une force 
dirigée suivant le prolongement de sa longnenr, 
elle éproiiverii, « la fois, une extension et une \\\v^~ 
racntation de volume , proportionnelles à cette 
force , ce qui a été effectivement cooBroié par Tex* 
pérlence.lléelproq«eaMnt, ai eelle verge est poeée 
verticalement sur un plan horisontal, et char^^ée 
d'un |>uids à sa partie supérieure, qui ne la fasse 
pas plicx , elle se raccourcira , et, en même tem^s, 
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•on volume ter* diminaé 
grandeur de ce poids. 

917. PrenoD» 6ur Tare AU du filet moyen un 
|Nkiat « infiniment toiiin 4« I ; par ce point m, 
laUonsuneneUMiwniniIe;et concevons que U 
partie de la verge comprise entre rrttc section et 
l'extrémité A, soit rendue toat-à4ait immol)ile| et 
qnn b partie oonpriee eoftre Faatro boni B el te 
MClien faite par le point H, devienne seulement de 
forme invariable. Cela étant, cherchons les ron<)i- 
tions d'équilibre de cette seconde partie, que nous 
appelbront &. 

En vertu de la torsion de la verge, les points de 
la troncbo comprise cntro le? deux sections nor- 
males faites par H et m, seront sollicités par des 
foreaa qui toHdrant à éÊlMin lea SÊUnm fifato 
longîtudinaut,et agiront dans des plans perpendi- 
culaires k Mm , c'est-k'dîre , à la tangente en H au 
filet moyen. Ces forces tendront à faire tourner K.au> 
tawda eelle draitei an aaiti eantiaimde te (ortioa* 
Soit r leur moment par rapport k cette droite, que 
Ton appellera le moment dê la ionioH de la verge , 
correspondant au point K. Si l'on mène par ce 
poisl des parsltèlaa an aaaa daa «, f , s, «i ai 
l'on observe que l'axe de ce moment fait, aveo 
ces droites, des angles dont les cosinoa sanl 
ds dy d» 

- , , ^, ON «lIMNdim {!»• «l) 
di dt dt 



âs 



pour les ntomens par rapport à ces trois parallèles, 
d«a foroaa qui agisaaot anr E dans te aena do te 

torsion. 

Désignons par /w, le rooroent rélasiîcité rela- 
tif au point M, c'est*à-dire, le moment des forces 
énH T ait te aomne, par rapport h un axe nené 
par ce point et perpendiculaire au plitn oiculateur 
du filet moyen; ret f étant les rnvons de courbure 
e» ce même point, dans l'état naïuici et après le 
èhasgeaBant do forme ét te terne, et C ddii^nant 
une quantité poiitiTO, d^odant de la matière et 
de la section DonDalo «n pmnt H, nana 
(n» 314) 



(1-4) 



et si l'on Qppcllr f. q. !r5 rin ; lf>s que rnxr» f!e ce 
moment fait avec les parallèle» aui aiesdes «, y, s, 
menés par le point H, laa momem de TAeitieilé 
par rap|Nurt i oea trou droitai aèrent 

t» COS y, fi cos jlt A* ^■ 

Soient H' un |ioiiit qUH!<-()n([iic de l'arc MB; s', 
y*, a*, SCS trois coordonnées ; a* l'arc AH', et y\ tt\ 
X', Y', Z', ce que devienucnt ^, «, X, Y, Z, relati- 
«omeet k W, Bn appetenllte teoguoiir toteledu 



[x'C*'-*)-2'(o'-»)3y.'di'«T„ 

p'(»'-»)-T'(.'--«)iyoW=:X„ 

ces trois quantités X,, Y , Z,, seront tes momeos 
dw forces données qui agissent sur IL, par rapport 
au aaaa menée par te point enivaat tee diin»> 

tiens des jr, y, 2. 

Enfin, supposons que des forces particulières 
agissent à reatrémité libre de représentons par 
P, ^K, les eemmee de teora eomposanloa penl* 

lèles aux axes des x, y, a, et par a\ 6', c' , les 
coordonnées du point d'application de leur résul- 
tante j leurs momens par rapport aux. ntêmes axes 
qaeSj,T„X„ seront 

»(»'-y)-Q(«' -»H 



ol si l*on désigne per «, ^, o, tes 

rextrémité B du fitet mejon, m 

_ s) - R (o- *) + Q'. 



P (c 
R (i 



Q (rf - •) - F (*• - ») = r, 

p(or_a)-E(ef-n)«<r, 
a (y _ ») _ Q (e» _ 0) « F. 

Qénéialement , tee coordonnées a'; , e*, teroot 

dislinrtes de a, b, c, parce que les forces eitrèmes 
P, Q, R, ne seront pas appliquées immédtateneot 
à U verge élastique , et qu*eilaa agiront ans eilrf- 
mitéa du braa de teviar. Soit que œa forces aient 

oti non mie rt^^nltante unique , leî quantités P , Q*, 
R', seront letirs momeos par rapport à des axes me- 
nés [Mr le point B, parallèlement à oondeaOfP, 
o,} si donoonenppooe ^''on ait en 00 point 

dm i9 *M 

— :seoaa', — = ooa€', — = 

ds d$ 4» 



et qu'on fasse 
P* cos + ooa C, + R' coa >• = t, 



eatto quantité L ei^imera le moment des forces 
extrêmes par rapport à la lanpente au point I 
(u'' 8Sl)î d'où l'on peut déjii conclure que L sera 
le moment do te torsioo ostrèmot 00 te valew de 
r letetieek eemème point. 
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Cela fOié ponr Téquilibre delà partie K de U 
?a^a âwtiqne, il faodMqiia la MNnme des mo- 
MM par npp«rt k «iMMiMaM, da loate» iMfo 



qui agiiaeat imaat «yiSCnnlailnMlMt atà ni at- 
trémitëa, laitdgalaà afto; caqiit daima aaa tniw 



•I 



^caa»-r- + T, + ^ + P(a 
di 

n cat fc- r - + Z, + V + « (• 



«lil Vapièa kafaimlaadv ai» 19, aa a 

c«f = 2-— , 

iwi» m — dM« a 
= jj; , 

Mil» ' 



aA» «tant la 



.)-!(• 

*)-»(» 
daatiaiaB 

tL CM f sss d^fd, 

d^#»aat f s ia A 



•) = o, 

naniMIa 

Mi* a 



^ a 



aaivéadakaaiiiiMdaiaanéi et, par conaéqoent, 

d» d§ à% 
— > 4. |i aaaf /«cos^-i i. /«aaêftassO» 



— d9d. 



^dgd. 



fid* a 

Td^* 



<laad*«llaaaa 

^' Ail j.***' - « 

dm dm dy dm d» 

— A — + — — H A — =0. 

iff is dê d$ ds dê 

Si donc OD ajoute let ditferenuellea dea équa* 

dmdf d» 

tiaM (A), apè» laa arair mnlttpUéM par , —, 

às ds ds 



dm dy d» 

(2« 

maia à caaae que les quantités soumises k llnttf- 
gnlian dans les expressions de X„ Y,, Z,, s'éva- 

nouissetit H la limite #, il sufîil (n" 14) de diffé- 
rencier sous les signes y par rapport è a, y, «, pour 
dl,, dT|, dZ^^ona 



«IZ| = 



d.y; ly 



(il •— di 



Xym'dé 



d an aaMHnui aaa valawa daoa Té^aatian pré- 



eédairta, alla aa réduit 1 4r= 0. 



hxaA la manairt delà tartiaii ait eautaut dam 

toute la loogueor d*one verge élaitiqua an équili- 
bre , r|nellaa ^pm wnmi lasfaraai y loai appli- 
quées. 

Sa valaor iMadaaia panent la asèoia qd*k oliaeon 

des deux bouts de la verge; et il est facile de vé- 
rifier qu'au point B, on a r=rL, comme on Ta dit 
plus haut. En effet, en ce point, on a «=a , y = &, 
missêi laa intépataiXi, Zj, i^éfaaaBiiiant atlai 
éqnatianaC*) dariamiattt 

reai«'s|teaa/''|-^t 

» oos C* = M cos 9 -|- Q', 

r COS y' = (A cos h R'. 

A cause que la normale au plan osculateor du filet 
moyen et la tangente à cette courbe, sont perpeo- 
diaolairai Taiia & Tautra, oa a,aD aa aitaw paint B, 

aai«'eai/-|"Cai<'caaf 4* eoi^'eaiftsO; 
en ajoutant donc les ëqaaUaas précédante* , après 

les avoir multipliées par coî a', ros f, ros -j', la 
quantité M disparaîtra , et, d'après la valeur de 
onawa vsL. 

Le moment de la torsiaa pent seul se déduira 
des équations d'éqtiiltbrc ; quant à la torsion elle- 
noéme, sa grandeur est variable le long de la verge, 
larMina la matière en la laetîoa oormia wia d*nD 
point à un autre. Si la verge est homogène , etipM 

la section normale soit constante. ?a difTf^renre des 
angles de torsion est la mcmc aux exuémités de 
d«a> partial de la varfa, d'égalée lengnean , et 
leagnema, 
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mUTÉ DE HÉCAfflQUE. 



différentes. 8appoioM,poiirflMrl«t idto, q«*ttM 
VWg« homogéw, prismatique ou cylindrique, êoit 
pnrastrce ppir mi bout , et qu'on opplique à s«n 
autre cxtreauté deux forcei égales , parallèle» et 
«onlraires, aîjissant àdiiUneet égales «t de deux 
cMésdifléretis; cette terge testera droite; mais die 
se tordra sur elle-même , proportionnellement à sa 
longueur et au moment de ces deux forces par rap- 
port h son filel moyen, lequel neoicnt setn la va- 
leur de la quantité L. J'ai trouvé, en ouf rr , dans le 
Mémoire déjà cité (n" 306), que si la section Qonnalo 
de cette ^crge est un cercle, la quantild de la ter- 
won sera proportionnelle, Umlea dieies dTailIen» 
égales, k la quatrième puissance de SOM dimAtro; 
ce qui est conforme à l'expérience. 

319. Deux des équation» (i), OU dewi Oomlli* 
naisons qnelotraqaes de ees ëquatioas, après qu'on 
y mon SVbetitoé la valeur de /* et mis I i» la place 
der, serviront à déterminer la figure de la verge 
eo équilibre. Si elle est droite dans son état natn- 
rel« et qne tontes les forées qoi y sont appliquées 
•oienl comprises dans un înrmc plan , les trois 
équation» 'h) se réduiront à une seule qui sera celle 
de la courbe plane formée par telîUt MOfea* 

Prenons le plan de eee foeees ponr oeloi des s 
ely; nons aurons 

M = 0, eoê f =0, cosjssO, 

e=iO, «'=0» R = 0, coe>'=Oî 

d*e«ilréMillasn 

X,«0, T,=0, P«0, Q'«0, rasîL=Oî 
et les dena preasidns équations (i) s^évaneuiront. 

A cause de r = «d , la valeur de /• se rédnim à — } 

f 

on aura anssi cosh--=:±l ; mais en ayant égard 
au sens do l'action de T sur la partie K de la verge 



(a* il est aisé de voir qu'il faudra prendre 
eosA = — 1 r^nn^ la troisième équation (i)f qai 
deviendra } de cette manière ^ 

[Y' (s' - #) - X' - r)l r'mds' 

c ?W 



ctPoa ranarqnera «pi^en 
éa n* tu, le eeeAeienl C onin ponr «alevr 



Lorsque les forces X et Y seront nnllps , cette 
équation (o) coïncidera avec Téqualion (1} du 
no 306, en ebsemnl qnedattseelles-eî, leafemsf 
et Q agissent à Peitriniité même de la verge, oe 
qui rend leur moment R'. Dans tous \rs cas, on 
fera disparaître par des différentiatioos , les ioté- 
gralea eonlennes dam eette équation (e),qniae 
dnngerapar Ik en une équation difféiûtielle dn 
quatrième ordre. 

La figure de la verge étant déterminée par V&- 
quatioo {c), il foudm en entre que les forces don* 
nées qui y sont appliquées, satisf.Tisrnt nix fondi 
tions d'équilibre du n» 261, qui se réduisent à 
trois, il cause que ce» forces sont toutes comprises 
dans nn mémo plan. IMsignont donc par D et £ les 
sommes des force ? partinilicrps qui agissent à l'ex- 
trémité A de la verge, parallèlement aux axes des s 
et y, et par F' leur moment par rapport k ce point A, 
de manière qne B, B, P, soient k l'égard de ce 
point , rr> qnr P, 0, R', sont relativement k l'antre 
extrémité Bj les trois équations dont U s^agit 



D + P +y]'xV»/A' sa 0, 

F + R' + Q (o— »} — P (6 — ») 



où Ton mettra pour * et y les coordonnées du point A. 

Uttqnelea deui bonis de la verge seront en- 
liécement libres , les forcée extrêmes et leurs mo- 
mens seront donnés. Si la verge est encastrée à son 
extrémité A , le» force» I> et t , oinsi que leur mo- 
■Mnt F, scffMK indéterminés ; «ds on eenndtra 
'h 

les valeurs de — # relative» à «e poiutA. St la 
verge est senlement retenue psr le point fixe A, les 



fores» D et S seront eneere indétefarinées; teer 

résultante sera égale et contraire à la cliar-e de ce 
poiri d'anpni, dont elle exprimera la résistance, 
et l'on aura i = t» pour leur moment : on 
nittra alors les valeurs de #et y, mais non pins 

dy 

celle de—. Le» mêmes remarques s appliquent 
4m 

an point B. 

m Sttpposons , par eiemple, que U verge seit 
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et naturellement prismatique ou cylin» 
driqne; ce qni rancira constantes les trois quanti- 
tés^, «*, C. Supposons , en outre , qu^elle ne Mit 
«•viiiM dw forces perpendieulaim k n loa- 
goeur , qui réearteot très peu de sa position pri- 
milÏTf ; pt prenons potir Paie des #|lofil0tl 
éaus cette pusition j on aura alors 

D=0, X = 0, PsiOî 



09 qn 



rfy 



négligeant le carré de —, on aura aussi 
dm 



dbassdbr", —a 
r 

et l'é<jttaltoo (oj se réduira à 
I 



±1 



Oi«a«ni(n° 14) 

ta diflérentiant une seconde foi» , et mettant ds 
w lira dé div^ on mm deae 

^ diy 



4»i 



in qnttre oonttanle» «liitnîrM que oontioidra 

Tintégraie complète de cette dernière équation , se 
déifmineront d'après les conditions relatives aux 
deux bouts de la verge , et en observant que la va- 
leur d0 f tirée de cette équation dom setiafeire 
aux deux précédentfî pour toutes les valeurs de x. 
Or, Téquation {f) résultnnt des dcut autres par la 
difli^ntiation , il suffira, pour cela, que cette va- 
Iwr de y letiifisse à celles-ci poarnoo voleur 
putieniiéte de «; U luflim donc qu'on eit 



d!ca 



dr> 



pour X ~ a; coTiditinn? qni rrsnîfent de l'éqnatinu 

(«) et de sa différeotieilo première , en j donnant à 
eeelte veleur pertieuffidce. S IVm 7 donne à JT h Te- 
leur relttivoea point A,elq«'oneitdgeideitt éque- 
<ioni (d), en evio 



dk* 



«f* y 



nais ces équetione B*ekpriaent pei de nouvelles 

«conditions distinctes dp rpHcs qnp rei!''f*rTnei!t lf«s 
cqiulioas [d) et (j), que l'on pourra , ki l'on \eul , 
'Mplaeer per lo iyitène des éqnetions (^) et {h). 

321. Geo fommles eeeiprament le cas de la 
verge pesante. Alors , ]»■ suppose le poiut A fixe , 
<t j'y place Torigine des coordonnées s et je 
*i>ppeie avtfi que Taxe des x, ({ui repréiente le 
direction naturelle de la verge, soit hortxontal ; je 
Pnndt Ttie de* y posilivca dans le aena de le pe- 

9' 



saotcur , et je représente cette force par g. On eoin 
X=g,Vk l'intégrale do Véquetien (/) «en 

«y=^** + C* + c'*. + C"., (i) 



c, c, C", désignant trois eotutantes erbiteires, et 
la quatrième <^tant nuUe| àceiueqn*on 0 #sO et 

y = u au point A. 

Snppotone le verge eoeeitiée à oette estrénité; 

rfy 

il faudra qu'on ait aussi — > = 0 quand x s: Oj d'où 

ds 

il résulte C" = 0. Supposons, en outre, que le 
poids Q soit attaché immédiatement h l'autre ex- 
trëniilé B, de sorte que son moment R' soit téro ; 
en vertu des éqnetions (5) i qni répondent à eo 
point, on à « = ft, on etire 

Je tire de là les valeurs de C et C, je lei substitue 
dans l'équation (i)^ dont je supprime le terme C" %; 
j'appelle q ic poids de la verge^ de sorte qu'on 
eit q ssgymof U vient 

éqnetion qui edineîde evoc celle dn n« 810| qoead 

on nëgli'^'e le poids de le verge, etqn*on y met 
Qc* à la place de C. 
Dons lesdenxcesdeQc^Oelf asOfOne 

pour rordennée du point B, qui cxprinie U flexion 
totale de la verge. En supposant ^ s y, on voit 
donc que les flexions produites par un poids Q 
suspend» àl'tttrémitélibred'uneTerge borixontale 
encastrée per son outre bout, et, pareemAoïe 
poids , réparti nnifermémeot sur tonte le longueur 
de cette ver^e, «ont entre elles comme 8 est à 3. 

322. Si le point B est fixe comme le point A, et 
situé sur le mène horitontelo, il fendre qu^ont eit 
y = 0 quand « s: ^ 00 qui ohengo Téquetlon (1) 
en celle-ci : 



2-le 



(8) 



25 
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THAITÉ U£ M£CAMQU£. 



f étant tonjoan !• poUt de la verge. La déter- 
mioatinn d<>s deoiemlutM C «4 C gtiêmttn 
1m cas iuivaaa. 
t* f^iauni h v«rg« «««MMiliée l m dmu bouts, 

il faut qu'on ait = 0 pour « = 0 et pour f s=aa/ 
mtîMdclà 

•I PdqMlion (2) deviMt 

g«» (« — o}» 



£a appcUnt / U flèche de la oonrbe formée par 
Mtta vergt, e*Ml^-din, 1» valmir d» y qni r^^«nd 
à M* naian , «B k « ss «y «■ «in 



16.24/C 



S» Si la Tcrge ett simplement retenue par les points 
fizM A et B, lea chargea decea poinU d appui scrout 
l«t Cmet Ici ^, prisMeaMiMoinitraiMdalMifS 
direction», et leur» moniens F et R* seront nuls 
(a« 319). £n vertu de» premiiret dqiuttOM ^) et 

(jk),«D«iiim — = 0 puor O«tpoiir«s»f 
dk> 

d'«AI*on conclut 



Csss f, C' = 0. 

18 



0» ■un tlon 



«l !• flèclie/' aeni 



C*est-?i-HirL' j quintuple de celle qui avait lini dans 
le premier cas. D'après lea dernîèrea équations (j) 
«t (A), on M» raMi 

tdewf qtti oat mmi lieu dent Itpienier eu , et 

4|ui Bontéf identes en elles-mêmes. 

3» £nGn , lorsque la verge eat encastrée à son 
extrémité A, et senleiMBt retenu» i eoa anÊn 

bout| mi • — 0 p<nu » ss 0, et ~ = 0 pour 

«far Af» 
« s« «jee qni dMUM 

^ «. 
C = , Css-, 

48 16 



— g*' (« - *) (3» — ■») 

' dSS 

Lea aecondea équations (jt) et (i^i) donnent en mèma 



Q=-4,. »=-i„ 

Ce qui montre que le poids de la verge se parts ;;e 
inégaleneilt «llire le* dtvx ptttBte d'appui , et que 
la charge de Textrémité encastrée est plus grande 
que celle de Tt^utre , dans le rapport de 5 à 3. 

329. £n supposant toujours les points A et B 
fisM eteitniiiar «m aêiM horitentid», et It veife 
boBDOgène et prismatique , considérons le cas où 
les autre!! points «ont r))Br!T«^s de poids ïodfClnBCnt 
distribués dans toute la longueur. 

SoitdMie 

^ f 
« 

ft étant unefottctton donnée qui s'évanouit quand 
•= 0«l quand « asa^ et q ddaigiunt le poids 
total, Mqaii 



Cette fonction f* pourra être continue ou discon- 
tiniw, e'asl^'dira qvt MW «spraetioft «iMlTtiqiM 
pMUmdMBger une on plusieurs fois entre les va- 
leurs extrêmes x = 0 et «= a,- ou, autrement diti 
si on la représente par Tordonnée d*uoe ligne i 
m Mtt TebseiMa, eetta ligne poum «• ' 
de plusieurs portions de courlirs difTt^rentt j. Si 
Ton désigne par t une ligne d'une longueur aussi 
petite qu'on voudra, nous pourrona supposer, par 
•lenptoi qne m toit députe # s: OJwqn*! 
sr= 2>ft— J',«ftd«p«IW«ss-|-a + ljusqu*à#ss 
de snrtp que cette fonolion n ait dp valeurs dif- 
férente» de i.croque dtius une très petite étendue / 
de part et d'autre de iP = a. Ce cas sera eelnî 
4*«Hi poids q agiennt ra milieu de I» verge dlftsli' 
que , que now enniBaoïie toiit à rheur« m pr- 

lifulicr. 

(Quelle que soil la fonction f jr, continue on dis- 
oontinae, poorvn qu'éllo tait anlla pou « et 
pour T — a^on aura, dapob #s=sO Juaqo^è « s • 

inclusivement, 

~ — i sin fs'dx' J sin— — -j (a^ 

• dlaol un nombre entlar at positif, et la «araeté- 
ristiqn^Z indiquant une somme qui s'étend à tou- 
tes les valeurs de n, depuis n ~\ jusqu'à n = « . 
Cette iurmule est due a Lagrange , qui l'a donnée 
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IM 



dus letanciens Mémtirê» dt tA\.wiimlÊ4Ê IWrti*} 
nous In démontrerons ploa ii«i.Ia«BÙinBimige, 

réqvBlioQ (/) devient 

C —^= — 3 ( / sm ) sin : 

djr4 ^ \/ • a / a 

et PU intégrant et observasIflM ysOpOMftf&sO 
cl pour X = ou aar« 

+ [C* + C (• - jr)J; («) 



C et C AwtdM conataatea arbitraire» que Ton àé- 
terminera oonm» danalit ti^ oaidn naiwin pié* 

cèdent* 

M4 HiimliMHitea MIdlltCMoàlepoMtf tH 

•uspendu au milieu delà verge, cVst-^-(!irc ^ le 
cas où , comme on Tient de le dira , la fonction M 
ett nulle pour toutes le« vaieuit de 4»' qui différent 
tm lot Mil p«a de ~ «. 
On poom alors faire « 'a s-y • dnw In fiielniir 

rintég^ nlatife à «'j en 



•m ♦«'de*= sio — / 



et fera disparaître tous les letnes de la semne 1 

qui répondent à des nombres pairs n. Je désigne 
par » on nomhrepair oo impair; je fais «=2» — 1, 
eftfdleadila sonme S k toutes les valeurs de»', de- 

(2i-l)« 

puis ù=l jusqu'à i=m . A cause de lin 



,réqnatien(i) 

«4* («-1)4"" 

ffais d'après unr foCMOlo OnOBBe^ OU « mmi 
•o le verra plus lus , 



pour tonlet les valent de «, depuis » = 0 jusqu'à 

1 1 w« 

•»= - «.Sidonee«e«< — a,OB fera « = — ei 

renevra 



ei,«iMnlf«Ut, eafen* 
eteonuBeene 




De cette manière , nous aurons Tune ou Tautre de ces deux équations : 



48 

Cf = • (• - s) [C + G» (a-»)]^ ^ [4(B - - fc. (b-^)]. 



llBeteatantdeBo plus qu^à déleniriaer lee non- 
etoBtai C el C dent Im traie «e iBifABi t 

1» La condition— =0 pour x=0 et pour x=a, 
de 

qui R Heu r^nand la Tefseeit ofloestrée à sci deux 

extrémités , donne 



Zsia«9,HI«Mt. 



Xes équatioas Cl)deTiendrOBi 



Cy=-(ao«t-4.3), 
48 



Cp=-[aeCa-*).-4(a-«)*]i 



au milieu de le verce , on eun — =0, 

d» 
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TRAIï£ D£ lÉGAmQVfi. 

dp0& 1*00 



4^C* 

e*Ml>ft-dire, double de celle qui avait lien daoa le 
premier cas du n° 323. En vertu i 
tiona (y) et (A), on aura aussi 

eoauM céh dtoait éln. 

i l« ean^ la ai 



parMi daitt bouts, où Ton doit avoi f au Q pour 
I et pour ;r=a; il eo résulte 



0. 



C = 0, 
et, par ooaadquent, 



Cf = — ( 9a* s 
48 



=: _ [aa^ (a 



La tangente au milieu de la courbe est borixonlale, 
•tlai wlanM de Q oi I aont g, comme dans 
le prenUe eai{ aais la lIAche^a ponr valeur 



4s.e 



eu sorte qu elle est quadruple de la précédente |0t 
ptns grande dans la rapport de 8 k A, qno ealle du 
second cas du n» 322, Si Ton mène une tangente à 
la courbe élastique, par Pun ou Tautredes points 
A et Bi que Too appelle • son inclioaison| et qu'on 
délifae par f rerdennée vcriieale du point de 
cette droite qnl rdpond à l'abaei«e ^la k 1/B 
on aura 



ga* 
I6.C ' 



= - 



Dans le second cas do n» a£S, le rapport àn f a f 

serait—, 
ff 

3« Enfin, si la rerge est encastrée & Textié» 
mité A et saolament appuyée à Tantce bout on 

dy • «1* y 

aura— c=0 peur assO, et — =aOpeiirsaaB}eiie» 

déduira 

~ 16* »' 
et lea équations (1) deviendront 
9 

Cy = — («oei— t1«> ), 
M 

9 

Cy ss — {U* — Itar» + — te» t. 
88 

Elles donnent pour «ssl/i «i le même valcnr de y, 
savoir 

7«o» 
» 8.98.C » 

mais ce n'est pas la plus grande ordonnée. On aura 



18 • ^ 18 • 

en sorte que le poids 9 se partagera dans le rapport 
de 11 à 5 entre les points d'appui A et B. 

325. ISous allons maintenant démontrer la for*^ 
mule de Lagraoge, citée préc^emment. 

Vonr cdef eoaâddrent la quantité 

1 — ik* 



1 — Sib CM t + Jh> ' 



qui est une fraction rationnelle par rapport a A , «t 
tang «; danalaqndlel déiignennengleréeL S<Midévele]i- 

pement snivaai les pniasaneei de h sera 

t 4- M eet « -I- SA* cea 81 + 8fc* «et 81 -h 8M eaa 41 + ele; 



ce qu'on peut aisément vérifier; car si Ton multiplie 
cette série infinie par le dénominateur 1 — 2 Acos I 
-|-A> de la fraction, on retrouve son numéroteur, 
en obaenrant qn*on a 

2 cos ni cos t = cos(»-)- 1) I 4. cos(is — 1) 

quel que soit le nombre n. Si h ait moindre que 

l'unité, abstraction faite du signe, cette série sera 
couvergenle, et lu fraction sera ri^oiireusemeut 
dgaleàaen développement prolongé à Tinfini j à 

(I — A» ) y ide 



cauaede 

1^8Jkeeal + Jksss(t-^*)* 4-aain« «^l, 

WHM etirona dono, dani celte hypothéie, 

1 - As . . 

asl 4. 22ft^ceeiili 

(l^k)* 4.4à tin' Il 

la somme X a^étendant à toutes les valeurs du nom» 
bre entier n, depuis nr=l jusqu'à n. — x . Quelles 
que soient la fonction/! et la constante réelle «, 
onaoïadeneanMi 



(i — A)» + 4A SIM' jL •) y.' ^ y. ^ ^ 
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8«il 9 ana qoiBUIëporiilfv «tlnfiniiiwatpclile; 
eettadqpntionsubstftm encore en y faisant h=z 

1 — ff, puiiqu'elle a lieu pour toute valeur do h 
i&oiiulre que l'unité. Pour toutea lea vaieart finies 



de on «ara 

pour des talcurs infînicsdecet exposant, h" pnurrn 
différer de T unité, mais en intégrant par partie, ou a 



y^yi eot » (I — *) il s= /I fia « (I ^ •) ~ » (* •) 



en sorte que si fi ne devient pont infinie entre les 
limites 1=^0 «rzjr, ni pour ces limites, Tintégrale 

^^^/^ a>si»(ft — m) «21, qui multiplie \* , s'éranouira 

ponrn— » ; rf'nn il rf^suîtç qu'on pourra totiiours 
remplacer h' pari unité sous le signe 2. Au numé- 



rateur de la fraction conpnsfl fan» le ligne on 

aura 1 — h* = 2g, en néçlijjeant g* par rapport 
k 2gi dans le second terme du dénominateur, on 
pooni neltte VmàU «v lien 4e h en 1— jr i et, de 
cette manière, no« 



-/••/»«+ i/''yi«..(._.)* = /-'__4^îf!î__ 

2*/ • y • ' •/ , 5» + 4 sin« Jl, (• — . 



U coeSeieit de dl MHtt cette dernière intégrale 
est infiniment petit, eieepté pour les valenrs de I 

infiniment peu difTérrntp^ rîr a, qui rendent son 
dâiominatear infiniment petit ; cette intégrale est 
doue infiniment petite on nulle , tant que la difi'é- 
rence I— • est une quantité finie; ce qni aura lien 
dans tonte Tëtendae de l'intégration , îor^qn'on 
«apposera «< 0, on •>«•; donc tontes les fois que 
k eonsltnte • tombemendehott dec Unitao 
eâc, en nnn rdqnMien 

^-^'/•^ + 2/^V>«»«(*— •)* = 0. (2) 

Si^an contraixei ona • > 0 et < «, il j aura 
deenlenra dolqni ditireroni infiniment peu de 



• « . + n, dl » de, 

rintdgrale dont il a^agit s'^anouira encore pour les 
mlenie fielea de u, mais non plniponr lea iralenn 



infiniment petites de cette varialjle , posititet ou 
négativea } à rdgatd de cellea^i, on anra 



/•=/-, 

par conséquent , le 
tion (1) derient 



•"»7 (• — •) =7"; 

de Téqna- 



lorsque «tombe entre séro et «. Or, cette intégrale 
étant nnite pour Conte râleur don qni n*est point 
inCnimenl petite , nous pouvons maintenant Td- 
tendre , sans en altérer la valeur, k des valeurs 
quelconques de u, positives ou négatives , et la 
», ai nona Tenions, depuis n s— >« Josqn'n 
m : on aura aloia 




— f'fMi + x/*'/S cos » (« — rf» = wfa. (3) 
9«/ • J • 



Ce 

coïncide a%'cc une dfiiileux limites téro ouïr; mais 
si l'on a • = 0 , on ne pourra donner à « que des 
valeurs positives , et seulement des valeurs néga- 
iites, ai Poo n • =ir, afin que dana ces deni cas, 
la variable • qn'on a faite dgain à • + « ^ nn aorte 



pas des limitet de l'intégration. De nette 
nntégnde idative & • se Irenvera réduite \ la i 



tiède safalenr, eaà<^«; et al Ton teprésente 

par C et )f lea valenia de /« qui répondent à n s 0 
et • :a 9, il en résultera 



— /"/Wt + 2 /I OM ni dl s ir€ , 

— + 1 (— 1)" cos ni d§ = — »y. 
«•/ • J • f 
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I = 

et toit aussi 



dl = — } 



L« ^ftfitiM s étant poiitive d moindre que k 



conitanU» a, inoUons à U pUce de », dans 



Péquation (2) et — dans Téquation (8) ; eo obser- 
a 

▼•nt qn<> les limites nbUve» à a* teront idra «C 
nOQS auront 



et eo retranchant 
tre, il Tient 



nir 



M* tin 



nr«' 



), mtm 



fi 



ee qn^l t^egintit de trairre». 

Cette fonrale reprénnte Usfelemdelt 

fonction ^x, pour toutes les valeurs de la variable 
«, qui soot positives et moindres que a, et même 
pour 4r = 0 et « = a, lorsque sera nulle poux 
eee *aienit estrênee* H est important d'observer 
que ta série indiquée par 2, finira toujours par être 
convergente j car pour de très grandes valeurs de 
n, l'intégrale relative à «' deviendra une très petite 
qanntitd , qui diaiaven de plus on plus k mesure 
quR n augmentera , et qui sera tout-n fait nulle 
pour H=eOf comme on l'a vu plus liaut au moyen 
do riotégntion par parUo. Cette t-enarqno est né* 

',/'/•' j . "w K + ') 

""T^C/-."'" n 

Pirtageous chaque somme "X en deux autres , dont 
Pane so rapporte «vs nonlme n pein, etrantre 
am Bombcoi • inpain. Four cela, ioit<iiiii 



lise et soflt ponr Joatiler Teaploi q«*on fora 

de la formule précédente. 

Les différentes formttlps par lesquelles ou peut 
ainsi représenter eu séries de quantités périodiques, 
tonjonrs convergentes, des porlioot do foneliou 
arbitraires continues ou discontinues , sp d^rfui- 
sent des équations (5), que nous venons d'établir. 
Je me contenterai de donner ici deux de ces for* 
amies, qni nous seront «tilee dans In sniloi po«r 
de plus grands dëvcloppemcns sut rrtte matière | 
je renverrai à mes Mémoires sur le Calcut imitât, 
qui font partie du Jmarmat dt FÉcoh Potjfttièmt' 
^ et oà l'on tnmven une théetio ceinpiéte do 
ce genre do transformations. 

Après avoir ajouté les équations (5) et retraocbé 
la première de la seconde, j'y mets 21 an lien deo^ 
puis « 4- /et «I I à la place de s et s', et eo* 
suite »x et çx' au lieti de ç'* 4* 0 + 0 î 

limites des intégrales relatives à *' deviennent ^ If 
et ces équations sont remplacées par celles«ct : 



9r CM 



do*^ tin 



81 

— ZI' 



) 



do* I CM 



81 



bre entier quelconque j et faisons succesaivemeot 
Il = 81, fli =: If » 1 ; noua I 



CM 



CM 



2t 



= (- xy cos —, 



(8<— I) ftg 



f* = 



ci do mémo ponr 1m sinua et cosinni comprit soos Im signM // par conséquent , on am 

l/l , M' i.' + 1 X y CM fît d.» ) M.*^ 

-à. * * / /" , (W— 1)»*' , ,\ («-l)-»! 

— 2 j»*' ~7~ ds' ^ sin ^ 



(«) 



f cos 



(8i - I) 



21 



(2» — 1) «X 
COS i 
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les sommes i setendaot à toute* le» valeurs de | prises entre les limites ^ L. 

4cp«b<=: 1 jusqa'ft 4 as co . Ces éqiulaoïii MiMit I Cels posé, li h fonelioo est telU que Tra «it 

lin fo«r toiilM Im ftlnvi d« « qai MiMt eom- I f (— «)s — t», il «aîMlMM 

♦J» 4«'s= 0, /_ m' cet ^ 4»' s= 0, /_ ^ eoi *r' « 0, 

M ^ »i sm -J- dx' — Z J M» sin -j^d^^ 

M' «pi — gr — -^«V. — 5— 



•a moyen de quoi la seconde équation (6) coiocidera avec la formule {a), en ; changeant a en et la 
première s« réduira k 

Si, an coatrain» la fimction est t«Ue que l'on ait ^ ( — s) — ft, on aura 

cl laa anlraa iolégrales potirront a^ëtendre aaala- I P4q|iiation (7], en y mettant I— g an Kan de at 
ment depuis m = 0 jusqu'à « = /, en doublant les 1 «« à la place de f (I — #). La pmaiire ëi|Batiaa (8) 
réanUata. La seconde équation (6) rentrera dans 1 deviendra 

M = yy ^ M' da' + — S ^ cos —J- ^' j cos (8) 



Ces formules ^7) et (8) représenteront les valeurs 
de f jr, depuis x — O jusqa*k I; celles qui s'en 
dédnirent, en les différentiant par rapport à s, ex- 
primeront, dana le même intervalle I lea vaienn de 

LefonmiAe (9) anppeae f« sOponr essO, et 
=s 0 qoand « = 1; b formule (8) eaige que 

Ton ait <^ = 0 pour jr = 0 et pour « = A Lors- 



que ces conditions ne sont pas rcmj)Ilet. cch Tnr- 
moleaott leurs diffërentiellea n'ont pas lieu itor.r 
lea veleora eitrèmes de s. 

327. Réci[tro(]ucnH'iit , tes ffiriiiiiles de ce 'çjcnrr 
font eonnaitre les sommes des nombreuses série» 
périodiques que Ton a obtenues par dilTérens 
OMyena. Ainsi, par exemple, pour en déduite la 
somme de I.i série rlonl on a fait usaf^c dnns lu 
no 324, j'ajoute les équatious (8) et (3), après avoir 
mis — • k la place de » dana la première ; il en 
fésutte 



le praodt emuite /I ss •} en e alors 

' 1% cos n trfl — — i 



quantité nidie pour tons les nombres pairs, et égale 

2 

i — 1^, ['"'"" —'■ii — !• L'équalion pré- 
cédente devient dune 

^ cos (gt-l)> _ » 



la sommi :S 'l't'trnrl.mt à toutes les valeurs dn 
nombre entier depuis * = l jusqu'à >' = oo . 

In multipliant par dii et intégrant , on en dé- 
dttU 



(w - >)» 



8 



On n'ajoute pas de constante arbitraire , parrp que 
les deux membres de cette équation sont uuis, soit 
peur •= 0, aoit peur « s en sorte que cette 
équation a lien pour toutes lea valemtde n, de|iuis 
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A s= 0 juiqa*& • Bv NtdwîfMMiil. Si Too y fait 
• e « ^ on aun 

. «in (2< — 1) • = — (— ly COI (2» — 1; 
et| par conséquent ; 



par dm et j'intègre dewNiTMv; il enrémlto 



1)4 »4 *" » ' 

Oe qu^il s'oj^issaii d'obtenir. 

328. SI l'i 11 nu l 2a au lieu de a, et rn^uil»' x -f- o 
et f -|~ ° " p'acA de s et«', clans la lecondo 
équation (5), et qu'on fuM# (o -f <:} =s OB 



4o/-« en 



Wir (y — ») 



ponrloalM loivolmrado«ooaipT(wtOBtT«;t<** BaftiMnl 



— = t. — ss m — m. 



cdte équation pourra s ccj'irG aiui : 



» étant un nnltiplodot, ot ta toanio 3s*4teBlant 

à toutes les valeurs de u, depuis u = i jusqu'à 
« = X . Or, ai la constante a devient infinie, la 
différence « des valeur* coméentiTos de « devien- 
dra infiniment petite , et la sommeS lodiangera 
en Mrif intégrale prise depuis u = t, ou u = 0, 
jusqu'à « =:= QD . En faisant donc a — go et « =: du^ 
nattant le signe / an lien de Z , et supprimant le 
I de la foraittle préoddente | noua au> 



cos«(jp' — t) dx' 



Pourier a donné le |irenier cette fermale inpor» 

tante, qui s\ti tu) ;i toutes les voleurs réelles, po- 
sitives ou négatives, delà variable et convient, 
comme Im précédentee, dont elle ee déduit , à uot 
fonction quelconque t», continue oudiacMitînne. 



CHAPITRE IV. 



rRKNClPE DE5 VITESSES VIRTUELLES. 



329. Dans les cas les plus simples de Téquilibre 
des machines , la puissance et la résistance sont 
réciproquement proportionnelles aux espaces que 
loure pointa d'appHcotion décriraient simultané» 
ment , si l'équilibre venait h se rompre. Pour que 
ce rapport oit toujours lieu , il faut prendre les es- 
pacée infiniment petite qui seraient décrite dani le 
|Nrenrier instant, et iee remplacer par leurs projec- 
tions aor lea directions des forces, n a été remar- 



qué depuis long-temps dans les machines simples; | 

Jeon Bcmouilli Ta ensuite étendu, par inductiwi, I 

à un système quelconque de pointa matériels selU- I 
cité par des forées données ; et , sons la déoooiioa- 

lion lir prîrci'pc des rilâsses tirtvtliêê, il e$t sifis» 
devenu le principe général de Téquilibre. Roos le 
démontrerons dans fonte sa géntelité, après IV 
voir vérifié sur les exemples suivons. 
1* Soient (fig. 78) A» A', A",... nue ooilo depee- 
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lies contenues dans ime même chape, et lermanl 
on^ moufis fise , pt B, B', B ',... une autre suite de 
{Ktuiics aussi contenues daus uue même chape | et 
roffOMOt ont mmaÊ» nobUe. SofipoawM qa*» fll 
soît attaché & la poulie inri'rit'îirc de la mouOe fixe, 
et s'enroule successivement sur toutes les poulies, 
en panant alternativement d^one moufle à l'antre. 
KVmaMmM libM d* o» fil, attipeadM» m poMtF 

tjui fasse rquilibre à un poîds R SUSpeTirfu î) la pou^ 

lie isférieure de k moufle mobile. Lu tcnsiun du fil 
•m k atae daoa Unê» m longueur, et égale au 
potda F; plw, tl les dbmètcè» de* poulies sont 
très petits, en égard k la di^ttinre qui ««^pRrn les 
dMaamiflea , les cordons qui vont de Tune à l'su- 
tn Mvoal flemiblMMot ptialMm e< «erlMm» i k 
iwee qui soutient le poida sera donc égab à la 
somme de leurs tensions , ou k m fois le poids P, en 
■ppeUnt n le nombre de ces cordons j par consé- 
tarai, ter^ald'ifttUiliM, onawa 

B = «P. 

Or, ai réqnilibre se rompt, et que le poids R monte 
«Efiaceade d'nna qaaAliti tooa la* onrdraa ipil 

aboTiti«!scnt « îs moufle ninhiîe se raccourcirnnt 

ou sV'ougeront de cette même quantité. La lou- 
faaar totalaéa fil deranl Matât la ■tme, la partie 
à laquelle est attaché la paidi P i*afiangata ao ta 



rarrotircira dp n ffii? rflte qTinntîtf^ « : t^nnc, en 
désignant par l la quantité dont le poids P s'éiè« 
vara au l'abainaia, on avia Cassa*, et, 

las |»ï ' 



» le principe qu^o 
3» ABC (fig. 80) représente la roue d'un irtuil, 
et A'BT' rint(>riiection do pian vertical de cette 
roue et de la surface du cylindre j 0 est le centre 
aaaMaaa da oaa dans aîreenfircBoaa, et AOC al 
A'OC sont leurs diamètres horitontaus. Un fil s'ea- 
ronle snr la roue, et s''attaclic h Tun de ses pointa; 
an entre iil , attaché k Tun des points du c|lindre , 
i^aataala éa nrfoMaw ta ttufeaa. Qa totpaad «■ 

poids P Qu premier fil , et un poids R an second ; 
cea deus poids tendent à faire tourner le treuil en 
sens contraire, et sont supposés en équilibre. Cela 
posé, si Ton appliquées paiatC deux forces R' et 

R", vertirales . r^'nlrs vt contrnirfS. iVquilibrc ne 
acre pas troublé j si, 'h- i>lus, cea forces sont égales 
i ft , la (orea E" et le poids R ta feroat <qalllbre , 
fVÉvgn'il n'y aurait pas de raison pour que leur 
adilon simultanée fit tourner le treuil plutôt dans 
un sensquedanaleaensopposéi il faudra dona qu'il 
j ait anati Aiailibre entre la paidaP et h foreeE', 
pcrpandiculaires à AOC, et qui agissent aux extré- 
mités de ce IcTÏer, dont 0 est le point d'appui. Donc 
en appelant r le rayon AO de la roue, etr* le rayon 
OC' dttcjUadra,réqaaliand'équiUbi« 

Pr = Ef*. 

à cause do R' =: tt. Maiiiteunnl, »i l'équilibre se 



rompt, et que le poids R monte on descende d'c 
quantité», tandis que le poids P desccn irj oi> 
montera d'une quantité C , il est évident, par U 
«aatnra da U maofcina, qn^aa ania ti*s= «r /d'EA 
Foa eaoclat 

PC = R«, 

conformément à Ténonoédu principe qu'il a'«fia> 
sait de vérifier, 
t" Soppatent qtt*ana 9i$ TeHwtala^t obargéa 

d'un poids R à son extrémité supérieure; qu'une* 
roue tiorixontale , ayant son contre dans l'axe de 
cette vis, foit adaptée a son extrémité inférieure j 
qa'nn fil aatt aaranlé aar oella fona at affadi fu 
nu bnu( à so oirconrérence,et qu'on applique à |pn 
autre bout une force horixontale F qui o^^isse sui- 
vant une tangente à la roue , et fus^e équilibre an 
poids R. Oa paana, ri Fan traul , plaear tor k dU 
rertion tir- r r-tfe tHn^^f^nte une poulie fixe «t verti- 
cale, plier le fil sur cette partie, et remplacer F par 
un poids P égal I cette force et attacbé à lextré- 
mité Ulm de la partie vertioala dn fil. Ba «ppaknl 
h la hauteur du pas de le via^ atak dreaahiraaiea 
de la roue, on aura 

Pc = R&, 

d'après la condition connue do l'équilibre dans cette 
maobine. Laa dani poidt E et P tendraat k fajia 
toomar b «ia en sens aantiairo} itréquilibre vient 

ù sfl rompre , l'un de ces poires ïiioiitern, et l'autre 
descendra ; et ai le poids K s abaisse ou s'élàse 
d*us|Hk»lk.dak vit, kîtoidaPt'âèvetaaa a^abaia» 
ser% d'une hauteur égale à la circonférence e de la 
roue; d'où il résulte qu'i-n uppcUnit , » ti j;»'nérul , • 
et C les espaces parcourus siniulLaucmi ut pur les 
dent paidt B at, P, aaania mbO, at, par 



PC = Ro; 

confoménaant au^incipa dont naut neat oecn* 
pons. 

4»GontIddraM aneara dans poidt P et E potët 

sur deux plans inclinés, et attachés l'un à l'autre 
par un fil passant sur une poulie fixe, située en haut 
des deux plans qui sont adossés l'un à Tautre. La 
figata 81 rapr^anta une aeotion Tartimle da ee 
système ; AC est lu longueur du plan sur lequel est 
posé le poids R, BG celle du plan qui supporte le 
poids P, AEnna draite horixontale, et CD une ver- 
ticale qui reprémita laluntawr amnnmna dea dau 
plana. Faiaent 

a6 s a, BC sm ft, CD =» A/ 

k 

la composante de R suivant CA seraE— , et ealla 

a 

h 

de P suivant CB aura P ---pour valeur. Pour l'équi- 
libre , il faudra que cea deux compatistn 
égales ; eu sorte que l'uu aura 

Pa = U. 
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Si IVquUibre s« rompt , et que le poids R glisse 
d^iiM qinnlfté y tur le plan CA, i» poids P gltnen 

dp la iTif'mr quantité, maïs en sens contrsire, sur 
le plan BC ; et en appelant • k hauteur verticale 
dont le poids R se sera élevé ou abaissé, et C celle 
doot le poids P se aen «baitid ou ëleté , il est aisé 
de Toir que Toa eiini 




d'eâilidralle 

eenae dent lei csemplct préeddene : mit iol «s et 

C sont les (irojections verticales des espaces dé- 
crits simultanément par les poids R rtP, tandis que, 
dent le eas précédent, • et C étaient ces espaces 
nèmes. 

330. n" i|irrç rr qu'on a vu rinns le 49, deux 
forces qui »u fout équilibre par l'intermédiaire d'un 
levier quelconque , sent en raison inverse des es- 
paces infinincat patita , projetés sur leurs direc- 
tions respectives, et que peuvent décrire en tn^me 
temps leurs poinU d'appliGation. Cet énoncé est 
celai qui eoDvient I tous le* eas* Ainsi , en appe- 
lent P et Rla puissance et ta résistonee en équilibre 
par l'îivterniédînirr» fî'Titic ruarliiue quciconcjufï , 
supposant qu'on imprime un mouvement infini- 
ment petit & cette wcbine , et désignent parC et « 
les prejcctiens sur les directions de ces rofoes, des 
espaces qui seront décrits en même temps par 
leurs points d'applicntiun , ou aura toujours 

PC = Q.; 

à quoi il faut (railleurs njotiter que Tiiue des pro- 
jections devra tomber sur la direction même de 
le force correspondante, et IWre sur son pralon- 
gement, ainsi que cela a lieu dans lelcYier. 

Dans la pratique il suffira qnple mouvement im- 
primé tt la machine snit seulement très peltt. me- 
surant les longnenrs des jprojections C et «| on en 
eonriura immédiatement 1« rupportde la puissance 
à la résistnnce, sans rien ronuaitre de la COMpMÎ» 
lion ^rticuliére de lu uiuciniie. 

931. Hon aenlenient cet énoncé convient il noe 
mocliinc quelconque , mais il s'étend aussi i un 
nombre quelconque de forces en équilibre. Soient 
donc, en général, H, M', 91 etc. (fig. 82), un sys- 
témede points matériels liés eniie eux de telle ma- 
nière qu'on voudra; supposons que des forces V, 
1", P", etc., agissent sur ces points , suivant les di- 
rections HA, M'A', M" A", elcj faisons subir à ces 
points des déplacement infiniment petit» et com- 
patiblesavec les conditions du système, de sorte 
qu'ils soieni transportés eu R, fi', N'', ete. \ proje- 
tons N, N', etc., sur les droites MA, M'A', 
M"A", etc, en n, a', a", etc., et posons 

Mo != j», MV « f^, l"e" =s p^, etc. 

En considérant ces projections p, />', p", etc., 



comme des quantités posittres ou négatives, aeloo 
qnVlles tombent sur les directions des fucem «or- 
respoodantes, on sur lenn prolongcmens,nm» 
rons 

Vp + V'p' -f P'>' -f etc. = 0, 

lorsque l'équilibre aura lieu ; et réciproquement il 
y aura équilibre, quand cette équation sniisislera 
pour tous les déplecemeas eompeUbleo evee les 

conditions du système. 

Lesdroite8in6nimentpftiteî^>,r'> V*I .V ,f te, 
sont ce qu'on appelle les viUsses vtruuUu des 
poioUM, M', M", efe^ dâwmineUon qui previeni 
de rr qu'i llps sont Considérées comme les espaces 
qui seraient parcourus simultnncment parles points 
du système, dons le premier iaitant uu i cquiiiitre 
Tiendrait A te rampre. 

On doit observer que le principe des vitesses vtr- 
tuclies , contenu dans la formule qu'on vient d'é- 
crire, donne seulement les conditions d'équilibre 
qui peuvent être esprimées per des équations, 
maisnon pas celles qui sont relatives à la direc- 
tion deceriaines forces, età l'étendue dans laquelle 
elles doiTcnt rencontrer un plan fixe (n« aftO). Les 
mouvemens compelibles avec les eenditiosw dn 
système , qui donnent lieu à âr^ crruotiorK d'équi- 
libre, sont ccus dont les mouvcuiens directement 
eontniites tant également possibles. Mais, par 
exemple , al on point^nMlériel est posé sur un plan 
fixe, le mouvement sero possible dans ce pion, sm- 
▼ant cbaque direction et suivant la direction con- 
traire ; et perpendienleiremeat k ce plan , il ne 
pourra avoir lieu que dans une seule direction. Or, 
la considération des mouvemens dans le plan, don- 
nera iieu aux conditions d'equi libre qui «^expriment 
per des éqmtiom , et la eonsidéiatieo du monre» 
ment perpendiculaire déterminera seulement la di- 
rection delà force normale, qui doit élre contraire 
è celle du mouvement possible. Dans renoncé du 
principe des vitoMe» vrirtnelles, on suppose impii- 
citenii-iit que chacun des mouvemens rempetilllet 
avec les conditions du système, et le niouveoieat 
directement contraire, sont également puskiblesj en 
eppGqnaat sueeessivement réqnalien pféeédonle 
à ccsdeux mouvemens, les quantités de., 
cbangeront toutes de signes, et il a'eai nlsnllms 
qu'une seule équation d'équilibre. 

Si la force P, est la résultante de plnsiemfeiees 
données Q, Q', Q", etc., et qu'on représente par^, 

q'\ etc., les projections de MK sur leara dia». 
tiens , OB aura (n» 34) 

^ = Qî + Q'ï' + W + 

en sorte qu'on pourra remplacer dans l'équ-ition 
précédente, le ternie P|i relatif à la force P, par 
cette tomme de ternies de la même nature, qui ré- 
poodentè set compétentes; et de nrtme , per rap- 
port aux forces P. P', P", etc., si elles sontaumi let 
résultantes de plusieurs autres forces. 
Le principe dflt fttnMM vùtttelles, dans le cas 
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d'an poioi îsdiiv tfqnilikiit, «itiflomM on V» tu 

dans le n° 30, une conséquence de cette dernière 
éqoAtien, toiti|irii s'agisse d'un point entièrement 
libM , Ml toil ansjalti k demeurer rar «o« 
surface ou sur une courbe donnée. Il s*agtt actneU 
lenent- de démontrer ce principe général, dans le 
cas d*ua système quelconque de points uiatérieU 

332. Supposons ces points liés entre eux par An 
tetge» inflexibles ou par des fils flexibles , dont les 
«H foient Biement attaché* i ces points, tandis 
que d'autres les traveraMiteoniMdw raBMPX iD»i 

biles. Dans ce derrîpr ras , rp^ [)nint<; nn nTiiip;mi 

«ot la liberté de glisser le long des tils qui les tra- 
Tcramt, et que Ton tappose , pour cela , perfaite- 
seot flexibles. 

Après qu'on a appliqué les forces données P, P', 
P*. éCc., aux points S, IC, M", etc., et que l'équi> 
libn «Vtt étobU, il «tt ehir qiiftlw fils qui joignent 
CM pointa deux à deux, éprouveront cbacna uue 
tension particulière, c'e-it n-dire, que clianm de 
ces fils sera tiré à ses lieux extrémités par des ioi- 
Motfgalci d oonlnirai, dirigél* anivant acf pro- 
!on»eni?ns, ainsi qù*on l'a déjà dit dans le lus du 
poljgone fonioalaice (n» 286}. L'intensité de cette 
foroè serais mesure de ta tension inconnue que ce 
fil éprouve. Un fil qui ne serait pas tendu, necoa* 
tribuerait |ifMèl*éqaUibT«,eiroiipoomîtca faire 
abstraction. 

in laaaion pent varier 4Pm fil i nn antre; mais 
•iK'agit dedeuzfib qnt sont le prolongement l'un 
de PaiMre à traders un anneau, la tension c^t !a 
même dans ces deux parties d'un même fil qui doit 
■éecMabeoieat éprouver une égale tension dans 
tonte sa longueur (289). Ainsi, par exemple, si H 
est an anneau trarersé par t(* fil H']Ul"î la teosion 
de MM' sera égale à celle de MM '. 

toteqoe filttsieofsfib viennent se croiser dens 
un même anneau , la tension est la même dans les 
deux parties de cbaquc fil, et peut varier d'un fil 
è rentre. 8< dono , entre le fil H'MH"^ il passe en- 
«ofn V» fil Wm^, dans VamMan M, la tension 
»*"rn la même dnns les denx parties et MSI'* de 
ce dernier fil , et , en général, elle sera difTéreote 
de eeil» deadanv parties IV et MM'', du premier 
fiL II si vn entre fil, tel que MM* vient abentir au 
même anneau M auquel il soit fi \f"mf» ri» attaché, 
ce fil aura sa tension particulière , génénilonent 
différanta de tontsf celles des antres fila qui aboo- 
liasnnteo néme point H. 

Observons encore que si M' est un anneau ainsi 
qno M , et que le fil M 'MM' , après avoir traversé 
Tanncen M, patie encore per fannean V pour aller 
aboutir au point M'", la tension sera la même dans 
les trois fils M"3!, MM', M M", car alors ces trois 
fils u en font quun seul M 'MM M ''. En général, 
lecaqa*nn fil est psvtagtf en plnsienrs pertîcs, par 
de* ami eaux mobiles y la lensimi es^lo nifnie dans 
toutes ces parties. 

A l'égard des verges inflexible» , quand l'equili- 



bre existe^ elfes sont tirées ou poussées dans 1* 
sens lie leur lons^nenr, par des forces égales et 
contraires, agissant à leurs extrémités. L'intensité 
eornsMine de ces deu Hwoes, peor dieqne verge , 
est la mesure de la teosion on contraction qu'elle 
éprouve. S'il en existe une ou plusieurs dans lesy»* 
tème , qui ne soit ni tendues , ni contraelécs, elle 
sont-insUlfl* k réqnUihm, et l'en pent les suppri- 
mer. Ainsi , dans ce qui va suivre , nous suppose- 
rons tous les liens pbjsiques qui existent dans le 
système , tendes on^ oontraetés suivant lenrs les* 
gnenrs per des forces inconnues. 

l.'arnnlnpr' dn prinripe de5 THe«i^r"; virtuellM 

t de donner l'équation d'équilibre dans chaque 
cas partienlier, sans qv^on ait besoin deealenler 
ces forces intérieures ; mai* eonimo la démonstra- 
tion que nous allons donner est fondée sur b con- 
sidération de ces forces, de grandeur inconnue , 
void la notatioli dont nons ferons usage pour les 
représenter. 

^'ous désignerons par [m, m']. 1^ (ension ou la 
contraction du fil flexible ou inilexible qui joint 
dent points qneleonqne* ■ et du système. De 
cette manière [w, m"], [«', m"], etc., représente- 
ront les tensions ou contractions des fils qui joi- 
gnent M et H ', H' et M", etc. 

389. Houe aurons aussi à considérer les veriatiena 
infiniment petites qu'éprouvent 1rs tlistnnres de» 
points M, M', H", etc., pris deux à deux , suit quand 
Pun de ces pourts change seul de posîliott, eoit 
quand ilssout déplacés simultanément. Alors, anus 
désignerons pnr [m , m') la distance de deux points 
quelconques A et JH'j en sorte que (n, m'^, 
(91', m") , etc. , soient de même les distancée de M et 
S", M' et M", etc. Nous emploierons la caractéristi- 
que ^, pour indiquer les variations de ce» distan- 
ces, relatives au déplauemeot du poiut M; la carac- 
téristique pour Indiquer celles qnioutlieu queud 
c'est le point 51' ipii se déplace; la caractéristique 
i/', pour indiquer les variations provenant du dé- 
placement de M" j et ainsi de suite. Enfin , nous ré- 
serverons la caiactéristiqne 1, ienaavcnn accent, 
pour indiquer la variatiur de la distance df deux 
points, résultant de leurs déplacemens simultanés* 

Puisqu'on suppose, psr eaeuiple, queSitdlé 
tnmsporlé de H eu H et H' , ^l' en IP, nous au- 
ront 

t (m, m'] z= 3ÏÎ1' — ?!IS', 
I, {m, m>) :z= MM' — I>M', 
// (m, T/i') = Mîl' — MIN' ; 

Il est important d'observer que la variation to- 
tale, indiquée par est égaleàle somme deve- 
riutions pjriidle*, indiquées par t, et #/{ de 
manière qu'on a, pour deux point* quelconques, 

t (m, m») =: {m, «1») + #/ («t. ei')l 

équation qui résulte de ce que les déplacemens de 

M et M* sont infiniment petits , et qui n'a lieu que 
dans celte hypothèse. Ln efTet ( m, m' ^ est une 
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Taria^les prennent dea accroiasemem infiniment 
petits , posttirs ou négatifs / quand H et H' iont 
tramportéa en ?i et^'; or, en rejetant les puissances 
dé cet McroiHanaiia ttféAnum k li pramièn, il 
est évident que raccroissemeot total d'une fonction 
quclcontfHe de c<»s coordonnées , pst ëcnl è \n 
tomme des accroisscmena partiels qui seraient dus 
ft U wiaCion da chaqne «odidomée ianldount; 
par conséquent , la Tariation totale de ( «1^ ), in> 
diquée par la caractéristiqae f doit être égale à la 
somme de ses variationa partielles qui répondent 
à*, et*/. 

d34. Tout ce qui précède étant admis , uoosidé» 
ronsie point quelconque M , auquel est appliquée 
U force donnée P. Ce point est lié sut antres par 
le* fib W, etc.; U est doue titd ouponasé , 

dans le sens de i-liucun de ces fils, par une force 
égale à la contraction ou à ia tension que ce fil 
éprouve^ en sorte qu''outre la force donnée P, le 



|Miat ■ ««I moun townb k raelhttdr«rtaal dnev 

txm forces ^a'i\ y a de fils abontisMot à ce point. 

Après qu'on a eu é^trA h r<»s forces inti^rienrea, il 
faut faire abstraction des &is qui lient M aux autres 
poioteda tyflêaw, el le eewakMieff oemwie tm point 
isolé, autour duquel les forées [m^ m'], [m, m''], 
etc.. et la force P, doivent sp f«ire équilibre . Si M 
eat un point fiie| il n'en résultera aucune cquation 
de eeiiditioli; «ete a*H est e nt iéte i aeiit lllîte , wm 
a'il ^ seulement assujetti à rester sur une sur^ 
facR nu sur une courbe donnée , on aura entre ces 
forces Téquation des vitesses virtuelles , déjà dé- 
montrée penr réqnllibre d*ttn point matériel ieolé. 

Pour fornipr cette équntion, prenons un point If 
infiniment voisin de M, et appartenant à la surface 
ou à lo courbe sur laquelle ce point M est astreint 
à dcneorer, 1*1! n'est pas entièrement |glve. 
Soient p, t, f , t", rte. , les projections deHW sur 
les directions des forces P, [m, m' ], [ai, iM^Jt 
[m, m'"], etc. ; nous aurons (n« 39), 



IV + (en ml. i + (m, m^. I' + (m.mf"). I" + aie. 



0. 



Muis à cause que la li^nc HN est infiniment petite , 
Il eat aisé de ireir que ta projection sur la ligne 
HH' n'est autre chose que la difTert-iice des deui 
distances MM' etlSN'; car si l'on nh iH'îr Hu point 
n (Cg. 83) ia perpendiculaire RH 6ur MS', la droite 
■H tare eette projection , et l'en aura 

OTien eetwai 

M' fe= [/ [m'i* — (WH)» =r inr, 

en négligeant les infiniment petite dv eecofid er* 
diej on aura donc 

la = MM' — KM'. 
O'epidi ImnoIttieiM oeaMuneSt eette éqoatton wt 



la suivante 

tssl, (m, m') i 
et Ton aura de même • 
!'=*,(«•, m'% If' s= ii im, ai"), etc. i 

per conséquent, rdqvetlon d*éqailiVfe devindm 

PF+ h, "•'J. («, ■•') + [•», m'], ym, «"J 
+ [m, m'"), f (m, m"') + etc. = 0. 

Fil rnnsiHérànt les autres points M', M",K'", etc., 
du <>y<>teme, on aura pour chacun d^euft une 
équation pareille k eelle-eii ces équat 



ïy + [m', ml- i; (m', m) + [«', m"]. S,' (m', «") 

+ [m», m"*J. J)» {ml, m'") + etc. = 0, 

rf' + m]. (aif, m) + [•", -Q. J^" «mf) 

.+ [«", m"J if' K, m'") + élo. aa 9, 

" + [a»' ai], t/" (m"" m) + [«*" , w']. i,"(m"', m') 



f^, p", p"', elc , étant les vitesses virtuelles de M', 
M", M"'f etc., projetées sur les directions des forces 
ionnées P', P'\ P''',elc», qui agissent sur ccspoints 
matévtelt. 

A|oulhiii toute* ee* équaHeiit : en otMerrenl 



quefwij m'] et (m^ m') sont la même clio»e que 
[1»', m] et (m', m), et de même pour toutes les nota* 
tions semblables j et en substituant la variatloa 
totale de cliaque distance à U lomme deit* ^ 
liatioiM parUctte*i noua «iinm* 



4- m'J. t (w, m'] + [m, w 'J. X («, m' ) + [m, m j. t (w, Si'") + eie. 
+ [m\ m"j. t m") + [m, r«"j, i (m', »'") + et^ 
■j- [m", m'"], l 'm ', m ") + etc. 
+ etc. = 0 
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(Û%. 99) , sont indifpéDiians nix ; et Téqua- 
tïon (o) suppose frtilenipnt que cet points n'ont 
{NM quitte les aorfsc» ou tes coiubes données | 
MT laq uè Hê» MBl «bllgés «l« rester} ault si 

Ooas supposons ) en oatre, qii>n vertu de ces dé- 

plarfmfiis , points fin «v«itèmp i|ui sont joints 

par une verge ou un tii tendu, ont conserve les tué- 



t (■», m') = 0, * {m, m') — 0,1 («', m") = 0, etc., 
etTéquation (a) se n duir^i h celle-ci : 
fp^^gf^ I>'y' ^ FY" 4. «Ce. m 0, (») 

qui est précisément celle da pviDeipedes vUetses 

virtuelles (n» 331). 

Sidans les déplacemensdcs putntsM, M', M", etc., 
eMa<|«i •ontdes MMtu ont gliiié U long Heu 
fils qui l«i Irsverscnt, rél|IMti«ll (£] aura encore 
lifu, pourvu que Icslonnueurs totales rîe ces fils 
n'aient pas varie. Supposons, psr exemple, que Jtt 
«•tua eoBMu qui a glissé le long dnftl WMMf'i 
dors on n'a plus sépsréiMnt # («s^ «f) s 0 et 

puisque la longueur totale du fil reste constante. 
■kU, dansbe cm, ks tensions [m, m ] et [m^ m"] 
SmdAsiMrlitldbcefil sont égales; les termes qui 
renferment ce% tensions dans l'équetion (a) peu- 
vent donc s'ûnrrc; ainsi : 

««, ceoiéqiient, Us te détrniiant. 

En général, on conçoit que ti an fil fleiible passe 

• travers on nombre quelconque d^anneaox , les 
Umsîoos égales de ses (Jillcrtutes parties disparaî- 

Pp 4. p',,' ^ ^ rte. ^ 

«usimplenaent 

Br + RV + R'V + etc. = 0, (c); 

en vertu de l'équution (l), qui a lieu par hypothèse. 

^le équation (c) cxiittant pour tous les muuve- 
Bens infloinent petiU eompetiblet «vec les condi- 
tions d\i système des points M, M', M", etc., nous 
• pouvons choisir pour leurs vitesses virtuelles les 
espaces réellement décrits , M'^i', M"M", etc., 
'in* m nêoM instant ; neb eenmeees lignes sont 
comptéps sur les prolon|,ainens des directions de 
R, R", R' , etc., il s'ensuit qne toutes les projec- 
tieas r, H, r",etc., seront négatives (u» 381), et 
4gd«s, Admtiitm bite dn signe, k cee mêaee li- 
pnr. M'»', M"N", etc. Alors, tous les termes de 
' équation (c) étant de même si^-nc, leur somme oc 
peat être nulle, à moins que choque terme ne soit 
*V*AMnkdgel B idro ; «• enm dene 
LlRest, t'.VII'»0, 1" r=0, etc. 



tn^CBtf 1«4«aliôii(n)lo«lii lée ISMi 
gtieur totele de «• fil MVlrien ^ 

Coneluon? done. enfin , 

1* Que Téquatioa résultante du principe des vri» 

leises virtuelles • Heu p<Ntr toiu lee moufeaunt 

infiniment petits qn'nn peut donner b'ttttcerpe M» 
lide, libre ou gènë par des obstacles Bses ; cordsns 
tous ces mouvemens les distances respectives des 
pointa éb 9é caipt eent fnveiieblei. 

fi* Oitta d^tkm a aussi lien pour tous les . 
mouvemens infiniment petits que |>ent prendre un 
système de points ou d'snoeaux liés par des &ls 
fiesildei, penrvn qne ees file teileiit dreita ou 
tendus. Quand cette condition o*est pas rempUe, 
le'^ tensions ne disparaissent pas toutes dans Péqua* 
tion {a)f et, conséqueroment, l'équation (&) n'a plus 
Ken. 

336. Il faut encore démontrer que, réciproque- 
ment , quand l'équation (6) n lieu pour tous les 
mouTcmens infiniment petits qu'on peut faire pren* 
die m e^nM dee peinte!, V, H", ele'., les foroae 
données P, P', P", etc., sont en équilibre, nind 
que noui Tavons énoncé précédemment (u" 331). 

Supposons pour un moment que l'équilibre u'ait 
fn lien, tn pointa H, W, V,ete. , on une parti» 
d'entre eux, se mettront en mouvement , et , dnns 
le premier moment , ils décriront simultanément 
des droites telles que HIV, H'S', H"R", etc. j 00 
pe wt e dono rédinre tons ces pointa en tepos , en 

leur appliquant des forces convennMe^. diriîjéeî 
suivant lesprolongcmens de ces droites, enseas 
contraire dn mouvemens produits; par oenai* 
qeent, si nonadé^neiM «eferaée inconnues per 
R. R', R", etc., l'équilibre aura lieu entre les forces 
P, P', P", etc., R, R', R", etc.} en sorte que r,r', 
r", etc., désignant Im vitessea vlitttelles projeté» 
sur les direotiena de ees nouvelles forces R , R'i 
R", etc., on aura . rPrii^rès 1c prim ipe dee f i taia ai , 
virtuelles qui vient d'être déniontié ^ 

Rr + RV + Wr" + etc. — t> , 

Or, pour que le produit R. MN soit nul , il faut 
qu'on ait , ou R = 0 , ou MH s 0 } ce qui signifie , 
dana Tnn et Peuire ees, qn» le peint M ne pèni 
prendre aucun mouvement : il en est de mèmek 
i'égsrd de tous les autres points : p»r conséquent , 
le système entier est en équilibre j et c'est ce que 
nous nous proposioni de déoMUlrer. 

SS7. Lorsqu'il sera question des fluides , nous 
ferons voir, en partant de leur pro[>ri<'té fondamen- 
tale, que le principe des vitesses virtuclics a aussi 
lieu dana rëi|nnibre d*miafslénM ^feioeadenl 
les actions se transmettent par Tintermédiaire d'un 
fluide contenu dans un eannl ou dans un vase de 
forme quelconque. De cette manière , la démons- 
tration du prineipe gdndral de l*dquilftn ««ra 
toute l'étendue que l'on peut désirer ; car les verges 
inflexibles, 1rs fils tcnehjs, les fliiide«t contenus 
dans de» canaux , &ont les diiTcrcutcs sortes d^in- 
twrmédiafarfa qu^on peut étabir enlm dct pointt 
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«Mlérielt , tëparét les uns det Hatrei, pour tran»- 

metlrf Tnction des forces de l'un rei points "i un 
autre i ei si d'ailleurs , parmi ces points, il y en a 
qoê «oifol iBBobiln, d^ralria pitfaitMiiMit libres, 
•I d^aullM aHujetlis à Nitar sur des surfaces ou 
ïur (îf-ç rniirbes données , f>n aura le sjslèm« de 
poinU niattsnelii le plu» général qu'on puisse avoir 
fciioin de«oiMid«rer. Tonlefoit, j« vaudoDaernne 
aatto déiMutratioa du nàm principe, que l'on 
doit à Lagron^<>. et q«i repose sur des notions plus 
élémentaires que i* prccédentei elle est fondée sur 
1« poMibiltlé «le remplacer teoftaf les fofOM appli- 
^né» à nn eyilènie quelconque de peinU inaté* 
riels , par un seul poids agÏMani coBiBW ea va d'a- 
bord Tespliquer. 

Z38. Si un pointu (fig. 84} ctiieUieitdpar nne 
ferceFdirîgëetntvaatladroUeMA, on peut d'abord 
supposer qttc rctte fnrre soil appliquée aii{)aiiit A, 
et agisse au moyen d'un cordon KA. attaché à ce 
peint 11. On peut earaite remplaeer oe cordon par 
un fil qui s*enreale aMamativement sur une moufie 

fixe rl ^tir \ inr mofifl;' nn'hilr, ft soit uttncli»-' pur ! un 
de SCS deux bouts ù Tune ou ii Tautre de ces deax 
«eaflea ) celle qui art fixe répondant au point A , 
celte qui e*l mobile au point H. En saspendaat 
»erti'"itlf"ntf nt iHi poîds R à rextrémité libre dn fil, 
la tension sera égale à h. dans toute sa longueur. 
Si letdinenatontdM penlieeienl regardées comme 
infiniment petites , les tensions de toutes les par- 
ties de ce fil, qui 'ihriiitib&eul a la niunnc mobile, 
auront la roémedtrccUon j en appelant »leur nom- 
bre f lenr ràultanle sera égala à A, et agira lor le 
points suivant la divodioti MA ; par conséquent, 
si l'on a tK " P, on pourra remplacer l'acUon de 
la force P par celle du poids K. 

n en tcra de même k l'égard dea antres foreea V , 
P", etc. , appliquées a des points M', M'', etc., sui- 
vant des directions M A , M 'A ', ffc.; chacune d'el 
les pourra être remplacée par uià poids éjjal k un 
iona-roultiple de son intensité, egissaat comme en 
vient de l'expliquer pour la force P. De plus, il est 
aisé de voir qu'on pourra toujours faire passer suc- 
cessivement, comme le représente la (igure 8d, un 
seul et même fil sur tontes les moufles fiiea en A , 
A', A", etc., et sur toutes les moufles mobiles atta* 
chëes aux points M, M', 91", etc. Sup|tosons donc 
que >, i*^ i", etc., sont des nombres entiers , et 
qn*on ait 

AesP, é'I.sP', s"k=:P', etc. {d) 

En suspendant verticalement le poids K. à l'cstré- 
niiti- libre de ce fil, le syslàiuc des forces données 
I', P , i'", etc. , se trouvera remplace par ce seul 
poids, dont ractien seratranambe aux points M , 
11', X", etc. , par l'intermédiaire de ce fil , et des 
moufles flics et mobiles. A la vérité, les équa- 
tions \d) supposent les forces P, P', P", etc., com- 
mensnrobles i mate cette bypethése eit tenjeura 
admissible, puisque leur commune meinreK peut 



être nn poids aussi petit qu'on voudra, el'même 

infiniment petit, si cela est nécessaire. 

339. Concevons actuellement qu'on imprime aua 
points H , M', H", etc. , un nmvtrement qui soit 
compatible avec les conditions du système, ainsi 
que le mouvement directement contraire; soient 
n , N', n", etc., leurs positions après un tem|M infi<> 
niment petit; et appelons, cenraiepvéoédemmélit,p>, 
|/,p",etc.,les projections de H^, lH*, etc., 
sur tes directions de P, F, P etc. | on sttr lems 
prolon<;emens. 

Le point N étant projeté en » sur la droite SA, 
chacun des cordons qui vont de A à IT sera rac- 
courci d'une quantité AM — Aif , pour laquelle on 
pourra prendre Un, en négligeant les infiniment 
petite du second ordre; ce cerdon serait , a« eoo- 
Iraire, allongé de Va, si le point a tombait sur le 
prolon;;ement de AM ; d'où l'un conclut qu'à raison 
dn déplacement de S, le poids K. descendra dans le 
premier eaa, et montera dans le eeeend^, dTrnM 

quanlitr rrralr mi prni^ntt dr flia rt des*; ce qui 
revient à dire, d'après le si^ne dep (no33l), qoe 
le variation positive ou né{;ativede sa bantenr vm^ 
ticale scia exprimée par t/t, k raiton de oe aeni dé- 
pl icomcnt. Il en sera de même par rapport à tons 
les autres points M', 91", etc. ; par conséquent, si 
Ton désigne par ; une quantité infiniment petite, 
qui représente^ selon qn*elle sera positive ou néga- 
tive, ]n ([lîfmtitr tni:i1f âonl lepoids K dfsrendra 
ou montera, par suite des déplacemens simultanés 
de tous les points du système, nous aurons 

{ = 4- i'p' -f- »"p'' -f- etc. 

Or, le poids K tendant "i (Irs -i titlrp , et éinnl U 
seule force qui agisse sur le s)stème, ii est évident 
quo rien nerempêchem deprodnlre te mouvement 
que nons considérons, si cette valeur de ( est poit* 
livr; pt qn" nielle est négiitive, rien n'empêchera 
le poids K. de produire le mouvement directement 
contraire , qu'on suppose également possible , et 
pour lequel; changera de signe. Pour que l'équili- 
bre ait , i! c^t dnnr nèressaire que J soit T.éro. 
Kéciproqueineiit , le poids k ne pouvant produire 
aucun monvemeot quelconque, sans descendie 
d'une quantité infiniment petite dans le premier 
in&tant, il s'ensuit «ju'il n'en prodnir.» nurnn , et 
que l'équilibre aura lieu, si l'on a ^ = 0, pour tous 
les dëpUcamcns des points H, M', M", etc., infini- 
meut petits et compatibles aTCO Isa conditions dn 
système. 

Uaintenaut, si l'on multiplie par IL réquation 
ép ^. tfy 4. s*y + etc. s= 0, 

nécesMire et snflbaate pour Téquilibre, et qu'en 

ait égard aux équations ((T, elle se (•hani;errt (Inn* 
l'équation (&)du principe des vitesses virtuelle», 
qu'il s'agissait d'obtenir. 

340. Cette démonstration neenppese pes leprin> 
cipe préaleUement démontré penr un peint maté- 
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tîdûoW. Si l« Ifitèim «e ré<hiit à un seul point ■ 

niiqupl sont npiîIiqviL'CS leS fofces P, P , P", «tC, 

doBince» on gr«iMl«ur «t en dirccUon , oa tubtU- 
•tMn 1 lewr aelioa ii»vUaA<e «dlo dToB ««vl 
poids K, comme dans le 338 ; et , dant le cas de 

I'«îrj!!ilihrp fif rc^ fnrrçj , le prinî-i|»" flfS vilcsscs 
virtuelles se dctluira de cette siibstitiilion psr le 
laiMiiMMMni qii*on vi«iit de fiûre : or, ce prineîpe 
fowtûn isuBiëdtotenieiit les «équations d'équilibre 
du point H, amnjptti i rester sur une surface ou 
«urune courbe, ou entièrement libre (u» 30). Dans 
c«-<lemier eaa, en oonaUlérant Tiina daa ftweei deo- 
nces comme étant t'^ale cl contraire n la résultante 
de toutes les autres, on en déduira les règles de 
leur composition et de leur décomposition , et le 
llidaiiiiiodwpBraHélogninime des forces. En appli- 
quant ce principe à ri'<]ii11iLre de trois forces pa- 
•raUileSjdonl Tune est, par coiuéqueat , «gale et 
contraire 1 la r^ollante de»'deuxaulM«,oiien 
OMclma également les règles de la compoatlîoB et 
de !j» fVcoTti|)ojiiion des ftirr?? parallèles. 

On dfiiiuit aussi, sans dtUicuUé , du principe gé- 
rninU dm TÎteatet «irtaellet , iea éqaailom d^ëquU 
libra d'un corps solide entièrement libre, que nous 
avons trou »c«.'& d'une atitre manière dsins le n"^ 200. 

En effet, nous pouvons d abord supposer que 
tedft let pointa de ee eorpa déerivent dee droites 
dgales entre elles et parallèles à l'un des axes des 
coordonnées. En appelant h la longueur de ces 
droites, et.*, etc., les angles que leur dtrec* 

tion oonflMine fait avte celles des forces données , 
nom auront 

jrsAeosa, f^=Aees«', p^s Jkoos«'',«te. 

pour les Vitesses Tuluciies des points U, M', M etc., 
«itt corps solide, projetas swr les direetiens des 
rorcesPjP*, P", ctc.japfjliquces à ce* points ; donc, 
en substituant ces valeurs dans l'équation (6), et 
sitpprimaut le facteur h, comme à tous les termes, 
on ann rëqnatien d^ëquUibro 

P cet • + Feoso^ + F'coo + etc. a=0. 

En constdéranl succMsivemcnt les mouvemaos du 
corps patalMIeBMmtenft dans avtres axes dw eoor» 
données , un obtiendsa do même les deux autres 
équations dVrpiîlibre semblables à ci Ile-là. 

Nous pouvons aussi faire tourner le corps autour 

dn FnA des ascs dos ooetdenndes. Ponr fwoier l'é- 
qMtioB qui eerrespondni à ee aMNiTemenl, je 

f (« c<w c — f eos •} + p' («' 

OsttedqmtioB d*éqvillbro est celle des momens 

par rapport à l'asedes z , dutour duquel le niouve- 
meot a eu lieu ; on obtiendra de la même manière 
les équations des momena par rapport aaaaxos des 
m et des y« en faisant tourner sneecssivement le 

corps solîffp nnfniir âr rr'i dfni tlri)'ilfS. 

34 1. On peut donner à rt-quatton {b), une forme 
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représenterai les coordonnées des points M, M', 
H", etc., et les angles que font les direction; di^ 
forces P, F, P", etc.| avec cdles de ces coordon- 
nées , par les mènes lettres que dans le n* SlM. 
En supposant que la rçtation ait lieu entonr de 
l'axe des x, chacun de ces points décrira nn are de 
cercle parallèle au pion des x et y, qui aura pour 
rayon la perpendiciilaire ebaisMfo de ce point sor 
cet axe. De plus, par la nature du corps solide, 
l'angle décrit por C( lté perpendiculaire sera le 
même po|ir tous ses points. Si donc on le suppose 
infiniment petit, qn^on lodésigne^par «, et por r, 
r', etc. , Ici distances des points M , M', M", etc. , 
à l'axe des on aura r«, r*», r"*, etc. , pour leurs 
vitesses virtuelles i et en appelant aussi X', 
1", ete. , Iea angles aigna on oktns que font les di> 
rcctioos de ces vitesses ovec celles «les forces P, F, 
P", etc., il en résultera 

psi%cost, p's=r'«cosl^', |ii"=r"wcosl",«tc., 

potir les projections de ces mêmes vitesses sur les 
directions de ces forces ou sur leurs prulongemens. 

Soient, en outre, a, h, les angles compris en* 
tre la difteclîon delà vitesse fo et des pnrallélcs 
aux B^es des x , y, s , menées par le point M; les 
luèœcs angles rclutUs a la direction de la force P 
étant «1 y, on aura 

cQsls eos a cos « ^ ces t eos C «f- cet c cos y ; 

mais à cause que la vitesse rm est tangente en H, 
au cercle du rayon r «{ui a sou centre dans Tate 
des », il est aisé de t oir qu'on a 

^ y 

cos = i — , C08 a = ^ — cos c = 0 , 
r r 

et, par conséquent, 

p rm e09 ^ ^ ±, (sOOSC — fCOSn)*. 

On aura tic mémo 

p' =r ± («' COS C* — y' COS } 

^'~± C*" cos C" ~ y ' COS 
etc. 

Les signes dépendront dn sens do le lolttion i et 
l'on devra prendre, à In fois, les signes supérieurs 

ou les siiznes iiifcrienr* Hinis toiites ces voleurs; 
en les substituant donc dans l'cquultou (1) et sop- 
prirnsni le &etevr± o, eomnmn ètons les termes , 
nousanmns 

cos C — jf' cos + etc. = 0. 

différenle qui en rendra les epplioations pins fa» 

ciles. 

Pour cela, soient jr,y^s,les coordoinH i s du 
point M dans sa position d*équiltlire; x t i , 
y 4- 'y» a -1- 1 s, ce qu'elles deviennent qnand on 

transporte rc point motériel djns «nie pn«iit;or'. N 
in&nimcul voisine) X, T| IL, les composantes de U 
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f«fM P taitmA Ict ffolongemeat des s, y« m, dans 
!e ten9 positif; ces qtiantilf^s infinïnnent petites ix, 
tjiftst ■«ront les ptojecUous do la «itesM» lir- 
tatUa VU inr In 4inotiaa«d«X, t, l\ «t jr^mt 
toi^oan i« pioieotton for h dirtelîptt il« P| •» 
•un (»• »1) 

l> = XH» + Tly ^- tt». 

la détigaMi par 1m nêMa lettres avec dasM- 

cpns , \p<i quantités annlogii^5 qui répMidaat avx 
poinU M I M", etc., on aura itussi 

P'p' = X'ix* + f/'f./' + Vli\ - 

et ti Ton aj oute ««a éi|uatioiui«t la précédente, on 

pourra écrire 

ta tomme 2 s^étendant a (nn^ 1rs poinl< W , W, 
M", etc. , du sfmètMt et se cuiupusant, par coosé- 
qoeut , d'uo noRihi* àt paKias iemUalilai i égal I 



celui de ces poiala. Decalla ■aaièn^ré|^alfaB(i) 

prendra la forne : 

S(Xte^T4 4.ZI»)=0, (a) 

qu'il s'agissait de lut donner. 

Or, quelle que soit la liaison des points du sys- 
tème, on peut toujours resprimer par une ou plu- 
sieurs équations entra laon eoardeaaëaa. Soiaat 

doncL,L'. L", ctr., r!f»î fonctions données de x , 
y, »f jr', y', etc. , ou d'une partie de cet ooordoa- 
nées; et suppoaoat que ces équations «oient 

i — 0, L' = 0, L" = 0, etc. (/) 

Les déplaceniens simoltanà de tous las points da 
syittea devant ètr» eonpatililae avne le* eondi- 

tions auxquelles il est assujetti , il rjulrn t^uo Ii s 
coordonnées jr, y, s,*', y', etc., de M, M', M , -i-., 
et les coordonnées s t s, y iy^ i i * 
ele^ da H/ H', R", eta*, aatbraaeantan^ 

ccssivt nient a ces équations ; par conséquent, en 
négligeant les infinimeul petits do second ordre^ 



dL A dl 

- te +- iy + te 
d^ dy da . 

A' dL' A' 

— *Ê + — 

da d|y da 

A" dL" dL" 



A 

+ - te' + «tc. = 0, 
da* 

dv 

4- — /ar' -4- etc. = 0, 
.da* 

dL" 

+ •53? + etc. = 0, 



Si l'on change en m^ine temps le sens des déplace» 
mena da tiras las poiaU da ayttime , les lignes de 
te, ly« 's , te*» atn.| cliangeront tous à la faii , et 

ces équ'îliniis seront encore satisfaites; en sorii» 
4|fgte le mouveuieut infiniment petit auquel elles rc- 
poadrant | at la BoavaBiaBt diracteoMnt eoatraire, 
sont également oompatibies airec les conditions 
données, comme (e suppose implicitement l'énoncé 
du principe des vitesses virtuelles (n^ Hi). 

Cela paid, au moyen de oae ëquationa (f), ou 
éliminera , dans clia({ue cas, de l'écination (e), un 
nombre des qu.iniités ix, ty, is , ts', etc., égal à 
celui des équations {f); celles d« ces quantités qui 
rayèrent enautta dans le premier membre de Té- 
quation seront iiulrpmiinntrf; entre elles; on 
devra donc égaler séparément leurs coefficiens à 
zéro ; ce qui fournira tontes las équations d'équili- 
bre du système, dont le nombre sera égal à trois 
fois cel'ii points matériels M, 91', M", etc., 
moins le uuuibre des équations (/*). Lorsque les 
pMUions de cet points, c*aat-k*dîre, les valeurs 
de leurs cuuriiunDéis x, Mf S*, etc., seront don- 
nées, il i'uudra que It s < ontposantcs dcs forces P, 
P'i P'', etc. , satisfMssvui a ces équations d'équili- 



bre; quand, an contraire, on donnera ces forces 
en grandeur et en direction, et que lesposittona 
des points du système seront inconnues, ces mêmes 

équrififins . jointes aux équations servirOttt 4 

déterminer toutes leurs coordonnées. 

S48. Les équations («) et {g) étant linétiras pa» 
rapport ils , ty,iM, te*, etc., réiiminatioo d'une 
partie de ces quantités pourra se faire , d'après la 
méthode connue , en ojootaot ces équations après 
avoir araltipKé les éqnationf (p) par dea ^etâai» 
indéterminés, et en égalant h léro , dans cHte 
somme , les coefficiens de celles des quantités ts, 
ty, tzj, etc., qu'on voudra élindaer. Les «oa^ 
fioiens dea quantités restantes devant ensuite ètrn 
aussi égaux à séro , il s'ensuit qoVn H^vra égaler à 
téro les coeflicians de toutes les quantités ts^ijf, 
t», ls\ etc., indistinctement, dans la somme donill 
s'agit; d'où il résultera un nombre d'équatiunsé^ 
à celui des coordonnées, entre lesquelles il restera, 
dans chaque cas, a éliminer les laeteurs indéter- 
minés, pour avoir les équations d*équilibre du ifi^ 
tème. 

En dési'.-nant par > '. etc., les facteurs par 
lesqueU ou multipliera Us uquatioos {g), on aura , 
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dî. dU d\. ' 

4m ém ia 

dL du dL" .... 

1 + '^- + *'— + X" + «te s= 0, / W 

du dy dy 

dl dV dL" 
tfs di d» 

pour iet équoUona provenant dM ooefficteiM de lïr, 
ti j M ««m d« I 



A A' A» 

ds' ds» 

dy' dy' dy' \^*) 

A dL' dL* 

i»' d«' 4s' ' 

ponr celTet qat proTipnnest dtt t^ftjBfljflm i|« 
ei etoM de suite. 
An liM d*Ainiiaer simplemeot x, x', x", etc., on 
povmi tinr de cm équation* let valtim da est in- 

eonnti?9 ; nous allons e^pUrjurr commc^Dt on en 
déduira ensuite, en grandeur et en direction , tes 
ttrce» pmvMMBl it la lîahon dea points dn sys- 
tème, qui agissent sur tous ces points et font équi- 
libre aux Torces donnëes P, P', P". cf r La déter- 
mination de ces forces iacoaauot est une partie 
Hdporlaataduprobléaw da l'équilibre, dont la aolu- 
tioD complète et générale se trouvera ainsi com- 
prise dans Pensembledes équations ff)^ (h), ^h')^ etc. 

343. Si Ton suppose que tous les points du sys- 
ièmm, aoina la poiotX, Miiaal tandna fliet, l'é- 
quilibre ne sera pas troublt^. En vertu de l'équa- 
lianL= 0,1e point M sera alors astreint à se 
la aorface dont L = U est l'équation , 



eldawlaq«iall» la» eootdonnévs s, y, s, MVottt 

seules variables. Or, en désignant par /u la résis- 
tance de cette surface , laquelle sera dirigée sui- 
vant une des deux parties de la normale en M , on 
paom ranpla«ar«atto autCwa , m réqoalum 4t 
conditTon l ^ 0 , par cette force inconnue. Ito 
même, on pourra remplacer L'=0 par une force 
normale à la surface qui répond à cette équation ; 
L" = 0 par ona fioffoe #m ■orawla k la aiwfhaa ear- 

respondante ; ef ain;i de suite. Donc, en joignant 
à la loroe donnée P, ou à ses composantes X, Y, Z, 
cet forpea normales ^, /«i , m* , etc., on pourra en* 
suite considérer h peint ■ comme entièranant It» 
bre et isolé. Par conséquent , si l'on désigne par o, 
hfO, les angles que fait la direction de la force ^ 
avec des parallilaa a«> as,aa des jr^ y , s , mandas 
parto point M; par flt , £i , ci , les mèmaaan^aa 
relfltifs à La forM ^4 $ at aioai deaiiUa, aana an- 
rous 

X /* cos a -f- Ml cos flj -f. fit cosoi +etc. = o, 
Y /« coa & fi| cos Al -|- cos i« etc. = 0, 
Z 4- ^ eoa « + /Il «oa«i + fti cas «t +ale. ssO, 

poorlaa trais équationa d'équilibre du point 1. De 
ploif ii Tw iaitt peo^abrégar, 



»s 
ato. 



on aura aussi, par let formules connues (n" 21) , 



cas «I s= 



«os «• = — 



etc. 



1 dL 




1 


dL 


1 dL \ 




«aa = 




~" » 

dy 


eoa « = , 1 

v d» 1 


t iU 


eot hg = 


1 


dU 


1 dV I 


ii di 


vt 




en» «1 = — — , > 

rt ds 


1 dL" 


coa t» = 


1 


dV 


l dL" 


»■ 4» 


'a 




eoa Ct =~.-^ 
H da , 



ce qui changera taa trait équationt d'éqpilikraiO 

celles-ci : 



T + 





A 






d..' 






dL" 






+ 






+ 




1- ate. & 0, 




dx 




t, 


dx 




»» 


dx 




dL 




Mi 


d'i! 




/*• 


dL" 




dy 












+ aie. ss 0, 


§ 




»i 






*% 


d» 




dL 




M> 


dL' 




M» 


dL" 






+ 










1- aie. 8s 0. 


r 


é» 






ds 






d» ^ 



Or, en les comparant aux trois équations '7"! otcc 
lesquelles elles doivent être identiques, on en con- 
elttl 

i» ss »A, /t, = »t V, jat as r. Jt", etc. 

Ainsi, par rapport anpeinlM, les forçât prove- 
nant do sa liaison arer d'nutres pointa du système, 
toot exprimées par les produits tx, r,x' , r^x", etc. ; 
«as foreoa défaut éira dea qaaolildt poaîUvat , ou 
donnera aux radicaux r, r, , n ,ale*, let aéntaa 
lignaa qa'aiu quantttét x , x', x", aie. , «C lanrt dl- 

27 
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recUons seront «maplétoiMntilélcnaMiéN pw l« 

équations (»). 

Si Tonappelle de même fi,',/ua', etc., lesfor- 
om|NH»v«inat delà liaiiofi da syaliiDe, i|Mi ttfiueui 

sar le point 11' et sont normales nui difTt'rcntes 
surfaces sur lesquelles il est obligé de se mouvoir, 
quaud tous les autre» points M,JI'^, ]["', etc. , sont 

•endnt fim, <m tranvei» pifeill<—ot 

#s' = /k s: »»V, = eto. 
M faisant pour abréger, 



«l0. 

On obliandit de même les «tpreasiom des force» 

relatircs aux points H", M'", etc. 
344. £a comparant les valeurs de (* et on a 

fit' — /*'r; 

de sorte qu'elles sont entre elles comme î'-s quan- 
tités f et r'. Lors donc yuc deux points mattiriels 
S et V ioni liés entre eux , et, si Von -veat^ ï. d*att- 
très points en nombre quelconque, par une équa- 
tion L =0, il en résulte, dans l'état d'équilibre, 
des forces §* et appliquées à M et H', dont les 
graodeiifi aootenlndlM oomme » ci/, et qai feat 



avec les axes dm eoofdoiméei, dM.M«lcrda«tlM 
«wioiia sont 



1 dL i dl 



1 HL 



> d^ 

pourlftfoKA^ ,«t 
1 dL 



1 dl; l il 



»• d>' V dy ^ it* 

poar la force ft'. Le sens et la grandeur de ces Torces 
dépendent du sîgm el de la gtaadeor d*OM 
tité X qui se déduit} dau chequeeai 
d'équilibre. 

Le eewldéretîon dee eurfaocs aur lesquelles cha« 
cuD dea pointa d'un areliaBe ceuaerre le liberM de 

se mouvoir, lorsque ton'; !(■<! rtutrrs <;ont Sil[)|ios(^ 

fixes , détermine les directions normales des forces 
prévenant de la liaiaon de cee BBobiles, pour cha» 
cune des équations par lesquellea cette liaison cat 
exprimée (no 290); mais on n'en peut roTirlitre aoenn 
rapport entre les forces reUtives à deux points OMI* 
lérieta liés par une mène équation; et ei'eat le prin- 
cipe des vitesses vittnellea, ou les éqnationa (A), 
fV), et(- , qu'on on n fléJuites, qui fait connaître 
ce roiiporl à ^rtori^ dans le cas de l'équilibre. 

846. Peur donner une application de eea formu- 
les, reprenons Teiem pie du polj-i;one futtîculoireque 
nousavoiis rdnsiriort^ dajis le ") h ' du cli npitro précé- 
dent i et supputons que les points malt- riels H, M', 
M", etc., soient les sommets aucoeaaîfa de ce polf> 
gone. 

Si l'on oppclle f, f, f, ctv., les longueurs don- 
nées des cdtés ^31', M'iH' , 3L"A"', etc., les équa- 
tions (f)| seront, dans oe cas, 



VZSS y {x' ^ jl" ). 4-'(y' _ y" + - r' — / = t», 

Vsx |/(«" — «'M). 4. — ^ij. 4. (»" — a'"). — r'= 0, 
etc.; 



d*oà il Imitera 



dL 

dM 

dl 

ds 



dL 

dL 
^/ 



^1 

y — y' 

» — a' 



dL' 


dL' 








de" 


dV 


dV 






dy' ~ 




dV 


dV 






d»' "~ 





f 

»' — a" 



, etc., 

» et**,. 
» «te., 



et toutes les autres dilTéreuces partielles de L, L', 
L", etc., c^ui entrent dans les formules préc^ntes, 
scrontégaleai xéro. 
In considérant les deux points >| et M', on onn 

r=»'=±1, ^ = X = ±A, 
où l'on prendra les situes supérieurs ou inférieurs, 



scion que la valeur de a sera positive ou négative. 
On conclut de II et des équations précédentes , que 
les points M et H' seront sollicités (Kir des furecs 
égeles etCOntiaires, dirigées suivant hi droiU M1i' 
ou suivent seaprolongemcns, ci dont la quantité a, 
abstraction faite du signe, sera la grandeur com- 
mune. Il en sera de même i Tégard des points 11' «'t 
M", H" cl Vf etc.} en sorte que dana l'état d'cqiii* 
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libre, lei 



*i k% k\ etc.) exprimeront let 1 HM', HV", WU"% êfe^ 
on lettaMimtdet côtét iveeeasifi ( éqwUoiw 



cos a = ± j — j cot 6- = ± , C08 o = ± ; 



•t qB*oii dcf M pieodra les tifoee rapériem oa in> 

fêr'inirs. selon que la Talcur de K sera positive ou 
itcj^aiive, on en coDclat, par esemplot que la force 
appliquée au point I lera dirigée de M vers M', et 



valeur aera négatÎTe , et q'ie cette force agira dans 
le aens oppoaé ei exprimera une teasion, lorsque la 
««leur d« A «en politise. Vua »tt Pautre de cet 
deux cas sera possible^ si les c^téadu polygone sont 
de» verges inQeiiblc? , jointes par des ciiBrnièn s ; 
et le aecond cas pourra seul avoir iieU| si les cûàéa 
•ont dMfilf flexible*. 

Les équation (k), (tf (V), ctfi^ pttumirt i^é- 
crixe aiusi ; 



1 » 

1 • 



r + 
V + 



l 










A is' - 










/ 








» 


1 


y) 




t 




t 


•) 




f 


1 


f 


*') 




A» (»"' — 
1" 


t 




y) 




X'.' (»"' — 


y") 


9 










x' (»" — 
1' 






*!' (»"» — 


»") 



«Ic 

La* trois premières montrent que lu tension k 
h létaltente des foreet X, Z.Ia le» ajoa- 
Untanx trois sattsiitas, oa swa 



X + X? = 



Y + Y' = 



X' (y» _ y') 



z 4- = 



de \\ Vf et des fbraes X, T, Z, transpoittfBsas 

point H', parallèlement à elles-mêmes. £n conti- 
nuant de même, on nnra pour la tension d'un côté 
quelconque la ntèiao valeur que dans le n" 287. 

le nenlira des aomaieto H, V, ele., étant 
désigné par i», celui des équations précédentes srrn 
3fi^ et-celui des- tensions x, x', x", etc., égal à 
n — 1. Eo éliminant ces quantités , on aura deae 
2»4- 1 éqmUodsd'éqnUibre, lesquelles, jointes am 
n. — 1 îrtnc'iiptirs données /, r, f\ etc., des rnién du 
pol^lgone, siiAiront pour déterminer les Sncoordon» 
■é» de ses soniaetîi, et, par conséquent, sa figure 
d'équilibre. HatsoecelonI n^aurait aucune utilité; 
et il vaut mieux, connue nous Tavons fait dans le 
n« 280, tracer successivement 1m côtés du poly- 
gone finiieulaire, d'après les grandeurs et les dirse- 
tions données qui agissent à seadifférens sommets. 

346. Dans le cas d'un système quelconque de 
points matériels H, H', etc., si les fercea tion- 
nées, qui sont appliquées i ces peints, prer ie misit. 
de leura attractions ou répulsions mutuelles, et do 
forces semblables quiémaneui d'au ou plusieurs 
centres, on aura 

f dési;^'nant une fonction donnée des coordonnées 
de M, M', H", etc., dépendsale de la Itti de ees 
forces par rapport aux distauces. 

En effet, à l'égard ri «-^ fùrcf 9 provenant des cen- 
tres fixes, cela résulte de ce qu'on a vu dans le 
9fi 1A8* Suppesoa»^ en outre, que U eipriflM Pec- 
tion mutuelle de M et M', qui sera attractive, ]>our 
fiverlea idées. Soit aussi u leur distance mutuelle, 
de sorte que U soit une fonction donnée de «, et 
qn*«ii>ail 

+ (y - + (s' - s). . 

Les cosinus des angles que fait la droite MM' avec 
des droites ssenées parle poiut V, suivant les di- 
rections des «y f, «, pcsitifes, serenl 



y- — y 



» — » 



rn les mtiltiplinnt par U, on aura les composantes 
de cette force appliquée au point M et dirigée sui- 
vant U'. Celles de U même force U, appliquéean 
point M' suivant la dtnetion m, seront égales c* 
contraires : et do Ui on ooneint 



ce (pli lait voir que la tension k* sera la lésnltante 

- [W - ^) {dx - dx>) + (y- - y) (</y _ ,iy') + - .) (d, - d»% 
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pourU|Mrtwd«UionMSf«ipwtitDt4tr«eliM«td«hi4M^ dt 1 «1 V. Or, M éHMmiiMl 
la valeur de en • 

« (•* - «) - *») + V - f ) W - ««y) + - •) (d»' - 



ce qui réduit la quantité précédente à — Cdn, o'eat* 
MiM» la dinrantielto dte reMlieo de «. n «■ 
•era de oiéme pour les parties de la somme 1 pro- 
venant desactiooi mutuelles des autres points du 
système; par conséquent, sa valeur entière se oom- 
pe e aim de temct qei leroat tow des différentieUet 
twaetei, et èeite «aleur sera aussi la différentielle 
tl*ane fooetios demaée deaooeideinéea de leM oea 
points. 

In ««Ha de rdfnllM (a), ealto feMlian , qne 
nous représentons par a, sera un «MSMtimi ou un 

fnmtimm, relatiTement «us Tsleiirs des coordon- 
Mee qui répoodeot à une position d'équilibre du 
ijaltee | «t, téBip t eq we iaal, ai Pea déienalae le 
«aHawai ou le ssi nii i — de la fonction f , en ayant 
égard aui équations (f) qui penrent être données 
entre les coordonnées, les Tsieurs qu'où obtiendra 
pew eaa vatiablea i^pendrenl à dea peailiem d*é<' 
quilibre. 

Ooeeoelut de là querniand le «yntème de§ points 
]|,H', M", etc., est en œoufemeat, de sorte que 
leuaa OMffdemidea, «I, par aoUe, la quaatilé a, 
■soient [Je; fon -lions du temps , cette fonction f at- 
teindra son masimum ou sou mimimitm , tnut#>f )f><i 
fois que le système passera dans une position ou il 
reaUMllea dqwilibre» aileapeiirta q«i le eeafV^ 
aent n*£ivnirnt pas de vitesses acquises. 

347. Il y aura entre le «MUMnum et le msaéMMai 
de la quantité a une différence osscnueile, à la- 
quelle il iaaporle dVeir dfard, al fae mmn elleM 

CipliTUPr. 

Uu dit que l'état d'équilibre d'un corps ou d'un 
système de eerpa est §tMê, lorsqu'on acarUut ua 
tant smt pas eca aaefcilaa de leaia peailiaea, ib 

temtrnt à y rcrmir, en faisant de petites oscilla- 
tions que les (rottemauft et les résistances des ou- 
liaw fl oia aan t lonjonra par éteindre ou raidre in- 
aenaiMea. rdqottitee eat non atabM oa inatailaHtf , 

lorsqTie le corps otî le systèrnc de corps qui est dnns 
cet état, tend de plus en plus à s'en éloigner, et 
finit per «hawùtr, dès qu'on Tan a on pmi écarté. 
In ne anppeaant aucun fkoMenun^ pniaae, jna> 

fjn'ri un certain point, retenir les corps dans !pur>5 
positions, ce second état d'équilibre est un cas 
pnrament mathéaiatique, qu'on ne aavrait jamais 
observer , puisque la neindae feroe petturbatrioe 
suffirait pour le détruire. 

Cela posé, les équations fournies pur le principe 
daa v it aa aaa vîtlnellaa, ou, ce qui aal la «éuM 
ebose, par la cendiliea dnaMnteMBondn arfaf» 
WHM de la fonctinn 9 , sont commnnei à ces deux 
élatsi maiale atcsiaiwM convient à la stabilité, et 
le wi n rf e w aw à rdquilibra înManlandi ete*est, en 
effet, ce qne nons ferons voir dena nn autre cha- 
pitre, où noua eenaidérafena la nature dn nenve* 



ment qui a iieu lorsqu'un système de points matériels 
a dM très peu éeerld dTnn diat d'équilibre queleeS' 
^pe*Kn attendant, nous allons donner des exemplaa 
de ces deui états d'équilibre dans le cas d'uu tys- 
tèroo de corps pesans, et faire connaître d'abord 
une propridid deaen eenire de gravité. 

348. Supposons donc que la pesAutcur soit la 
seule force appliquée aux points H , M' , X ' , ete., 
lesquels seront les centres de gravité de corps dont 
nous repréaenlereaa les poids par «, «',«'%«!«. 
En prenant la peiantavr varlleale et diiigde dana 
le sens de cette force , nona aorena 

les autres compeaaniaa aaroni teulaa mllea , tt il 

en résultera 

d» = Ws Vda' + «"da^' 4. aie. 

Mais en appelant fi lu somme dr; poids «, «*, 
etc., et Si l'ordonnée de leur centre de gravité, 
verticale et dirigée dans le sens de la pesanteur, on 
aanaai(n-fl4) 

ttMi SB «a 4. «fa' -l- Va" 4. ete.] 

on aura deoe 

d9 = nia, , f = e Us^ ; 

c étant une constante arbitraire. 

Or, on conclut de là , !• que rerdeonée Sj eat 
la qnaalilé^ devra être nnnMViBHnn en nnnid- 
ntmwm, lorsque le svstf^mc sera en équilibre, et 
réciproquement} 2» que le auiuriiiiMum de «1 répon* 
dra au caa de l'équilibre stable , et son «iaiMM» 
•n eaa de Tdqailibre inalantané. 

Ainsi, In ronc^ition d'équilibre d''un système 
quelconque de «wrps pesana, oMisiste en ce que le 
centre de gravHd do ayaième entier aeit le ^na 
baa en In |dna haut possible ; le pitu bas quand 
Féquilibrc est stable , et le pUw bantqnand il n^nat 
qu'instantané. 

JMt. Iftiprèa ce Ih ée t èw a, ai nnn ebaine peaante, 
attachée par aea dans benla àdaa peinte fizea, eat 
en équilibre, son centre de gravité sera !pplu« 
bas possible j ce qui s'accorde avec le résultat «lu 
no2M. 

Si nn point malérid pesant est posé sur une 

cnurhp, et tuTm plnsirvirs points I;i tatif^fntç mit 

boritontale, Tordonuée verticale du mobile, comp- 
tée dana le aeoa de la peientenr, sera nn MAnanns 
dana eenz de eea peinte où la courbe ea t nanea v n 

pnr en liaut , cl un mt'nim-um dans cetJX OÛ elle 
tourne sa concavité par en basj par conséquent, 
les prendaia aaiont dee peaitiana d^dqnilibra atn- 
ble, et lea detnlera daa peaitiana d*dqnilibre ina- 
lanlané. 
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Si Too poM an fllliptoU* hoOMgène et pctaat , 
Mttt»p1aaii«b«fflMHila1, tMMalr* à* grarîM, ou 

l^nre, sera le plus bas poinble lorsque Tellip- 
•olde touchera le plan fixe par l'nne des dfui fi~ 
trémités dm plot petit de tes (rois axes; et slor» 
r^qpriUbra un itabla. ^ÊÊoà U 1« loMllm par 
INnis des estrémiléi du plus gnnd desesttotoaxes, 

•on centre de gravité sera le ph?? haut possible} et 
rdqoilibre oe sera qu'iosUiiUué. Enfin , si le point 
eoirtMtMl me «iliénilé de Peie mejen , VÛé' 
-niktù dn ceatre de gravîttf s«k vn wMmmm pour 
ntif? partie det sections du corps , et un maxiimm 
pour les autres sectioos j par conséquent, t'équiii- 
htm iCK ilable on non «Ubleedon que lced^ih<- 
CRnens auront lieu dans le sens des premières sec- 
tions ou dans le sens des demià^s. Tout cela étant 
évident, à fritri, peut servir de vérificalionau 
Ibéotèie dn nnmiro pféoédent. 

Supposons enrore qu'on nit Tcrsé dans Tin vase 
deus liquides homogènes et pcsans. Si la surTace 
ét séparation eledfe qui termine le liquide snpé> 



au 

rieur sont toutes deux borisootsies, et que ce li^ 
quide soit celui qui a la moindre densité , le centre 
de gravité de ces deux liquides sera le plus bas 
possible; car il pst ais4 de voir qu'en inclinant OU 
ooarbant l'une ou l'autre des deux surfaces f on 
élèvera tonjonrele eenira defnrfilédneyeltee. 
Ces deux surfaces étant toojoura horitontalee, elle 
liquide le moins dfnse est au-dessous de Tautre , 
OH verra de même que le centre de gravité du sys- 
téme eere le ploe bentpesiible. Per conséquent , 
penr l'équilibre de deux liquides superposés , il est 
nécessaire et il suffit que chacun d'eux soit terminé 
par un plan horitoutal \ mais , pour la stabilité , il 
feni, de fdna, qnece wit le liquide le plnedenee 
qui occupe la partie iurérieurc du vase. Quand la 
diff'érence des deux densités est peu considérsbie , 
il est possible) avec beaucoup de précaution, de 
fabn ennefer le Kqnide le plnedenae^ mais eet 
(équilibre non stable ne peut se maintenir asses 
de temps, pour être observé, qu'à raison dn frel- 
tement des deux liquides contre foepeveîidn Tiee. 
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360. Lorsque tics points mattVicIs , soumis ù cl«»9 
forces dunni'cs, sont liés entre eux d'une manière 
quelconque, ili prennent, à chaque instant, des 
vîtMMi iniiniment petites, dîfférântM de edlet 
qiir rf <; forces leur inijirimcriiifitt s'il?; «•talent U- 
bres. Ces forces étant connues, ces dcrui^rcs y'i- 
iesMfl le sont entsi ; el le problème génà«l de la 
Dynamique consiste à en déduire , en grendeot el 
en direction , les accroissemens de vitesses qui ont 
réellement lieu. Sm solution dépend d'un principe 
très simple qoe Pon doit k VAlemliert , et diaprés 
'lequel en ramène toutes les questions relatives au 
lBOUTemcnt,à do simples questions iVrjnillbre, 
toujours résolubles par les régies exposées dons le 
Kvie précédent» 

Pour énoncer ce ptinripe d*une manière préeiaO} 
soient m la masse d'un rlfs [)'>itits matériel que Ton 
considère , et «r la vitesse que la force qui le solli- 
cite lui imprinerait, a*il était libre, dans un lem^js r 
infiniaent petit. Appelons gr l'accroissement de 

vitesse qui inir;» é^nleinent lien pprîlant ce niênic 
instant, cl dont la direction différera , eu général, 
de celle de la vitesse donnée «r. Par la r^e dû 
panlIélegmBRue des forces , qui inappliqué égale- 
ment aux vitesses (n^ 14ô\ iliîcomposnns «r en 
deux, autres vitesses , dont I une soit gr, el l'autre 
sera lepréaenlée par pr. La forée nuitrice appliquée 
an mobile aura le produit mu pour motarc; celles 



qui gptaîcnl cnpnLlp«: drs vitesses qr et pr, anront 
pour valeurs 1119 et mp; et nous pourrons regarder 
la force donnée mu oommola résultante de la force 
«f, k laquelle eit dA Paoeroisienent de vitesse qni 
a réellement lieu, et de In force mp, ti int I VfTet est 
détruit par la liaison des points du sjfslème. flous 
appellerons cette dernière la f or et pffém. 

Désignons par les mêmes lettres avec des aceais« 
savoir, m\ t*'. /j'; u'', fi ', etc., les quan- 

tités analogues ii m, 9, p, qui répondent aux au- 
tres points dn système. Quels que soient lenr nom* 
bre et leur litiion mutuelle , il est évident que let 
forces perdues mp, m'p\ m^'f^'-, etc. , devront se 
foire équilibre} car si cet équilibre n'avait pas 
lieu, cet forcée produbaîont de certeinot TÎlenc» 
inCninent petites pendent rimtant et, par con- 
séquent, qr, ï't, ï"r, etc., ne seraient pins , con- 
tre rbjpotbèse, les aocroissemens de vitMses qui 
ont réellement lien. 

Ccst en cela quecontule le prineipn deD^Alon» 
liert. Au lieu des forces mp,m'fi\ ^" p" t 1 
peut mettre, dans les équations d'équilibre du sys- 
tème que Ton considère , les quantitéa do moato- 
raent mpr, m'p'r, tufy'r, qui leur Mttt proportioo- 
nelles, et olors on dit qu'il y n l'quilibr*» entre les 
quantités de mouvement iniiniment petites , per- 
due* dans chaque instant par tous le» points dn 
•ystème 1 en vertu de leur liaiaon mutuelle. 
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VI. On peut ohangw cet -énoncé général en vn 
nuira qni Mn lonTcnk plnn commode. 

Observons, pour cela, que nui étant la rrsult^ntn 
de «If et «p, chacune de ces composantes , la se- 
conde par esomplo, t«l ouMi la nSauUanle de «w «t 
de Tautre composante mq, \iThti on sens contraire 
de sa direction ; en remplaçant ainsi chacune des 
forces perdues aip, n'f', m"p'\ etc., par les deux 
force* dont cUe etk k féanltanto , nnnt toyona qne 
Je principe de D'AInmberl revient à dire qu'il y a 
oonatammeni équilibre entre les forces données^ 
-ngisseot rar ton* lea point* d*nn système de 
poial* matériel* cnnionTenient, et les force* aux- 
fjtiflîes sont dus les accroisscmeiis infiniment pe- 
tits de vitesse qui ont lieu à choque iustant , ces 
denière* foroe* étant prtte* en sen* conte dm do 
lenn diioetîons. On remplacera , si Tonteot, les 
premières forcc.i par les quantités de mouvement 
<Rftr, m'u'r,ni"u"r, ctc, et les deraièfM par mgr, 
m' j'r ,m"7"r , etc. , en donnant k chaciino dea vitesse* 

y'jf", etc. , une direction contraire à la sienne, 
^laissant à u, u", etc., leurs propres directions. 

Ce second énoncé a l'avantage de conduire im- 
médiatemcni i de* équation* entre les înconnn** g, 
ç", etc., et les données du problème, qui sont 
les vitesses i/, u"^ etc. Ces équations résulte- 
ront , soit des coudilious d'équilibre, soil des liai- 
fona qui anront lion, dana chaque ce*, entre le* 
points du système; cltos serunt toujours en mcine 
uombrti que ks coordonnées de tous ces points 
(n» 342), et, conséqueinnieni , en même nombre 
que les oi»pomnte« de* fïiêtKtq,^,^, eto., 
parallèles aux axes de ces coordonnées; en sorte 
qu'elles feront connaître, en grandeur et en direc- 
tion , lea aocroiasemen» de vitesse de tous les mo- 
biles à chaque instant} ce (|ni est, comme nous 
l'avons dit , la suintion '^'ifuLralc du [iruLK-nic du lu 
Dynamique. Remonter ensuite do ces accroisse- 
mens infiniment petit* ans viteasc* et aux coor- 
données du mobile en fonction* dtt.temp* ,0*1 une 
question de calcul intc!:;ral. 

3$2. Lorsque les forces im^j , tn'j^, m etc. , 
auront été déterminée*, si on les prend en son* 
contraire de leurs directions , et qu'un les compose 
avec les forces mu, m'at', iin"w'', etc. , on aura les 
forees perdues mp, m'p\ m"p", etc. C est à ces der- 
nières forces que «ont due* le* tensions de* fils, 
des Tcrj^fî i'l;istiqnes et de tous les liens |)tn$iques 
qni pcurent exister entre les dilTércns points du 
sjstéme, ainsi que les |irewion* exercées sur les 
siirfuci's et les cunriies données qu'ils peuvent être 
obligés de parcourir; et, d'après le premier énoncé 
du principe de U'Alenibert, ces pressions ou ten- 
sion* «e détermineront, dons Tétnt de moutement 
de système, par les rè-ies delà Statique appliquées 
eut forces perdues (n» 343). 

Pendant le mouvement, une partie de la force 
donnée, qni agit sur cliaqne mobile, e*t dono em- 
ployée à faire varier sa vitesse, et n'a aucune in- 
fluence sur les pression* ou tensions dont il s'agit ; 



«NOS PARTU. 215 

et l^otrc partie , qu'on regarde comme délmite ou 

perdue, produit ees tensions ou pressions, et n'in» 
fine nullement sur la vitesse. Lorsque le système 
est parvenu à un état permanent dans lequel tous 
le* point* qni le eompo*ent *e meuvent unifermé- 
ment, la première partie de chaque force est nulle, 
et la force entière est détruite, c'est-à-dire, em- 
ployée à produire les pressions contre les obstacles 
fixes , et les tensions de* liens pli7*iqne* , comme 
si ce système était en équilibre. 

Supposons , d'après cela , qu'une corde soit eu 
monvemanlMileant sa longueur, et que de* force* 
donnée* aginent à le* don*, bout* mitant *e* pro- 
longemf'n'!. Si ce mouvement demeure uniforme, 
les deux forces seront égales, et leur valeur com- 
mune exprimera la tension de la corde ; si , ou 
contraire, les deux forées sont inégale*, 1 ' \> s do 
la plus grande sur la pins petite sera employé à 
accélérer ou à retarder le mouvement de lu corde, 
et sa tension euro pour mesure la partie do la pins 
grande force détruite par la plus petite, ou égale et 
contraire à celle-ei. Par eicni(ile, lorsqu'un eheval 
traîne un fardeau sur uuc route , et que te mou- 
vement du «ystème demeure nnirorroe, Teffort du 
elipv il . parallèlement à la route , est égal au poids 
du fardeau décomposé suivant cette direction, plus 
le frottement du fardeau contre la route; il est 
oonslant quand rêtat de la route et son inelinaison 

ne Tnrient p;is ; si on Icsuppusr transmis au fardeau 
par te moyen de plusieurs cordons parallèles entre 
eux et à la route, iVffort total sera égal à la somme 
des tensinns de tous ces cordons; et, dans la pra- 
tique , o!i mesure relTort exercé suivant eluique 
corduii pur l'cxtcosiou d'un ressort interposé sui- 
vant sa longueur. L*inclinaisonet t'éCat de la route 
ne cbangeaiit pas, si les effort* de Panimal augmen» 
tent ou diminuent, le niotiTcment du système 
s'accélère ou se ralentit, sans que les tensions 
éprouvent aucune variation. Lorsque la route est 
horitontiile , le frottement insensible, et le niouvtc 
ni««nt uniforme, le cheval n'a d'autre force à déve- 
lopper que celle qui est nécessaire pour sa propre 
marche} il n^eseroe aucun effort «nivant le* cor- 
dons uttaeliés au fardoan , et low* teoaioos *ont 
constamment nulles. 

353. Le principe de D'Alembcn a aussi lieu re- 
lativement aux quantité* de monvemen* finies, 
perdues par des corps liés entre eux d'une mauiiro 
quelconque, et sur lesquels on esen c des percus- 
sions simultanées , qui ne sont autre chose que de* 
forces motrice* agissant *ur le» mobile* avec de 
très griMi les ii;tensités et pendant de très courts 
iotervalles de temps (n" lUO). 

Ainsi, supposons qu'une force de cette nature 
agisse sur le point dont la masse est m, pendant nu 
temps fini, miii"; !issf>T petit pour que le poitit m et 
tous lea autres points du système no changent pas 
sensiblement de position dans cet intervalle du 
temps. Représentons-le par t, et par U la vitesse de 
grandeur finie que cette force imprimerait an point 
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■i «11 était libiv} «l loit aiini Ç la TÎtetie qnVHè 
loi imprime réellanent, de sorte qu'an bout du 

tpnips I II se tronre nriimî' !,i vitrsse qu'il .ivnit 
«uparaTiot, de la TÎtetse et de celle qui lui est 
Mmnmoiqu^e, pendant |« mêine tetnps^ par le» 
fércsat moltîees qui peurent agir sur la tfttélBe, in» 
dépcndatTiment des prrcu^îinn^. Décrimposons la 
vitesse U eu deux autres, l'une égale à (^^ el 1 autre 
que je représenterai paf P. ftitM» dn suppositions 
semblables à l'égard datwtni points m', m", etc., 
du système, et désignons, par rapport à ces points^ 
par C, Q', P*; U", Q", P", etc., les quantités analo- 
guaaàV, Q, P. L'équiiilif««ibtmdtiM Itajiféme, 
aait an oooiniencement, loîl à !■ An du temps i, 
entre les quantitéa de aMQVMMOt pBidaaa «sP, 
« P'.iw 'P", etc. 

liidrct^déeeiiipowaslft dniéasdn pereaiiioni M 

un nombre infini d'instaftt infiniment petits, Soient 
r l'un de ces instans, m«r, m'm'r, m'W, etc., 
les parties iofimment petites de mP, m'P*, 
«i^^le.| perdvaa pemUot cet initant, et, coomie 

précédemment mpr , m'f/r , wPff'r , etc., let qnui- 
tités infiniment petite? tie mouTcmcnt, provenant 
des forces oiolrices, et perdues dans ce même iu- 
•tenl. B*apf«a l*éDon«é du a* SM, il y «m tfquiii- 
bre, dons le système, entre ces deux groupes de 
quantités de itioavernent-, cbnrune des éqvatiOlll 
relatiTfs ii ( L'I équilibre st r:^ de h f irme : 

km«r -\- A m'tr r A"irt"W -J~ etc. 
Bmpr -f B myr + B'Wy'r -I- etc. = 0, 

en désignant par A, A', A", etc., B, B<,B", etc., des 
coefflciens dépendana dea peaitioDa dea nebilea; el 
cette équation subsistera pendant toute la durée « 
des percussions. La somni« «les val'-iir"; dt- «on pre- 
mier membre qm répondent a tous les instuns de 
cette durée, aère donc djgeie k idre ; mais, deaa ' 
cette sommation, on poane regarder tes coefliciens 
comme intoriables, puisque, par hypotliësc, les po- 
sitions des points m, m', m", etc., ne cbaugeat pus 
aaoBiblcBHmi peadaat toute la durée dea pereoa- ! 
•iOM { de plus, les sommes des valeurs de mmr, 
m'w'r, wl'uf'r, et<?. , seront les quantités de mouve- 
ment eiP, w'P, m"P", etc. j celle de eipv, «yr, 
«l"fi*r, cte. , pourront être uéRtigéaa par rapport 
aux premières , parce que les effets des forces mo- 
trices, telle que des poKh « t <Ie<i nttrartions diri- 
gés vers des centres fixes ou mobiles , pendant les 
dniéca dea pereoaaiona, sont gdnéraleimnit inaanai» 
Mea par rapport aux elTets deow eati«afer4Ma ; par 
conséquent nous aurons 

AfliP + AWP' + A' WP" H- ete- ê 0. 

Il en sera de même à l'cgorH ilf toutes les équations 
il't^quilibre du système, qui subsisteront toutes 
entre les quantités de mouvement perdues mP, 
etV, m"?", ete.; ce fU*il a*agiaaeit de faire voir. 

A cause de rinvuriubilité des coefficiens A, A', 
A", etc., peudaut la durée des percussions, ces 
équations se rapportent ludifTcremment au com- 



mcncement ou à la fiu du temps t. Pour plus de 
eomiDodité, ou a auppMé celte datée le flitee peut 

toitfps 1rs prrrnssions ; ce qui est permis évidem- 
ment, pourvu que i soit la durée la plus longue dea 
percussions que Ton coosidère en même temps. 
Ces perciusiona proviendront, en géndml, dai 

rhnrs rips mnhilcs entre rUT OTt rontrr ries obttadeS 

fixes. Il pourra arriver que pendant le temps «, cea 
corps gliaaentttntatttaoUpettrno contre Teutre on 
eeatrn ces obstacles ; ils 4>roui«imntelott dea fiel* 

terriens qui leur enlèveront de certaines qtiantiti'» 
de mouvement : or, on ne peut pas négliger ce» 
quantité* oenOM oetlea qui proTiennent de la pe> 
santenr et des uttimeUnnB; car le frottement est nnt 
force proportionnelle à la pression, C^est-i-din, 
une force qui enlève aux mobiles, dans chaque in* 
atant, des qnenliléadenuNitenMntînlninient peti- 
tes , proportionnelles à celle que la pression pour- 
rait leur imprimer dans le même Instant ; d'où H 
résulte que les effets des frotteroens, pendant le 
temps «, peuvent ItreeeniperBbleBk cens nea pe^ 
eussions. Ainsi, quand il y ann un glissement dea 
mobiles pendant la darée de* percussions, il fuudra 
établir l'équilibre entre les quantités de mouTe- 
atent perdues par IcelVotInaMm et oellea qnenouÉ 
avons représentées par mP, oi'P', «"P", etc. On 
pourra, si l'on vent, remplacer les vitesses P, P', 
f , etc., par leurs composantes, c'est-à-dire par 
dea vUaaaea égales el eentnina à Q , ^^'f Q^', ete., 
et par les vitesse* U, 1P, IT, Me, priiai dena Inm» 
propres direct i<)!t*. 

Cette extension du principe gcaéral de la Dyna- 
mique en qnentitÀ de moufcnenl d« gnndenrfl> 
nie, servira k déterminer les vitesses de* 00rpad^an 
système, soit à l'origine du mouvement, soit pen- 
dant sa durée, quand ils se rencontrent ou qu ils 
viennent choquer dea obstoelea fise* , ni , géaénn- 
lement, lorsque les vitesses des moblh s ëpronveoi 
ce qu'on appelle des changement Irutquet. 

Les différentes applications du principe gc- 
ntolde leDfnaniqae, que noua enrons à fairedeiie 
la suite de ce Traité, seront relatives à (!es mobiles 
entre lesquels il existe des liens physiques quelcon- 
ques, qui Agissent, en outre, l'un sur l'autre par voie 
d*altraetioa on de lépnlalon à distenoe, et qui 
éprouvent des percussions à des instans particu- 
liers. Mais avant d'aller plus loin, je crois utile de 
donner, dans ce chapitre , un exemple simple de 
ehaenne de eea ttoia citeoiiataoeet , pour aervir dn 
développement «ni générelitéa qa*Mi vinnt d'expo- 
ser. 

CousidéroiiS d'abord, comme dans le quatrième 
cea dn n* 399, dens oorpa peaana, ettediéB eux es- 

tfémités d'un fil qu'on regarde comme inetten^ ibie, 
et posés sur deux plans inclinés, adossés l'un à l'au- 
tre. Soient A laliautettroommunedeoeadeox plans, 
f le longueur de Pnn deni, 9 edie de rentre, m In 

masse du corps posé sur le premier, w' celle du 
corps posé sur le second, et y la gravité. Si Tou fait 
abstraction du frottement, la force accélératrice du 
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IMMnUvr ••IvMrt te pMmkr plM, laqmUt lit 
4gri»ft— ,«tl»liHe«MaâtfniltiM du tMond no» 



I, par vil«MeaniiiiiiMlilowl«a|>ràittd6% 
ilptr «■ ccll« dt ta«t iM pobtodeai'; el Mim» 

oons de regarder ce? TÎ{rssc<i comme positives ou 
comme négatives, selon qu« tes mobiles descen- 
dcat ou t'dUvaat* findant Tiniteiit di| v et «* «ag» 
aenteront de db «1 de'; mais, pendant ce même 
ioatant, les rnrrf>s accélératrices imprimeraient aux 
mobiles, s'ils étaient libresi le* vitesses positives 

— dt et — Ht tn vertu d« b Ihnw dee dens 

l g 

«etpe, le* vHewet pfiVt» perdent pendent Itniltnt 

dt sont donc — dt — àv el — dt — dv . Or, pour 

l V 
que le» deui qunntilcs de mouvement rorrespon- 

dantes se fassent équilibre (n» 3ô01, il faut évidem- 

flMal <|n*cllee soient éplei; par ecnndqaeat , «o 
•1 



A-de) =snr (Ç A- de-). (I) 



De pliH; îf"? deui vitesses t>et r' sont égiilp"! ft de 
Signe cniitrairej car, dans le mouvement dont il 
s'ag i t , r une det dens menée deeoead et l'entre eV 
lève, en parcourant dee espaces égens sur les plans 
inolinéSiOne done 

db'ss — db. 

Je substitue cette valeur de de dans Téquation 
d'où je dédnieensaite 

(mf — m l' h 

et, en intépent, 

(Ml' ^ wfti h 



t = 



(in-|>«i')tf 



9* + «j 



« dtent la constante «rbitidro. 

8i Ton nMittiptio par dl et qn*«n inMgin de nou- 
veau, on aura Tespace parcouru por m sur son plan 
iodinëi mais cette valeur de «suffit pour montrer 
qoo son mowvemont est nnifennénent ace fl é t d en 
retardé, selon qu'où a lef > m'/ ou m/" < mU. En 
vertu de l'équetion o* (ss — *, le eootnurea lion à 
l'égard de m'. 

J'eppoUo T la tension du fil anqoel les deni nw- 
bilet sont attachés , laquelle est dœ ft le force per- 
due à chaque instant par chacun de ces deux corps. 
Cette force motrice a pour valeur l'uue des cjuanli- 
Hs do noavamaatqni forment bs dons meodirot do 



do rd^nlba (t), divbdi par A| 



ono 



et, PO 
vient 



— (7-^ 



" (OS + ' 



m 



vabur qui se réduit à . cooune oob dovoitétro, 

t 

dans le cas de m/=m'/, qui est celui de TéquilibrOt 
Quant à la pression eiercée sur chaque plan in- 
cliné, elle est due à U composante perpendiculaire 
à ce plan, du poids dn corpa qu'ii supporte, et b 
même que dans l'état d'équilibre. 

366. La cnnslaritf c t-st !a vitesse initiale de «s; 
si les deui corps sont partis de l'étot de repos , on 
e e sO; nab si Ton d'eux « on tons Iw dons , ont' 
éprouvé une percussion ii l'orignie dn inon?oaMnt| 
il faudra en déduire leurs vitesses initiales. 

Supposons donc qu'à l'origine du mouvement les 
mobiles m ot oi^ ont éprouvé sbinlbndwont dos 
percussions qui auraient imprimé, suivant bf 
prolo!i'_'empn« du fil auquel ils sont attachés , une 
vitesse a a tous les points de m, et une vitesse a a 
tous tes poioU do si eos demt eorps onssont été 
libres. Comme leurs vitesses initiales sont eet — e, 
il s'ensuit qu'a cette origino les quantités de 
mouvement perdues ont été, en grandeur et «o 
diroetion , os ( o > e) ot os^ ( d' 4* P<Mn qv'olba 
se fassent équilibre, d'après ' le n° 363, U foodro 
qu'elles soient ^ales} on aura donc 

« (o - e) « mf («• + e)î 

d*oô l*on tiro 

ma — m'a* 

• =- — r-. 

m + os» 

Upennssiott qno b fil^snbioà eetbotant, 

suivant chacun de ses prr>lon<'fmrns , r^l due & 

l'une ou l'autre de ces quantités de uiouveofent 
perdues , dont le velenr oonmono est 

mm y a -f- o*) 
m 4" ' 

en sorte que U percussion initi!il« dn fil e^tla nifine 
que s'il était suspendu verlicalemeot à un potnt 
flso, et qa*un eorps attaché k son extrémité infé- 
rieiue fût frappé , dons le sens de la pesanteor,par 
un second corps animé àf rt-Hc quaolilé domon- 
vementet qui se réunit au premier. 

SW. An lion dé deux oorp s pe s o ns , on on poor» 
rait considérer trois ou on plus grand nombre, po* 
ses sur une suite de plans inclinés , et dont chacun 
serait lié au suivant par un fil ine&tensible : le 
do 00 ejstémo do coipe eetaiido b 

28 . 
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méiMinture et se détermlncraii de ta 

nïérc quf précédemment. 

Oa peut aussi rempUoer les deux corps que Tuo 
Tiwtd«cowid<i«r, par une ebelnepewnte, potée 
■ur les deux plans inclinés. £n lu supposant homo- 
gène et d'une épaisseur constante, et désignant, 
au bout du temps par* et s' les lungucura de ses 
deux parties, lett» «MMeeeeiwit entre ellei eomme 
ces quantités , de sorte qu'il faiulra d'abord rem- 
placer, dans l'équition (l),-m et m' par * et«'. De 
plM, pendant l'instant <il, la première de ces deux 



parties aii^mcfile de l'élément dx , f[tt! [ rrinl Ih 
vilesse v commune ■ tout ses points i pour celte 
reison, le qeantité de mouvement perdue'percelt* 
|Mitie eem diminnée d^une qtsantité potltiin oa 
négatiTc , rt. i'/nle h rdx. Par une raison scmblaMf, 
la quantité de nutuvemeot perdue par la sectiodc 
partie de h dwliie pendant le même Instant, devra 
être dindnnde d*nnn quantité égale à v'dx' : il fau- 
dr.i donr, n\ outre, retrancher rdx ei r'rfit' du 
premier et du second meaUire de cetteéquation (1)* 
qui deriendra i^de eelte awnMra , 



d< - lir ^ _ = «• (j * - de' ) - 



Si l'on appelle ^ la longaeor 



dn la 



las vitcMea-* et V de aee devi pertiet «eroiit d'ail- 



ds' 



= — , l»* = — i 

d*nn H résulte df* = — dg eledbe ssv^da'; et, 
en éliminant H db^ de l'équation dit mouvement, 
il vient 



où l'on n fait, pour abréger , 

— ÎS — * ' 



r 



L*intécrale eomplète de eettaéqiiatioa linéaire «et 



Ai 



7+7» 



en désiguanl |iar e la base des logarithmes népé- 
riena , et per a et Mes deux eonstentea arbitraires, 
dent en déterminera Wê talcu» d*apvda oellei de « 
dv 

ct~, qui répondent I f =0. Lorsque toute la 
dt 

rhaînt' trouTcra sur un même plan, c'est-à-dire, 
Itjrkquc la difTérence s — «'sera devenue égale à 
:t *i le mouvement dmogora de natom, et devien> 
dia uniformément accéléré. 

Pour que \.\ chaîne demeurât en repos , il fau- 
drait qu'on eût u = 0 et 6 = 0; d'où Ton eonelut 



ce qui fait voirqnr diu s \''H»l d'équilibre les deux 
parties s et x' de la cliaioe «ont entre elles comme 
les longueurs < et P des plans inclinés sur lesquels 
oHoi sent pesées I en sorte que ses deux extrémités 
se trouvent dans une même droite boriumtale. 



Réciproquement, si cette eonditiouertf«m|i1ieà mi 
instant déterminé, et qu'à cet instant les points de 
la chaîne ne reçoiTcnt anrune vitetSOf Téquilibro 
aura lieu ; car la proportion 

A/ 

donnant -pour la valeur dfi* , on enra »ft IHp* 

l + t 

^tantdonl il s'agit, 



r=Oî 



■s** + *t 
et la vitessn éUntsuppesée 



ds 



«1 



d'oii il résulte a = 0 et & = 0. 
Sft7. Pour seoond exemple de rapplieation dn 

principe général delà Dynamique, considérons If 
mouvement de deux points matériels soumis à leur 
n>puUioii mutuelie j et , pour réduire la question 
an eas le plus simple , snpposons qu'on no Irnr sm* 
prime aucune vitesse initiale, perpendiculaire à la 
droite qui va de l'on à Vautre ; en sorte que leurs 
mouTcmeus aient lieu sur une même ligne droite , 
donnée do position. 

Soient m et m' leurs masses; an boulrlTi temps 
t , désignoua par x eig' leurs distances à un point 
lixe , pris sur cette ligne , et par o et v' leurs «ite^ 
ses, do sorte qu'on ùt, àoet instant, 

ds ds' 
o=-, 0' = -. 
dt dt 



ioit & la force répulsive agissant 
en sens opposés sur m et m', et qui tenUrn , pour 
fiier les idées , à augiuvulcr la distance a^' et ii di- 
minuer la distance o. Fendant rinstant di, eelto 

WJt 

force motrice imprimera une vitesse ^ à la 

masse m'; et , comme l'augmentation de vitesse de 
nt est léellement dv', il s'ensuit que sa vitesse et 
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M tfÊVHÛfi MiHiveaieiit perdues pendant cet 

iailaat Mtool — éaf «IRA — mfdvf, La quui- 
■I' 

liléde mouvement perdue patMf dansle même 

«ffi^et (i.nii ]<' mfmc instant , sera au'îsi — Rdt — 
mda. Or^ ces deux points matériels étant d'ailleurs 
«■tidnaMAl KbffM, il finidn, peur réquilibn de 
ces (juaniitës damauTraMdC, q&*ellM tOÎeilti<|«- 
idnani niaUee } per ooMéqmiil, onauft 

Suit r la diftance comprise entre les dans pamla 
weldriala ai et ai^, de «eita qu'on ait 

A cause de dx = vdt cltb^^^'dt, «o timadci 
équations précédentes 

M<^+Wdo' = 0, «aMd0-|-t«i'v'da':ssSBdb'. 

En intégrant et désignant par c et 0^ Ict deUS GOA- 

itaiites arbitraires, un aura donc 

mv -f m'«' = «, «m» 4* mV* ss 2 fRdr + 

La Torce R sera une fonction ' domiL-e c!c r ; ou 
pourra donc obleaix riatégralc f&dr exactement 
M |wr approxioMlion ; et ai Ton désigne par • b 
valeur de ri Torigine da noiiTeineDt, el qu'on 
fuppose c«-tle intégrale nun<- quand r =: », su va- 
leur^ â un instant quelconque, sera une rouclion 
der et • que je représenterai par /"( r , «): Soient 
aussi a et a' les YileaMi initialei de atelas'j on 
eon, à la fois , 

^ = -» /('i •) s= 0, • « «, = a!, 

d'où a fémttm, à on instant quelooaqne , 

+«V =aM+»W, 1 
aie. +aiV =a/T[r,«) + aMi» +aiV» . P*^ 

Gés defnidrea équations feront oonnattre, k die» 

que instant, les vitesses des deosntolMlea en feoo» 
liens de leur distance mutuelle r on en conclut que 
tontes les fois que cette distance redeviendra la 
nCae, les earrés os et reprendront aussi les 
mêmes valeurs , et que choque mobile f«|NOndn 
une égale vitesse | dans le nèno sens on en asn» 
contraire. 

Gsnnoïssanl « et 0' en loncliom de r, on aim 



peur déicminer, |mr me nouvelle intégration, la 
Tuteur de t en fonction de r, ou réciproquement, 

O'aitleiii v . « Il niulliptiaut b première des équa- 
tions (1) par dij intégrant et d<»ignanl par 6 la 
conalanto arbitraire, il vient 

ms + mW — {ma -f- m'a'^ t + b. 



Ou connaîtra b d'après les positions initialM-dos 
deux mobiles; et oetle équotion. Jointe à 4'— 

= r, fera ootuinitre leurs posiliorîs îi un instant 
quelconque , c'est-ii-dirc , les valeurs de s et s' en 
fonctions de r ou de ce qui sera la solution oom« 
plète dn problème. 

Si l'action miitucllf Hr^ deux mobiles était at- 
tractive, il faudrait changer le signe de R, et pat 
suite celui dff/'(r, «), dans les formules précède»* 
tes. Si cette force éteit une répulsion àcertainos' 
distances, et une altroctif^n n d'autres rfistanrcs, on 
prendrait pour Ht une fonction de r qu^ changerait 
de sifne dam rétendno des valeors-de la votieble. 
Dan» tons les cas-, il résulte de l'équatîsn précé- 
dente qiH" IV.rtùm mutuelle des deux mobiles n'al- 
tère pas le mouvement de leur centre de gravité ; 
eor son premier niombto, divisé psr m>-f> ai'» m- 
prime lo distauBO do co centra i l'origine fixe des 
*et x'; en sorte que le roouTement du centre de 
gravité est unilornie et indépendant de la force &. 

998^ Les équations (1) conviennent aussi au 
luoiivement de deux corps solides, de grandeor 
«]uelcot>que, soumis à la force R, et dont les musses 
sont m et m', pourvu quo les vtlesscs de tuus les 
(•oints de ces dieus cor^ soient oonstannment po> 
rallibs i une droite donnée. Cette force R, répul- 
sive ou attractive , peut alors provenir d'un ressort 
qui ic dilate ou se contracte entre les deux mobiles 
contre lesquels 0 est eppuyé psr ses estrémilés; 
ou bien encore, on peut supposer que la force R 
provient d'un fluide élastique qui se développe 
entre ces deux corps, et les repousse en sens con- 
traire Tun de Pautre. 

Ce dernier cos est celui du mouvement du bou- 
let et du canon, pendant que le premier parcourt 
Vome de la pièce. Ou prendra alors pour m la masse 
du boulet , et pour m' cdio du. cenon. Il faudra , 
pour faire usafjedcs formules précédentes, suppo- 
ser que la totalité de la poudre se réduit en gai ii 
l'origine du mouvement. La longueur do la ekargt 
son lo dislance initialo • dea deua mobiles ; et 
([uand cette distance sera devenue r, la force R qi* 
primera la pression ipie le gas, ainsi diloté, exer- 
cera sur chacun de ces deux corps. Il faudra, en 
onttn, lôiro ono eoppoeitioa sur la valeur do B on 
fonction de r. Or, si ta température du gax demeu- 
rait constonte pendant sa dilatation, la force R 
d'après la loi de Kariotle , serait en raison inverse 
des espaças qnHl occuperait dans Knlérieur du 
rnnnn. Snit donc k la pression rapportée a Pu- 
uilé de surface, exercée par le gat à l'instant où la 
poudre vient de s'enflammer et où il occupe encore 
le même espace quo la diarijo. Désignons par • la 
section de la charge perpendicu1uirr> j sj lonj^ucur, 
qui est aussi la section intérieure de la pièce ; Am 
sera la valeur de B b l'origine du mouvement; et , 
daus 1« cas de le Icmpératnra cousionte , on aurait 
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i riutant qui répand à U dùtaoce r d«i deux roo- 
biltii «r, àim dam éfùqfumt kt «•p«OM«oe«péi 
par la gM «Mt mlffa eus mmun U* ImigaMrf • 

cl r. 

C«tte expression de & est celle qu'on • géaénle- 
nent adoptée, qooiqtt*0U* toit fondée sur deux hy> 
pothèscs inexactes : In tntiliif^ «Je U charge ne se 
téduit pas en gax aTsut le départ du boulet ; et 
fmàÊmIk M dihtatioD évn 1*mb0 de le pièce, le gat 
testé ioil éprouver de trée gfandes diminutions 
()e température. Hais ces deu^ r^iusi^s influent en 
sens oootnUre sur le décroissemeat de la valeur de 
ft tin ■ eno d J» lewl éridenaienl à rendre oe déoraiiF 
sèment plus rapide, tandis que reffet de la pre> 
miére doit être de le ralentir, à raison rlrs nouvel- 
le* quantités de gas qui vienntpt successivement 
•^o«l«r à la qninlilé Uiilîele. On suppose que ces 
detu causes contraires se compensent èpM près, 
et Ton fait abstmrtion He leur inflodiM ew Vex- 
fitessioa de R en lonctiuu de r. 

Gabéltnt, d'après Ié televr de K qa*«i» fient 

f irt •) =s log — , 

r 

en «hMrviBt qne l*intégrale f (r, «) est supposée 
aiUle pour r = «. On regarde comme nulles les 
vitesses initiales du boulet ei r^^i rnnon en fai- 
sant donc a = 0 et a' = 0 dans les équations (i), 
et j iiibititiiMteeito voleur de ^(r, nous en^ 

tMO 

r 

Soient I le longueur de Tame, V la vitesse du 
boulet à la bouche du cunou, V la vitesse conret- 

pondantedu recul: ou uura, h la fuis, 

r=l, I» = V, V' V'; 
el Ton déduire des équations précédentes 

iM'ikon . ^ 

M ^fiit «omMlIfe U vitene i» pn^eeUoa V. 
ANliMilMB iUte d« tigM) wllo da reoid sera égale 

es 

k cette vîleiw V mailîpUdo par lerepport— . 

m' 

En égalant à zéro la ditférentielle de V* par rap- 
part à on déterminera la longueur de la charge 
qvi répond, Contci choses d*eilleitrt écoles, eu 
HutjrtmiiM de U fitMse de projecUon. Oii a, do oette 
manière, 

I 

log — s= 1 i 
el vonme ce logaritbme est népérien, il s'ensuit 

* yojêt l'cumta de c« point 4t U TU««ti«« 4mm1« lt« caKsr 
én JmtimI 4ê l'ittH Fff|«(ÂiifiM«p«|» 191. 



qn'en désignant, a i'ordioeire, par • la base de ces 
logarithmes, ou onta I sa da eoite qae lo va- 
leur de • dont il s'agit sn ipem e i a — poo k tUw 
de la longueur l de la pièce. 

339. La masse os' comprenant celle de Is pièce et 
da 1*offût, est tonjoano trée giaada par rapport à 

cpllr âu boiilrt; m réduisant donc à es' le divi- 
seur m m' de la vsleur de V* , oïl enre simple- 
ment 

V.=— log-. («) 

Pour faito mege do octtefonaaie, il loni ndeae- 
saire de oooneUre le constante A, quiroprdMBto le 
farvf élistifiuf de U poutlrp réduite on gBX , à l'in- 
stant de sa plus grande inteosité. Soit pour cela, 
D la denHd do la poudra doM son état aatm!} 
la masse de le charge seta Des ; en supposent son 
poids égal a« tiart d» paida du houkl, m vm 
donc 

es S3 9DiN»; 
et ron tiicra de réqnetion (S) 

3DVs 

— r- 

Cette quautitc k sera la pression mortfma du 
de la poudre, rapportée I ruttité de surface { pour 
la oomparar à la pression atmosphérique , soieat 
« rcHc -jutre pression, h la hauteur barométri- 
que,/* la densité do mercure, et g la grefitéi«n 
aura 

Soiout aiwsi N la Bodèlede* layMdu logirilteas 

t 

ordinaires, et x le logsritiilBflda^ptisdailiCSa 

tables, de sorte qu'on ait 

I 

X = ■ log — ; 

il résultera de ces valeurs 

« * 

K la température ordiuaîve d'environ 18», Je piaoéi 
pour Isa dooatlés do la poudre et do «acNuro 

on 0 aussi 
et à cause de 

0,4842946, 

la Hsminlo ptéeédeutedevsendre 

k Y« 
~ =1 (0,0069961) — . 
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•i il en f^vlte 

k = 1142. m. 
B^livcment k la pièce de 12^ on t de mioM 



ee qnî donne 

* = 1187. «. 

En prenant la moyenne de rrs fJeiit Talents de 
qui devraient être égales li lu théorie était rigou- 
reme et qm tes donnée» foeiant eieelet, non «u- 
ranedonc 

h s= 1IM. «. 
Telle aérait U ▼■leur de k qnll Gindnît employer 

dam la formule {2\ rnai^ rrttf rxprps^ion dp V* 
ne peut être regardée que coroioe une forraule em- 
pirique, d'abord k feieen dee hypelhiiei evr lei- 
qnellea elle est fondée, et, en outre, parce que 

dans le cnlcul dirprt dn nTOMrpment du boulet 
dans Tame de la pièce, U aurait fallu «voir égard à 1 
la OMiM da la pondre rédige en gat. Bn m&no 
tomps cpM en fluide pousse en sens opposés la bon- 

Ict Pt !p ranOD) une pnrtie de la furcR qn'i! df'vr- 
loppe est employée à transporter sa propre masse, 
qoi 0*001 pa» négligeable par rapport k celle do 
pn>}aetîle; et Ton conçoit qu'il eu doit résulter une 
*iies5e de projection moindre que si, la force élas- 
tique de la poudre restant U même , sa masse était 
■menriblo, eonum le eappoee l*enalyse pré<^denlo. 
Celte reeaarque, due à Lagrange, ppovTO la néces- 
sité de considcrpr à la foh IfS nioiiv<"Tnens »)o la 
pondre et des deux masses et m', pendant que le 
hoidel «4 dans la pièce ; mats alora U qneition te 
noM p l if a» et la diflkaUé du calcul ne permet 
f iièr«) d'arriver k nucnn riïsaltat utile pour la pra- 
tique. Ceat donc à l'cspvrienee qu'il vaudra mieux 
teoMiir paor délomUMr Ice vileMOi de projection 
dee oorpe lancée par les boacbcs à fen. Indépea- 
damment de la considération des portées, que nous 
avons déjà indiquée (a» 210), il existe uu autre 
moyen d*oblenlr eei viloieei, dont il sera question 
dans on des cha p Uw tt eohans. 

Appliquons encore le principe de D'Alem- 
bert au cae le plus simple du choe des corps , et 
supposons qu'il s'agisse de doux sphèrei homogè- 
nes, dont les centres se meuvent snr une même 
ligne droite, et dont tous le» point» ddcrivoni de» 
parallèles à cette droite. 

8oie«taieloifle»matseedeea»deuoetp», dé- 
e^nam par e et n' lenrs vitesae», loteq^Hls com- 
nienrent à se touclicr, c'est-à-dire, au premier in- 
aUnt du ekoc : e et e' seront de même signe on de 
sifMamnlniira»! Mdnn tp» ke daaa mlnle» ifonl 



k la wdte M a«d«aBl fun de Taulre. Dauk \v% 
deux cas, nous regarderons Ir vite«se c comme po> 
sitive; et, aprè» le choc, la vitesse de chacun dck 
dan nebilea aara podtive au aégaUT*, MiTaaA 
qv*c|la »»m dirigée dans le sens de cette «ttawa de 
«avant le choc ou «n sens contraire. 

Quelque durs que soient les deux mobiles , iU 
sont toujours plus on noloa eeapreaeiblea ; k rai- 
son de la différence de leurs vitesses a et v.\ ik 
vont donc se comprimer, en s'appuyant l'un contre 
i'autrei et , peotiaut cette compression , la ▼ileeia 
de l*un de» deux corps , de ai, par eaemple , dimi- 
nuera par degrés infiniment petits, et celle de m' 
aognientero de même , jusqu'à ce que ces deux 
vitesses soient devenues égales. Or,fc partir de cet 
instant, il y aura deua ea» disHnel» k considérer. 

1» Si les deux sphères sont entièrrmrnt dénuées 
d'élasticité, elles cesseront d'agir l'uue sur Tautre 
k l'insUnt où leurs vitesaes «a «erent ^in»i iiiva> 
lée» , et eontinneront de »e mouvoir evee una vi- 
tesse commune, en restant juxtaposées et con- 
servant les formes que U compression leur aura 
dooiiées. 

Si , au oanliaire , tes doux sphiic» »eai dla»* 

tiques, elles tendront à rf^prendre leur forme na- 
ttTrclle; eny revcuaut,el s'appujant toujours l'une 
contre l'autre , la vitesse de m continuara do dé» 
«ndtre gvaducUement , et eelle de ml oentinuera 
d'augmenter : il y uura enfin un instant où ces 
deux corps se siipareront,et ce sera la lin du cboc. 
Or, dans le cas d'une parfaite étailicité, on «np- 
pose qoe la seconde pûtie do choc est tout-à-fait 
semblable à la prcuiicre ; qu'à l i tin du choc , les 
deux corps ont repris exactement leur forme sphc- 
rique, et une vitesse comrounek tOUS les points de 
dmeun d^eax ; et que , pendent sa seooftde partie . 
ils perdent ou gagnent des qtntitités de mouvement 
égales h celtes qu'ils ont déjà perdues ou gagnées 
pendant la première. 

Le problème du dhoc de deux sphères ne présen- 
terait aucune difficulté nouvelle , et rcntrprnit dnns 
celui du n'^ 3^7, si leurs rayons étaient infiniment 
petits. Pour le résoudre complètement, lorsque 
leur» reyons ont une grandeur finie, il faudrait 
avoir égard à ta propn;:ntirni du mmivement dons 
lenrs masses , et déterminer l'état des deux corps à 
un instant quelconque de la dnfdedu phéauMlMt 
coqu*on pMi ragardor emnne impossible, dan» 
l'état actuel de la science TSom5 ndmeHron» donc 
les suppositions qu'on vient d'expliquer comme 
étant les donnén de la question dont now alloa» 
nous occuper; et eu coaabtnant ces danaéai a»oa 
le principe de D'Alembert, nppliqué aux quantités 
de mouvement de grandeur finie , il ne s'agira plu» 
que de déterminer les vitesses de» doua ipbéva» k 
la fin du dioo, dfapri» leur» umsiea etlenr» viiesee» 
primitiTes, soit quand ces deux corps sont entiè- 
rement dénués d'élasticité, soit quand ils sont par- 
faitement élastiques. U n'y a que les corps ■■»»» 
qui A*eiènl pa» d'élasiieitd icnsiMa } la plupart de» 
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rorp» dtrrt revipiirifiit a îmr forme prifliîlivffy 
({u'ils ne sont pas lirisé* par le choc. 

Ml. Dattt le cas én corps mont, Mit « ]« ti- 
lan* aprè* le choc, laquelle etteoamaneioxdmii 
iphèr«s; la vitc&sie perdue par m sera et la 

vitesse gagnée par m' sera u — •'.Si donc ces deux 
ewpe allaient un devant Tan de Peutre aTeo e«» vi- 
tesses V — u ci u — e*, il faudrait, d'après le prin> 
cîpe tln n° 353, qu'ils se fissent équilibre; ce qui 
exige (ip IZl) que les quantités de mouTement 
ceimpendantw à cm vite«ee «omit tfgalei. Nona 
idone 



(e-«) = eif(.-e')j 



M Vm lire 



«IV + fliV 

n = 



V 



(•) 



pour la voleur de u qu il s'agissait d'obtenir. 
Si «if est en repoi avant le dioe , et leii on 

tie sa densilé, cette masse soit cxtréroemeot grande 
et comme infinie , p,ir rapport k m, on aura sensi- 
blement «=: 0. La musse m' représentera alors un 
obfteele Bse } et le corps, dénué d'éktticité, icra 
réduit au repos par le choc contre cet obstacle. 

On appelle force vive d'un point nint»'ricl, ou, 
plus généralement , d'un corps dont tous les points 
ont la mèoM vitesae, le produit de m moiae par le 
carré de cvlle vitesse. La somme des forces Tivei 
de m et m' est donc mv* m'v'* avant le choc, 
et «ne* -f- m'H* oprés le choc. Or, il résulte de la 
formule («} qne ta eeeendo aonuBO est lonjonrt 
inoinrfrr que I* première; CBt, santeltâwr loor dif- 
férence 

mr> -\- m'r'' — mw — m'tt> , 

on peut en retrancher U cjuantité 

2m (mr -f- in'p' — tnu — m'u), 

qui est nulle, en \ertu de Téiiiution (a) ; et «elle 
différence devient alors 

« (» — «)• 4- ai' (« — •')« , 

qui est une quantité positive. 

II f n donc toujours perte de fnn c vive dans le 
cbocdc deux sphères dont la uiuliérc est dénuée de 
tonte éleitieilé; et cette perte est égale, comme 
on voit , à la somme des forces vives dues aux vi* 
testes r — « et « — r", perdue et j^agnée par ces 
deux corps. Ce résultat est nn cas particulier d'un 
théorème général qui est dû k Carnet , et que noua 
démontrerons {uir la suite. 

363. Dans h prrmié''re pnrtic du chor, c'cst-ii- 
dire, jusqu a i instant de la plus grande compres- 
sion , les dons sphères se comportent tevjonrs de 
même , quel que soit leur degré ^'élasticité; en 
sorteqne la vile^sf u <jn'rta vient df (1'-'<Tmiiier, 
est toujours celle qui itiur est couuuutic .t cet in- 
stant. Fondant cetto premiaro portiO| la diminotiou 
do \m ▼iless«.de m et raugmonlation de celle de m' 



•ont donc v — it et u — e'. Or, si ce» 
sont parfit itcment élastiques, m éprouvera' dons 
la seconde partie du choc, une seconde diminution 
do vilosso égale à le première, et, conséquem- 
ment, sa vitesse à la Sn du choc sera r — 9 m) 
ou 2 H — p. En même temps, m' éprouvera une 

seconde augmentation de vitesse égale à « v' et 

se vitesse finale sera o^ + » (« — . a^) on te 

Si donc on appelle V et V'IoB vitesies dem etaÉ*, 

après le choc, en aura 

la valeur de ■ étant toujours donnée p*r le Aw^ 

niale (a). 

Su fetranchant ces vitesses l'une do l'aulte,0B s 
V - V = e — 

ce qui montre que dans ce choc ia vitesse relative 
des deux mobiles change de signe et conserve la 
même grandeur. 

Si la masse m' est regardée comme infinie, à rai- 
son de sa densité , par rapport à la masse as, et 
qu'on oit o'ssO, onaure «sO, et, par eonsé- 
qucnt, V = — 0;d*où il résulte que quand une 
sphère, douée d'une élasticité parfait? , vient frap. 
per un obstacle fixe, elle est réfléchie avec une vi- 
tesse égalée! contraire i celle qu'elle ovait avant 
le choc. S'il s'agit , [>ar exemple, d'une sphère pe- 
sente, qui tomJie dnns le vide , *nr lui phn Itori- 
xontal et inéhranUble, elle devra rcatonlci k S4 
hauteur primitive. 

La somme des forces vives sera le mAmoovenlot 
après lecboo, oUi autrciaent dit, onoitm - 

M«* = m (2n — o)* -I- m' {tm ^o^)* ; 

équation qui se réduit à 

4m (ew + m'u - «19 — aiV) = «, 

et qui est identique , en vertu de la fomnle (a). 



Il n*y e donc aucune perte de force vivei 
elioc de deiïi sph^rfs parfaitpment fMasliqurs;; et 
ce résultat, comme celui que présente le choc de 
deux sphères non élestiques , est compris dans un 
théorème générol, qu'on 



un înifre rliapitre. 

3ti.i. il l oii fcuppose m on aura 

2» = e 4- r . V = c', V = p. 

Il y a donc échange de vile«;çedrir>s le choc de deux 
sphères parfaiteosent élastiques, dont les masses 
sont égales ; et si l'une des deux est en repos avant 
le choc , l'autre demeurera en repos après le choc, 
et 1(1 |)reinièro prendra la vîteue primitivo de le 
seconde. • 

n suitde 1i que si l'on a «nesério de billee ^alat 
en masse, et dont les centres soient rangés cn ligne 
droite ; que la première soit seule en monvcment , 
et que sa vitesse, qui sera désignée par soit dt' 
rigéo suivant eelte droite et du oôté deo autres InI- 
les} cette première bille sera réduite au repos en 
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choquant la deuxième î oeU«-ui |ircndra la vitosM Vj 
ft««e laquelle elle ii» eho^aer le itebiéiiie,-el mw> 

entoile réduite au repos ; la troisième prendra la 
fisesse V, quelle perdra en choquant la quatrième ; 
et ainsi de suite, jusqu'à la dernière , qui conaer- 
«an la vitewa v. Apiéa celle suile de chocs, toutes 

Ifs liîllrs srrnnt rinnr rTi rf pos , Cïceptf' In der- 
nière, qui se trouvera animée de la titesse que la 
pnwiira avait primUiveneet ; et eenmie ee t<m1- 
lal ait indépendant de la grandeur des intervalles 
compris entre les billes consécutives, il est natu- 
rel d'eo ooodure qu'il aura encore lieu quand ces 
intervelleaditpetetlteet, el que les btUoe, die- 
^ées par la première , seroot en contact. 

Ainsi, lorsqu'une st-ri(r d'nn nombre quelconque 
de billes parlaitemcat cksiiques, en repos, juita* 
paa é a a , dgales en oMiaet et dent les centres sont 
en ligne droite, sera choquée par une autre bille 
éla^tiqup, égnip à chacune d'elles, et en mouTC- 
ment suivant la ligne des centres, celie-ci se rcu- 
nim è le série qni demevreni en lepos, eieaplé le 
bille placée à l'autre extrémité , laquelle se déta- 
chera seule avec la vitesse de la bille choquante : 
c'est, en effet, ce qu'on a souvent Toccasion de 
vÀifler, avee des liiUes de billanl , par eieniple. 

En '.'f^nrral , les Inis du choc de"? r-nrps sphérî- 

quea,moas ou durs , qui sont les conséquences des 
bfpoltcsee du n* 900, ont été confirmées par de 
nombremceexpériences, faites sur des billes égales 
nn inégales , de même matière ou de mntirre diffé» 
rente , et dont les vitesses avaient entre elles diffë* 



9M. te nenTcment du centre de gravité d'un 
système de corps n'est jamais altéré par le choc ou 
toute autre action mutuelle des mobiles. On dé- 
nMmlfeia perla snile, dam lente sa généralité, 
cette importante proposition , dont on u déjà vu le 
cas le plus simple duos le no 357, et qu'on ^»<>ut 
aussi vérifier dans le t^oc des corps spberiques, 
nMNisett parfaitement élastiqnes. 

Pour cela, soient x el x', au bout du temps 
les distances des centres de m et m' à un point fixe 
de la droite sur laquelle ils se meuvent. Soit aussi, 
I eeiinileni, «,1e diatenceen même point du 
ire de gravité de m et «s'i nena aniens (n> 96) 



(• + »•) «J = + 

lit, en dîlifrentiast , 

ds, és iW 

A dt dt 



équation qui fera connaître la vitesse — du cen- 

dt 

iri' de gra\itc, correspondante aux vitesses des 
deux sphi-rcs. Or, avant le choc, on a 

dx d^ 

- a= e, — a= e-î 

dt dt 



et , conséquemaient , 

ds. 



mv -|- 



dt 



Apès le dute, en • 

dr ds' 



= H. 



dans le cas des corps mous , et 

dx éé 

— = S« — e, — I = Sa 
dt dt 



dans le cas des rnr])<; élastiques. En substituant 
soccessivemcnt ces valeurs lians rèqualion (b), et 

dx, 

afaal ^td h l*éqaetien (•), en en dédnit — s « 

dt 

dans les deux cas } ce qui est h nênie «elenr qn^a- 
vantleeiiec, «1 vertu de cette équatjen (e).Par 

ronsrqTient , le chnr dr; Hrnx sphères ne change 
rien au mouvement de leur centre de gravite. 

€ennne le vitesse de ee peint est toojenra la 
somme des quantités de moavementdes corps, di- 



yhcc pnr In somme de leurs masses, ceh» revient à 
dire que dans le chue de deux corps sphériques, 
nM«e en élastiques , la semme d«i qnentttés de 
nwwvenMntne ebenge pas , eu ayant éS^cd , dana 
cette somme, aux signes des vitesses. 

Si la vitesse r' de m' est nulle, et que cettenasse 
seît très petite par rapport i as, la quantité de 
mouvement imprimée à m' et enlevée àaiyeera,i 
très peu près, m'v ou 8iii'e, si-lnn cjue ces rorps 
seront dénués d'cltisUcité ou purlaitcmeut eJaili- 
ques. 

3M. Jusqu'à présent, en a assimilé la résis- 
tance des fluides à une suite de riiotjs du mobile 
contre les molcuules du mdieu qu'il traverse j quoi, 
qne, selon moi , la théorie de le «ésistenee fondée 
sur cette considération doive être abandonnée, il 
est bon, cependant, de l'espliquer ici en peu de 
mots. 

Supposons que le mobile soit un oylindre droit 

qui «ic meut dons le srn"; de sn longueur. Soit m 
l'aire de sa base , perpendiculaire à cette dimen- 
sion et h le direction dn mouvement ; soient aussi a» 
la masse du mobile, et p la densité dn fluide, lî^ 
quidc ou aérifornie , dans lequel lise mciît. Au 
Iwut du temps < , appelons v sa vitesse , et « la 
distance de sa base anlâienre à un peint fine, prb 
sur la perpendiculaire à ce plan , de sorte qu'en 
ait dx — tdt. Dans t'instunt dt , cette base par- 
courra l'espace dx ; le mobile IVappera donc tous 
les points matériels dn flirîde , compris daa* une 
tranche dont la base est « , la hauteur , et la 
masse pM(ix. Or. on considère to usées points comme 
isolés et ii ayaol aucune action sur le fluide envi- 
ronnent} et, dans cette b|pellièse, en prend peur 
la diminution de 
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vée p«r !«« mobile pendant cel Inilant dt, le pro- 
cliiU de « vitesse « et de limitie frappée f««l», ou 
le double de ce preduit , selon q«o l'on compare 
ce choc à celni des corps dénués d »" «o'ito élasticité, 
.m qn'on l'assimiie au choc des corps parfaitement 
élastiques. La première «leiic tfmdM eet celle qid 
s*éeerte le oMiiiu de respérieiiee i en Padoptant 
donc, et observnnt f]uf mdv éprouve la variation 
de la quantilé de mouvement de la masse m, dans 
Tinstant cU^ ooiweiurons 

indv = — rfmdx; 

et en metUot pour ds sa valeur vdi , et divisant 
pariai il en résulte 

m - , 

pvof le force aieirice provenant de la résistance 
eiprcée sur une surface plane , perpendiculaire à 
la direction du mouvement. 

Getle idtMenM cet, comme oa veil, preper- 
tionoelle k UdeeiUd du fluide , h la ^urfnn- <,ur 
sVierce , et au carré de la vitesse du 
mobile, fcn appelant h la hauteur de* à ceM« 
lesse , et 5 la gte^ilé, o'eil-à-dire , en leieent = 
2y*,eewleur devient Zjp-A; en sorte qnVile est 
égalR pnid» 'ruii cylindre du ttuide qui aurait 
pour base la suriace perpendicoieife à le diredien 
delà titette, et pour heuleer le double de celle 
dent on eorps .pesant drvmit tombet denelevide, 
peur BcqaéKir cette mcrao vilesse. 

Si la direction du moufcmellt n*e«t pas perpen- 
dÎMleiieà le.tnrfeee plene liai éprouve la résls- 
teocc , on décompose lavU»'-;?^ fî" mnbile en deux 
antres , l'nne perpendiculaire, et l'autre parallèle à 
ce plan ; o« suppose que le titeMC pereUéto ne 
donne lien qu»è on rrotiHnentdent on fait abstrac- 
tion, et que la résistonrf proprement dite est la 
mime que si la viUsse normale existait seule : c'est 
pourquoi Ton Mbilitn» cette eompoMnto k le ti- 
leiteodane le velenr p|6cédente de la résisUnce , 
qui devient alors f-r» cos « i; x étant l'angle que 
fait la normale à la surface m, avec la direction de 
le vitesse v. 

166. En edmellent ce résultat , et Tétendant aux 
éUmens infiniment pttiu des surfaces courbes, 
on en conclut , [>iit le calcul intégral , la résisUnce 
éprouvée par un corps solide de forme quelcooqae. 

Ponrplnedeiimplioité, supposons qu'il s'agisse 
d'un solide de révolution, dont tous les points dé- 
crivent , avec U vitesse O, des paraltcle» à son aie 
de iigure. Soient AB oete«e (fig. 8«),et AlB ee 
eonrbegdndretrice; prenons cet a je pour celui des 
obscissrs . < » npi-tlons x cl y l'abscisse CP et l'or- 
donnée VIS. d uu pomt quelconque U do eeltc 
courbe. Supposons que la pli» gtende aeotioadu 
■elide, perpendiculaire à Taxe de G^urc , soit celle 
qui rrpnnd ni point C, originelles coordonnées, 
et que »oit , eu conséquence , la plus ^tMdt 



ordoonée de la courbe UUI. Le newenMnt ayant 
tienne B f ère A, le portion de k enrface qui éprou- 
vera In rrsistaiirc du milieu sera relie qui répond à 
la partie UIA de cette courbe. Soit ds 1 clément 
difTérenliel de celle ooaiiie au point quelconque M i 

dy 

cos » = — , 

ir 

pour le cosînue de i*en|;1e qne le nonnele en ee 
point, fait evec l*ese dee «, c'est-à-dire, avec la di« 
rection do mouvement; et cet angle sera le môme 
dans toute l'étendue de la tone en{;eodrée par da en 
lonment entenr de AB , dont le tmf eoe cet Ssfdir. 
Cheenndes élément pleMs de cette Mn^dproaTore 
donc une résista nr(? normale qui sera égale au pro- 
duit de cet élément , multiplié par ^v* cos* s. En 
décomposent cette force en dem entres, Fnne per- 
pcndiculaire etrentro penlMleà Taxe AB, il est 
évident qnr Ici compoianles perpendiculaires à AB 
se détruiront deux à deux ^ d'aiileurs , chaque im- 
posante peretlèlo 4 AB eiire pour telenr le résie» 
tance normale k la tone, moUipliée par cos s'; par 
conséquent, la somme <le ces composantes, pour la 
sone entière , sera ej^aic au produit de la surliace 

db» 

2K^ds, de fv* oos^ et de CM é, on à Sirfo* y 

d'après la valeur de cet é. 

Il ittit de Nk qo*eo eppelent B le résietenee to- 
tele éprouvée par le solide en sens oontrmire de eoa 
monYorneot, et faiseat GA = «, none enrone 



pour le vehnr de celte force motrioe. 

fli lemobilo eetnne splu-re , le point C sera son 
rrntri» , et a soQ rt^on. Eo désignent par I l'engle 

MC \ , on aura 

y = o sin I, djf — cos Wl, dt = «H ; 
et il en réeultere 

R=:2ir(e> O» * — 7 '^H*' ^* i 

ce qui montre que la résitlenee épronvée per me 
iplère est la moitié de celle qni aurait lieu sor 1« 

cylindre circonscrit, dont ta» serait la base pnr* 
pendiculaire à la direction du mouvement. 

967. C?est k llewton qu*ett iA ee premier cent 
sur h résistence des fluides} et c'est lui qui e dé- 

terminc , Vf |trfMni( r, !i' mouTcmcnt des corps sou- 
mis à une force dépendante de leur vitesse. En 
compereni le réf nltet de son celcnl eu temps ob- 
servé de la chute d'une sphère qui tombe dans l'air, 
(l'iinf ^rmur^p bniitrur, il a reconnu qu'il faudrait , 
pour accorder Tua avec leulre , réduire ii moitié la 
valeur précédente de B. 
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'tbiqaiènM; c« donne 

3 

1 s» «fa* «». 
10 

bappetoiitO kdMttMédala tpfaèM^ m 
Appelle f la fim* m ë l é ia trice qui eo proviendra , 



ce qui est, effcclWernpnt , rnipression âr în ré- 
stftance que les auteurs de Balistique ont adoptée 
1« plus gëaëralemenC, et qne non* avons citée dus 
ltii*»19. 

In TCTtn de la formule (c), la détertninntion du 
solide de révolution qui éprouve la moindre résis- 
tance, consiste à trouver la courbe gënétatrice de 

eatoUdapour laqmUe rioléflnla / y — est 



»f ptoUéme qo*ao rdsondra aam di0U 

rulté (Kir les règles ducalcul des virîntiunt, etdont 
Revtoo a donné la solution avant que d'autres géo- 
nètrca se fm aant eocnpés de cegewa im queilions, 
indiqder la mëthoda a anivia p«Dr 



repose, 

Ta m y sur une «onpaitliaB tagMda raflCIoa du 

fluide au cIkjc des eorp^, ci nnr li snppositlon inad- 
missible que, dans ce choc, les molécules do fluide 
agisMal iaaMnanl anr le mabîla al aailaBaat 
Tune sur Tautre. Elle est démentie par l'observa- 
t'ff n , f|nant h !a pmnd^iir nb^oîao «jne In mlcul 
donne à peu près double de celle qui résulterait do 
reipérieBoe ; alla l*aat atisai par rapport à la l<d de 
la résistance en fonction de la titesse, qui saraîft 
toujours proportionnelle au carré delà vitesse, 
suivant cette théorie, tandis qaUl résulte do dé- 
eroiaaaBaaat obaarvé daa aospUtndea, daaa laatrèa 
petites oscillations du pendule (n^ 187), que cette 
force est seulcmftit [iroportionnelle aux très pe- 
tites vitesses. La resisunce qu un Ûuide , liquide 
on aérifarma, «ppeae ae nonteaMst d*ni oer|ia 
solide , se compose d'un frottement contre la sur» 
face , et de la résultante des pressions que ce fluide 
exerce sur celle surface tout entière. Pour déter» 



est la résistance proprement dite , il faut considé- 
rer à la fois les mouvemens du corps et du fluide^ 
comme je l'ai fait dans le mémoire déjii cité 
(■• l«l> Celte forée pa^ Mn diMmIe daea le 

mouvement oscillntnirr ft rinns le mouvpmrnt pro- 
gressif, dons les liquides et daus les gas ; et, dans 
ceux-ci , elle peut dépendre de leur tampéralofey 
aine» paa aenlaaaent de leur daoiîtd} ee fvii 
par I 



CHAPITRE IL 
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Mê. DaM laa ehapitrea ioivana, noua eooaidé- 

rerons îrs dîfft'renî r;îs du Tnntimnrnt d'tin corp^ 
solide. Pour former les équations de son mouve- 
aMnt , noua le «Kvlaarons en parties insensibles , 
■ais da frattdaar flnie, comprenant néonmoittadaa 

Tlfimbr'""; TmmrMi<î'->; molrr-nlf ^ _ Oiintr|ii(' ce. COrps 

»oit formé de mulëtiules disjointes, les sommes 
falallf ea aaa partiaa inaenstlilea poerroiit Mre 
ebangéeet MMS ^«u^ apprécioblc, en latégralea 

définies , comme dans le n^^ 08 ; et , dans tout ce 
qui va suivre , on pourra traiter les parties dont il 



tea îaKgialaa déftoiea ^ae lea éqwtions du 
mnnremfnt renteflMfMl ieRMl WÊt wewdirn de 

neuf, savoir : 

fsdm, fydmf fUm, 
f vydm , f z rdm , f\j zdm 

/»» im^ ff* dm^ Jt* dmj 

dm étael r^énent diff'érentiel de la masse, qoiid- 
pond aux trois coordonnr?; rectangulaires st^y^m^ 
et les intégral» s'étendant à la masse entière du 
HiaUle , que nent disignons par I, 

29 
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iMlfwipf«niièm Mpeiidmid«bpMiUMidii 
à» gravité; et ti «pptQt «i » yi » ■>* 
Mt trai»cooffdoanë«t, oa «mt (a* M) 

Ml = ■«! , /yd» = ly* , /Ub » a«* ; 

4ttk torte que chacun* de ce» inl»';^ralM «îera nulle, 
iors(|a'on prendra ce point pour i'origme des coor- 



plvt 



loin fiî'M ptvi toiiJoQcs détemimr la dirMiloB 



/«ydbi SB 0, /Min 0, /y«A» s 0. 

I«t Inri» HMteeteiigiilaiM te «, y, « , qoi CmI 
aiaii disparaître m Iroia inlégnlM, «^appoUini 
des as»* principaux. 

Quant aux trois demièrat des neuf intégniM, 
«m Im eipriaimaiiiiMjea de trois anlm qns omia 
rqNtëtMtonapar A, C, et q«i seront 



.Qoello fne ooil eotle origino, «n 



Mroalira 



t/ii> An 
S/y* du 



A + • - C, 
C + A-B, 
B ^. C ~ A. 



On BppRilr, en l'cm'rw!, momrnt d'inertie d'un corps 
par rapporta une droilo quelconque, ta somme des 
élémens de sa masse , multipliés par les carrés de 
lents distances à cette droite. Ainsi , A , B , C, se> 
ront Irs moTTiensd'iiicrtie duinobilc parropportaui 
axes des » , f , »; car, par exemple , y» + »* e*t 
leoatféde la distenee de dto A Pase destf.leis- 
qufl «es droites seront des ases prineifMU, aens 
nppQllerans A, B , C, des momensd^ineitiepiM- 

centre de gravité et les aies prineipsns «ni 
Taeenlege do simplifier les étpMlilMis du mouve- 
ment , en faisant disparaître une partie de leurs 
termes, quand on les prend pour origine et pour 
ases des coordonnées; ils jouissent, en outre, de 
propriétés très importantrs dans la OTnamtqne , 
ainsi qu'on le terrn yinr la suitp. 

300. La détermiiiatiuu des moroens d'inertie est 
un pinlilime de celcol intégral , que Ton résoudra 
ta^jonra enactenent on par la méthode des qua- 
dratures. 

L'exemple le plus simple est le calcul du moment 
dTineftie d*utt peraltélipipéde recUngle et Imbo- 

gène,par rapporté Tune de ses arctes. Prenons 
trois de ses miles adjacentes pour axes desx, 15^, 9, 
et désignons par a, b, c, leurs longueurs; puis 
divisons èfaacvne fle «es trois droites en une infi- 
nité de psrties inSniment petites. En rncnant par 
ton<t le? point? de Hivisioii, des plans pordllétes 
aux taces du paraUciipipèdu, on aura trois séries 
do plans qni le pattageroni en élémens infiniment 
petits dans leurs trois dimensions. Le volume de 
l'élément qui r»'pon<l lun trois coordonnées Jr,y, s, 
sera étideminiMU (i-r(iy(i<si un aura donc pour sa 
BMSSe 

^ == fd0 djf ds; 

fêlant la densité du parallL'lipipcdc , que l'on sup- 
pose constante. Par conséquent, le moment d'i- 
nertie C, par ropport à l'arête qu'on a prise pour 
atodes et dont la longneur este, seta 

C tfffi*' + «• ) <4r d^ d». 



On étendra cette intégrale triple k tous le^ é\'-- 
lu.parallélipipèdc donné, en intégrant, dans 
un ordre quelconque , depuis « = y =0, s=0, 
jusqu'à sr s«, yssft,ssBe;ooq«ii doww, eano 
auonnedifionlld, 

« = '(^+^> 

on, ee qni est la même chose, 

C =^M (o* 6> ); 

■ étant la masse dn eetpo , de sorte c|n'on«ii 
Mssfole. 

On awn do même 

B =1m (c»+ o»), A =Î-M c«). 

pour les momens d'inertie du même corps, par 
rapport nuï nn-tf? dont les lonj;ueurs sont 8 et a. 

37U. l'our secuud exemple, cvlculons le mooienl 
dHnertie4*nn dlipsoido homogène per rapport k 
l'un de ses trois axes de fignre4 

L^éqnation de sa surfiMO sera 



jr> y* s* 

- + -+- = ». 

«• ê> «• 



en désignant par 2a, 'ii, 2c, les longucnn dn SM 
trois diemétres prineipans , qno Ton prend pour 

axes des ar, y, s. Son moment d'inertie, par rap- 
porta l'axe des z , sera exprimé par la même int«« 
grille triple que dans le problème précédent; la 
eonslante fêtant lonjonrsla densité dn corps. Pour 
obtenir cette intégrale triple, qui doit cire ctendnf» 
à la masse entière dv rultiptoide, j'intégrerai d a- 
bord |)ar rapport ii s , en regardant m ety commn 
des constsntes ; ensnlte,par rapport à y, en 000* 

timiiiiil de regarder x comme rorritanle , rf . enfin, 
pur ropporl ti x. On peut suivre l'ordre qu'on veut 
dans ces trois intégrations successives { oelot qoe 
je choisis revient à coneevoir TeUipseide partagé 
en unelnfinilé de tranches elliptiques, parallèles 
an {tian des y et s; chaque tranche partagée de 
même en une infinité de parallélipipèdes panlUleo 
à Paie des s, et terminésà la snrfiMOi et ehaqn* 
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yNENlIlBpipMfl m étémem infiniment petits dans 
leurs trois dimensions Lr8 limttes de l'intégrale 
reUtive à & «eront le» deux valeurs de cette varie- 
kl« v& wnl itnaim pat 1*<qmlion (a) ; c«lto in- 
Irfgnle définie etprimera, en fonction de * et y, 
le moment dUnertie de Tun quelconque des pnral- 
lélipipidet. L'intégrale relative à y^aura pour iimi- 
tm kw dens valeim d« ««tte tnriabU , qui r^pon- 
dant à la même valeur de * , dans Téquation de la 
seclion à(! l'ellipsoïHe par le plan dei x ett/; elle 
ex{Mrimera le moment d merlie de la tranche pa- 
lalUto ra plio y ei » I fii wlmvo h la dbtaiiee « 



de ce pita. Enfin , nBMgnk nkllrcl # 

depuis * = — a jusqu'à » — a , et elle e 
le moment d'inertie de l'eliipsoide entier, 
la intégrant par rapport à a , il vittit 

( s* y* ) « d!» dy 4* conitante. 

Les deux limttes données par i'équatioo (a) sont 



. = ±cL^ 1— f . 



rinWgnlftddlfailt 



Si Foo AU pmv ibréger, 




Tiiitégrale relative à y de la première ptrtie da It 
formule précédente , deviendra 

réqntliMi de b Metiesde PéHipMiile perle pie» 



.detffe(y>.ieTeiri 

donne y= ':tr pour tes.deui limites de l'î 
grale relative à y j et , comme on a 

B en tétaMe , en temellent penu" le ftlewi 



8|««* d!e 



( «s «« » ) df . 



£n intéjjraot par rapport à s depuis » — — a jus- 
a,.«n eniB deno 

sans nonteeos calculs , et par de liinplei ehenge- 
de lettrati on eoim de même 



par ooniéqaent , le moment d'inertie C par rapport 
à Texedei'i qnl ert te MName de eee dens der- 



nières inti^grales , aura poux valeur 
„ 4«r»a&o , . - . 

On obtiriidra fîr mi-nje les momens cî'innrtiç B et 
A par rapport aux axes des y et des s. La masse 

de PdUpMSde Henft H, en aura , d après len vo- 



■ i— * 



et les trois momens d'inertie, par rapport aux dis- 
nèttee ta* 81 « te» lennl 



A«fM(|.+ e.), B + os), C=fM(a. + *.), 



Ces diamètres sont les trois axes principaux du 
corps , qui se coupent à son centre de gravité j car 
en les pcenent pour axes 4r , y, e , les tieie iat^ini- 

les fxytîm , fzxcim ,fyzdm, élcnducs n l'ellipsoïde 
entier, soutiéro, puisque chacune d'elles ae com- 
pose d'élémens qui sont, deux à deux, égaux et de 



On voit que parmi If n (mis qnaïUitt^s A, B, C, la 
pins grando et la plus petite sont celles qui rèpon« 



dent nii pliis petit et nu pins grnpfl des trois diamè- 
tres , ce qui est d ailleurs évident, par la définUion 



371. Oens le eee dW ipMn , m B I s e; 
he treie neoens d^însrtie deviaiaentë|iMU entre 

8» 

eut , et sent exprieiës par — f^.Sî iereyon a aug> 

16 

mente d'uu infiniment petit, ci se cbangeeno-f-ds^ 
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dria«rliedeU «pMm, «avoir, —foidb, ex primera 



1« moment d'inertie de U coacbe ipbériqoe , dont 
lei nfom ioUriviir et fsIértttdrMats ola •4>db. 
Mablt4BBttt| supposons que la sphère ne soit pas 
homogène, mais qu'elle soit seulement composée 
de couches concentriques et homogènes, de me- 
wàèn qu'en appelaot r lertyno d^an* «oiidie quel- 
conqiMy la danilé f toit une fonction donnée de r. 
Pour avoir le moment d'inertie de la sphère en- 
tière, il faudra intégrer celui de celte couche 

qpdooii^i nvab, ~- fjrUbt , par rapport àr, al 

ëtandra Pintigrolo an rayon entier do la opUre \ 
dane» an déiignaai ea rayon par a, an aura 




poar la numant d*înartie demandé. 

Si on la eampare à calui d'une sphore homogène 
du même rayon , et dont la dcnsitf^ snlt t'galc h la 
daneité moyenne de celle qoe l'on coukidère , il est 
abé da voir qa*il dfvra être, par la défiailiaii des 
Bomens d*iMrtie, et qu'il sera efTectivement , 
d'après son eipression , plus grand ou pliii petit, 
selon que la densité ^ croîtra ou décroilra conti- 
noananant du oentra k la aoifaca. 

372. Le calcul du nonwnt dHnartie d'un corps 
horoo'r.'Ane , tprmin»* par une «virfarp réTolution, 
se réduit à une »culc iiitégraliou dépendante de la 
aawba génératrice , quand on la prend par rapport 
àl*asa do figure. On décomposera alors lesolidt 
en anneaux rlreuluireB , d^inn épaisseur et d'une 
largeur iulîoiutent petites, dont chacun aitson cen- 
tra dans rase, «t toiC compris, d^anapari, antre 
deux plans perpendiculaires k l'aie , et d'une antre 
part , <^ntrf« deux surfaces cylindriques , dont rnilf" 
droilfl sera l'axe commun. £n appelant r le rayon 
de la snrbea intérievre , r + dir eetnida la anrfaeo 
extérieure, et dx lo distance des deux plans, le 
volume d'ufi anneau sera « (r -f- dr)*d£ — nr*dx, 
ou 2xrdrdx , en négligeant le terme infiniment pe- 
tit du troisiénioordra. Sa nnaw sera doneSvfrMa, 
en désignant par p la densité du corps ; et comme 
tous les points do cet onneati sont à la même dis- 
tance r de i'axe de iîgure , le produit Zuft^drdSf de 
cette otasM «Ida f«, aapriineta son moment d'i- 
nertie pur rapport H cet a\c. Donc si cet uie 1 1 1j 
courbe génératrice sont (adroite ABel laligne Allfi 
(fig.89), et qu'on fasse 

AP SX, PU = y, 

uu auta lu tuomenl d inertie de la tranche infiui- 
ment minoo dn salide de révolution , peqMndteu- 

laire à AB cl correspondante au point P,en intégrant 
ïvfH drd» dopiii^ r = 0 jusqu'à r~ y^cequi 
donne ^ «f5« d*. Donc aussi, si Ton désigne par < 



la lonf^eor de l'axe AB , et par le moment d'à» 
nertie du solide entier, on obtiendra b valeur de «m 
eu intégrant cette différeatieUa .~ irfy<> ds, de- 
puis « = 0 jusqu*! « s I, el il an rdsnttan 

Si l'on déîi'^nc par a. Cdes Taleurs donnéesde» 
telles que l'on ait • < c i^t £ < ^, il suffira d'in- 
tégrer depuis « as « jusqu'il c s C , pour avoir In 
moment d'inertie de la trancha du solide comprise 
cntrf Ifs ilc;ux plans p^rpoïKlirulaireS à l'axe, dont 
• et C sont les distances au point A. Si ce corps est 
m eolîde creux , compris entre deu •nrCaoes dn 
révolution qui ont le même axe AB , on aura son 
moment d'Inertie, en regardant ce corps comme 
la différence de deux solides de révolution, dont 
en retranobera , Fan de rentre , lea aMmens d*!* 
nertie reletifa à l'axe commun. Enfin , si Ton de- 
mandait le moment d'inertie d'une portion du solide 
de révolution , comprise entre deux, pian» m«Mb 
par Paie da figure, il est évidetot que oe OMment, 
pariappoit à cet uxe , serait à celui du solide en- 
tier i ommo l'angle des deux plans est à quatre aa- 
gles droits. 

ITS. lBprenantladami<«ireenrdraneed*niicanle 
penr lagMalrioa AU, et déwgaanC le rayea 
per a, on aura 

y« = 2a* — jr« , 

pour la Talcnr de y* qn'il landia substituer dnnsTa 
formule (i) ; et bi Ton deinaude le moment d iner- 
tie du segment sphériqne dont la fléeiie est pris 
I u r.ipport au diamètre poipendiculaire à sa base, 

il faudra intégrer, dans cette formule, dopus 
s s= 0 jnsqu à s = ce qui donne 

Dam le cet delà spliira entière, «olani* s in, 

8irpa* 

et il en réanUarajass — 7-— , comme préeédam- 

lu 

ment. 

Si la génératrice est une droite passant pilla 
point A, et qui fasse,«vae ïw AB, «9 «nglB 4anl 
la tangente soiti, oaaoïa 

y salir. 

Je substitue cette Videur dans l'équation (6) , et 
j'intégre depuia « s • Jusqu'à a = C } U vient 

Cette ifaleur sera celle du moment d*incrtie d^na 
cène tronqué, pria par mppett à son axe de figure. 

Enappetiiut a et 6 les rayons desesdenxbaMS, et 

h sa hauteur, nous aurous 

la = a, te =5 *, < — • = A; 
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et nMM j^Mmmn ëafire b vhlaor 4« mm !■ 

MSB ^ ittk (mi^éH + H-^} 

Dans le cas d'un cône entier , oo fera i = 0} et 
M tftanl M dMttie , on aura 



^ S 



Quand le cdno tronqué m cliangera en un cylindre, 
Mfera i =«; ella ohmm étant toajonra 1, il eu 
tétdÈum 



374. CottoaiMMit |« aMneatd*iii«rtied*iiii corps 



par npfofft à iM m pasMot pw I» eMrtt» da gm- 
rité y on en oonclat aîiément le moment 4'iMttie 
du m^me corps , rapporté à tontanlM «m panl- 

Icic au premier. 
Bit dlel, fUfmt Vttiifia» des ooorionnéwra 

centre de gravitë , et prenons le premier axe pour 
celui des s. Soi«>nt » C )ch cordonnées du point 
où lo second axe coupe le plun des jp et y , auquel 
«e second axe est aussi perpendienlaire. DMgneaa 
pnr a la distance du centre de gravité au seeond 
nxc ; par r la flistanre d\in élément fjxielconque 
dm du corps uu premier axe ; par r' la distance du 
niflie point matéri*! an aecoiad aM. Le monient 
d'inertie connu sera fr* c^in, et celui qu'on demande 
sera Jr' dm ., ces intégrales étendant è la 
entière du solide. Or , nous aurons 



en anUipltant par dm f intégranl et obscncant que 

»* -f- f« = r» , •» 4> C* = a> , 
an anra donc 

fi»éB ssfr^ — So/Mfai — le/ydn + o»/dw ; 

mais les iiité^jrales y^iù» et Jj/dm sont nulles , ù 
csnseqnele centre de gravité est sur Taxe dos m 
(«• 3«8); de plus,/dm est la masse enti«n ducerps, 

qoe je représenterai pnr M ; pnr eOBSéqiient, ï*é- 
qoation précédente te réduit à 

/r**dBia=/ridsi^l«s. 

■ 

Ainsi Ton aura le mènent d*inertie demandé, en 

ajoutant à celui qui est donné l.i masse du corps , 
multipliée par le carré de la distance du centre de 
gnvité no nouvel axe. 
Vaprês cette règle, on ama imnédiafement 

le moment d'inertie d'une sphère bonogèno OU 
composée de courhes concentriques par rapport à 
■a aie quelconque, puisqu^co moment est connu 
P*r rapport à Icos Ice aies passant par le centre 
de fiL'tirç . qui (M aussi le centre de gravité. 

ûaus un corps quelconque , le moment d'inertie 
par lappnrt à un axe passant par son centre de 
pBvité, sera plu petit que per rapport à tant 
autre axe parallèle h celui-là. les momens d'î 



tie d'un même corps seront t^i: ,,!!, par rapport 
kleus les eus parallèles entre eux, tt également 
<Mfnés du eenbe de giafittf : leur valeur 



muac augmcalera à mesure qu'ils s'éloigneront de 
ce point. 

395. fleaaeulement le moment d'inertie d'un 

corps varie avec 1 1 position absolue de l'axe auquel 
on le rapport» , luais il change aussi avec la direc- 
tion de cette droite. Pour montrer ooniBent cette 
direction influa sur la grandeur do moment dHner* 
tie d'un corps quelconque , [»rojinsoiis-nous de 
trouver celui de la masse ài par rupport a un axe 
OMnéparror^ioe des eeerdonodeS) et qi^ftsee 
avec lésâtes des s, y, % Isa triria i 



Soient f la perpendiculaire abaissée de Télé- 
nsent diw anr le nouvel exe, D la distaoee de ce 

point matériel à ruriginc des coordonnées, l l'an- 
gle compris entre U li^înc J) **t le rtonvel aie Les 
coordonnées de dm eluui «, y, les co&iuus des 
angles que fait la direction de son rafon recteur D 

s y » 

avec les axes de ces coordonnées, seront — ^i— i~-t 

D D 0 

par conséquent on aura (n» 0) 

X t/ » 

COI i = — • cos «4 cos C 4- — CM y. 

. » B D 



lyailleors, on a 
|i s= D sin #, 



|M = D* — (D co» i 



en subtituant donc pour D rn'i l ?,t formule précé- 
dente, multipliée par D, et mettant s* -f^* »* 
au lien de B* , il en résultera 



d^oùrenconeittt 



p» = s* sin> « + y* C + *• > t 

2x]r COS • COS € — 2ss ces • ces > 3fj «es C ces >; 



/ic des = aina db + sini C. Jy* dm + sin* y. y*' dm 
•~ 3 «es • ces C. fxj/dm 3 cos • cos ^ . / «sdbt 
8 ces C eus >. fyUm, 
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Au noyen de cette foraaie , on aun donc le mv 

ment d'inertie fp» dm, relatif ft un oxc dedÏMCtion 
donnée I etpasMolpar rorigiue des coordonnëet, 
4|M«éMiimMWflnlMtbwtégr«le«y«* dm.fy* dm^ 



entière du corps, et rebtîvW aui axesdw 
données. Si ces trois droites «ont des me* prînrî- 
peux, les trots deruiéres intégrales seront nuUrs 
(n» M^, ««rla forainlv préoiiente M lééu» ■ 



Jf* dm = lin» «. /*» dm + «in* ^' fs* ^ + "o* >• /** *»• 



Ibûf , en vertu de V4 

ew* • 4* ^ + > = ' t 



sin»* = CM* € ^ CM» y, 
•io* C = ce>P y 4* *i 
■in* y «as oot* • Hh 

ce qui ebange la viileiir de Jp» dm cm oell4-ti : 

-f {/s» dm 4> /jr« ^) CM* C, 
+ (/s> dM + /jr« dM } ew* y i 

donc en réunissant chaque couple d'inléiirales en 
une seule, «t désignant par A, B, C, cotnaaedans le 
B* 308, les momens d'inertie par rapport aux axes 
des «I y, s, neuf aarene flaetement 

ff^émTssi k eos> • + B cm* C + C cos* y . (c) 

Ainsi, il suflira de connaître 1m trois momens 
d'inertie idatifa wt (mit eset prineipenx qui se 

coupent en un point rhinm-, j onr rn t oiicinre immé- 
diatement le moment d'uiertic correspondant à un 
•ae quelconque , passant par ce point ; et en com- 
binant ce résultat avec celui du nnméiopiiéeddent, 
on Yoit que le calcul de tous les moment t!'i[if rlic 
d'un même corps se réduira à cicternunir les trois 
nMHnent d'inertie {nincipaux qui répondent i ion 
centre de graviMu Ayant Mlculë| par exemple 
(no 370), les val( m s do i «•< IidIs moment (Finrrtif, 
dans le cas de l'ellipkoïde lioiuugéne, nous pouvons 
regarder comme connu le moment dUnertie de m 
corp<>, pur rapport à un axe quelconque. 

370. Le pins (;rand ut le plus petit des trois mo- 
mens d'iucrtic principaux A , B, C, qui entrent dans 
h formule sont anuî le plus grand et le plus 
petit de toui tes nraoeat d*in«-t le d u mémo oerpt| 
^>ar rapport aux ase»peMattt par i'origine dM ooor* 
données. 

Soitf en effet, A la plus grande dM troie quanti- 
td* A, B, C; en mettant I — cos * C — cm • à la 
place décos • • dans l'équation (e), on aura 

dsB sa: A — (A>- B) co»* C — (A — G) «oM y^ 

d*où Pou conclut que fp' dm est moindre que A, 

«Itn-ls f|ur srtirnt les angles Cet y. De même, C e'tant 
la plus pclitc des trois quantités A| B, C| si l'on met 
l*éqnatinn (e) eous la fome 

yji» dtossC + (A — C) ooi* • + [A, - B) cos» C , 

on voit qu'on a constamment fp* dm> C. 
Dini le Mi particulier où 1m traif quantitdi A, 



B, G, aont égales, on a auMi /p* , ^ 

soit la direction de l'axe auquel moment d'iner- 
tie fjp* dm est rapporté; donc alors les momcosii'i* 
nertie sont dgaus par rappeii à tons !m asM pae- 
sant par l'origine des cooidoanéM. Ce cas est celui 
de la sphère horar:;rnc nu romposér àv euuches 
concentriques} lorsque l'origine des cuordunnéM 
est placée à ion centre ; il a également lieu pour I» 
cube, l'octaèdre régulier et d'autres corps hOMO- 
gènes , dont les trois momens d'inertie principeux 
ne peuvent différer entre eux, en plaçant ton- 
jour* Porigine det coordonnéM à leur eeotee de B- 
gure. 

81 Ton a «eulement A = B, l'équation (e) ce ré- 
duira ù 

dn = A tin* y -f C om* >i 

et cette voleur de fp* dm étant indépendante des 
angles « et C, le moment d'inertie sera le même par 
rapport à tous les axes menés par l'originedMCoer* 
donnéM,qui fontuninêuieângleyavw r«sedeès. 
Ce cas est celui d'un solide de léfolution homo- 
gène, quand cette droite est son axe de figure. 

D'après ce qu'on a déjà vu dan* le n* B7d , ] 
pouvene dire maintenant que le plue petit de i 
les moinrns d'inertie qu'un même corps puisse 
avoir, répond à l'un dM trois axes pruiuipaux qui 
se coupent à ion centre de gravités Ainsi , par 
exemple, le plus petit de tous 1m uKMMaia d'inei^ 
tie d'un ellipsoïde honm-éTie ^ ve rapporte au plus 
grand de tes trois diouêlres conjugués rectaugui- 
laires. 

377. Nom allons actMUoHMitdéaMtMr Teda- 

Icnce des axes principaux que nous avons supposée 
jusqu'à préseut| et déterminer leur direction pour 
chaque point d^un oorpe de fonne quelconque j 
niai*, pour cela , il est nécessaire de rappeler 1m 
formules générales de la transformation dc<; coor- 
données, dont nous aurons besoin,, d'ailleurs, dans 
d*atttxM ocMsions* 

Soient jc, y, Jt, 1m irai* oMcdomées d'uu point 
quelconque M, rapportées aux axes rpctanfjnlaires 
Ujt, Oy, Os, (fig.87 ). Désignons par«|, y„ M^t le» 
coordonnées du même point, ayadl la mène ori- 
gine, et rapportéM aux troi* axM On,. Oy,, Os,, qui 
sent aussi perpendiculaires entre eux. Du pi^mt S, 
abaissons des perpendiculaires MP et MK sur 
l'axe Os et sur le plan des s, et y„ et du point K, 
une perpendieulalM KH eur Tau 0«.; «n i 
qu*o« eit 



0» 
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Li {irnjcction sur Taxe Or, tic 1« ligM blités 

MKHO, sera OP; les prljc-rtluMs (In ei?? partif; 

OH, U, ME, Mroot ég«le« à cea dtoHea, multt- 
plié«iMrlMMiittaid«ra^qMl«tues des 
«if 9it «n 0«; lîiisMt la 



La figure sappoM «et «roit ragict aigat , at tae 

trois coordonnées y , s . posittTes : mnjncl cas 
teon pro|ections tombent sur la direction même de 
Ojr, ai doivent a'ajaqtar en grandeur absolue ; 
Bais il est facile de a^aamter que cette éqaalion 
subsistera dans tous les cas, en ayant ëgard aux 
signes des coordonnées z,, y^, z,^ des cosinus, et 
de rabseiaaa ». Par exemple, on venra aiséoient 
que si Fubsclssc est négative, et Tengle aOuf, 
aigu, en bir-n, si cette abscis<!r r<;t pn^iiN r, et cet 
angle obtu», la projection de OH tombera sur le 
pretong «ment de Qv, et la Talaur absolue de cette 
projection devra être retranchée ; et Tan vaita, an 
contrairr, qu'elle devra être ajoutée, quand ccttp 
abscisse jk^ sera négative , et qu'en même temps 
rangla«0», tara dblns ; ce qal s'accorde, dans les 
dam cas, OTec le signe du produit x, cos sOjr,. 

On verra de même que les projections df In tlL-ne 
brisée WLHO sur les axes Oy et O2, ou sur leurs 
prohmgeniana, sont toujours égales h y et a. Cela 
CIsal, si Doua ' ' 



aosaO*,=>ay costrOy^ =A, cmsOs^=:«, 
«WfO«|&nf, coayOy|=»'| cosyOa, = e', 
eos aOsi = 0^1 cos aOy, » i", cos aOs| = e", 

«»+»'+ c« = 1, anf 

^s rft T=: 1, m/r 

+ If* + -: I, .VI 

ta comparaison do. cas ferarales avec celles du 
no277 montre clairement Tanaloijie qui existe en- 
tre les projections des lignes droites et celles des 
snrfacM planes, d'où résulte Tidentité de la com- 
{Nieition des forces représentées par des portions 
dedroites, avec la compositiondeaniaaienarepré> 
sentés par tirs nircs planes. 

378. Dans la transformation des coordonnées, 
an devra done considérer six des neuf coeffleiens 
e, i, etc., comme des fonctions des trois autres, 
dt'tprminécs soit pnr le^ ♦'Tuntinns (21. soit parles 
équations (4) ; mais il vaudra mieux exprimer ces 
aenf ee^ctens, au moyen de trois nonvclles qnan- 
tités, pnr des formulas qui satisferont aux équa- 
tions (2) ou (4). 

Pour cela, aupposons que la droite NO?i' (fig. 88) 
Mit rintetseclioo dn pbn des s, et y, avec la plan 
des«aty;atfaiiona 

KO* s= 4, mm, sr f, Z0«, » I; 

«sa lioia angles 4 , s , • , détermineront , sans anibi> 
6«*lé, la poaition des aies dea y,, m,, par xappoii 



m ss ai, 4. iy,, 4. es,, 
yasafr, + ^ a'a„ 



C«8 nenfs cosinus a,b, etc., sont liés entre eux 
pur six équations, savoir : 

* 4- o'* +af^ = I, ai 4. a'b' 4. a"b" = 0, ) 

«• ^ efs -l-e"- s: 1, «a + =a 0. ) 

la première, par exemple , résnlte de ce que a, o', 
a", sont les cosinus des angles qne fait une mémo 
droite Or arpc les trois axes rectangulaires Ox, 
Oy,Os; et la quatrième, de ce que cette droite 0* 
et «la ligne Oy„à laquelle répondent les cosinus 
b, h'\ sont perpendicttlaires l*une k l*ao4ra. On 
obtient aussi ces six oqnations en substituant Ica 
voleurs de «, y, s, dans l'équation 

+ + + V. 

dont les deux menUbmaentioeafré deOK, ai- qui 

doit «Hrç identique. 

La ayaut égard aux équations (3), les équa- 
tions (1) donnent, réciproqoemenl, 



X, — ax 4- « y 4" > 
= *« + *'y 4- i"» , 

a, = «r 4. c'y 4- c"« ; 



i3J 



et Ton peut remplacer les équations ( 3 ) par 
callasHsi : 



4- M' 4. ce = 0, 

4- to" 4- co'' = 0, 
4. 4- «v = 0. 



à ceux des *, jf, s, pourvu qne l'on convienne 
préalablement do sens dans lequel ces angles seront 
comptés. Pour plus do oammadité, je supposerai 
que le plan des r et y soit horiiontal, et que l\t\c 
vertical des s positives soit dirigé dans le sens de 
le pemnteur. ^ 

L'ongle I s'étendra depuis térojosqu*à I80»} selon 
qu'il stT.T rii'^ii rit) nlitns , Tn^f» 0:_ sf"ra situé au-des- 
sous ou au-dessus du plan des x et y : pour 4 = 0, 
Og, oolneidera avec 0«, et pour • = 180», Os, tom- 
bera sur le prolongement de Oz. 

naii-î le mouvement d'un corps solide autour du 
point O , les axes 0«„ Oy,, 0*„ seront des droites 
fixes dans son intérienr et mobiles avec lui , et les 
axes Ox, Qjf^ Oa, seront des droites fixes dans IW 
pace. Il pourra alors nrrtTerque lesanf^lr s ! rt 9 
soient positifs ou négatifs, et qu'ils comprennent 
une ou plusieurs circonférences ; mais, à un instant 
quelconque, on ann toujours 

4 = 9*94.11, as8iir4.«, 

an daignant par n atl des nombres eniiara, padtifs 
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ouncgiitifs , ou léro, t-t par «ctvdes miablet p"- 
filtVM et moindres que 2ir. Or,l'aDgleu sera compté, 

à partir ik' hi drr ilr O.r^ dans le sens indiqnr prtr !;i 
flèche t{ de sorte ^ue , par euinple , la droite U.'N 
eolocidera «vw Otf pour « s: o, avec 1« prolonge- 
ment dto Oy pour n&sttO*, «r«e celui de 0«p«iir 
u r • 180", et nvcc Oy pour u = a70«. I,'anf;lc r sera 
compté , à partir de OH , «u-de»sus du plan des s 
et y ^ de oirâîère que Tuo O^i ta IffovTon «B^eMiis 
de ee pUn ^ quand » sera moindre que 180°, et au- 
dessous quand cet anj^le surpassera 180«. Pour »=0, 
Taxe Ojr, coïncidera avec ta droite OU, et pour 
v=s 180» , BTee le prolongement OR' de Olf. Dont 
tons les cas , Tangle ( , aigu ou obtus , sera fangle 
ifièdre dont Tarctc est OK , et dont les faces sont Içh 
■ailles fiOx et NOx,, réduits à leurs parties u ut v. 
le figure eDppoieqoe lee troie «nglee «i i y loieat 
eigos. 

Cela pos^, lorsque ritiiî^Ie 4 donné, on por- 
tera sa partie u sur le plan horitontal , à partir de 
l*ase 0«, et dent le tenede le flèehe « ; ce qui déter- 
minera la position de la droite OU. L^an^le f étant 
aussi rionn'" , on portera «l'ubord sn piirtip f sur le 
plan boriioutul , u partir du iu droite , et dans le 
•eue de le fléehe é*est«k-dire , en sent oonlmlte 
de ê\ ensuite , on fera tourner le plan de l*anglc f 
autour d(* OIS , de manière qiw la partie de 9 adjit* 
cente à ON s'éiéve au-de»hus du plan horitonlul. 
Qmnd ce plin eure décrit Tengle donné I , Tentre 
c6té do Tanglof sera la véritable position de l'aie 
Ojt^, oo-dessus ou att-dessous du plan linriiontdl , 
suivant qu'on aura « < 180° ou « > iSo^ £11 au» • 
mentant f dam ion plan, Tangle n de M", on aura 
la position de Taxe Oy ; et après avoir mené une 
perpendiculuire ù ce pUn, on prendra poor 0*^ lu 
partie do celte droite, comprise au-dessous ou au- 
dewut dn plan heriionlal, aelon que Fangle Itère 

aigu on obtus. 

Les trois aies U«^, U^,, Oi^ étant ainsi complè- 
tement déterminés par rapport aUE axes Ojp, Oy, 0«, 
an moyen dea Mfjlt» 4f 1 1 1 1 il fout que les neuf 

cosinus a, l, etc., soient flp^ fonrfions de ces trois 
angles j et, en effet , en leur donnani les directions 
qu'on tient d^expliquer, on a 

n = eee I ain 4 *>° ^ "t* 4 
b = cos i sin 4 coe f — coa 4 *io f t 

C ~ siii i sin 4 > 

a' = cos i cas 4 t*'" f — ^i» 4 9 y 
V ss CM • ooa 4 60* * 4" «in 4 y (^) 

e* = ooe I eee 4 « 
e^' = — aia I lin », 
y =£ em I eee f, 
S5 cet 1. 

On Térifie aiséaicnt que oee Taleura de 0 , & , etc., 
rendent identiqiwa les équations (3) et (4) , et qu il 

n'en résulte aneune relation fiUre les angles 4, f , 
lil9, Quoique ces fon»ulc& {à) soient générale- 



ment cemmee, îl ne aera pea ioatile d'indiquer 
manière a«ii«nle é*j parvenir. 

On sait que a . f , y , Mrmi \rn trois ungles d'un 
Uiangle sphérique queicoaque, et A l'angle oppeeé 
an oAté • , on e 

ros a == cos A sin C sIn ^ -|- cos C ros y. 

Or, si oousimaginous une sphère décrite do point 0 
eomme centre, et dTnn layen qnelconqae, nous 
aurons d'abord sur cette surfew m triangle formé 
par les trois arcs qui répondent aux ancles ^Ox, 
mO«„ sOx^t dans lequel l'angle opposé au derniar 
cM ean égalfc Ij donc, àaauan dn HO* s 4aÉ 
nO«^st| on aura 

OM arO«t=«sflnaliln 4im««f oes4eeaf. 

Cette éqoatien ayant lien pour dea valeora «iwlean. 

quel de 9 et 4t on peut supposer que 9 devienne 
^_|_ QOoj alors, Vaxf Ot prend r,i la pUce deOfn 
run-^ic tOx, deviendra xUy^, et 1 on aura 

tng xOt/^ =rr i =: COS • sin 4 POS f COS 4 

De uicoïc, eu mcttaut 4 -h 80" à la place de 4> dans 
l'équation précédenlei l'axe 0« ne changera dans 
Texe Oy, et Taiif le MÙm, détiendra yO«| ; de aorte 
que Ton aura 

oof yO«,=:a' = 00» I ooa 4*in f ^ ein 4 

équation précé- 



Et ai l'on met à la fois dana 

dente 4 + 6^5" et «> 90° au lieu de 4 ^ t ? , t'nngle 
sOs^ sera remplacé par l'angle yOy,, et il en résul- 
tera 

cos yOy, = i' = coa • ont 4 ces f 4- si" 4 ^ 

Considérons de noéme le triangle sphérique dont 
les trois cMét répondent a«x angles flOs, HOs,, 
sOSf. L'angle opposé au dernier côté est 90° — I; 
de plus, on a IV0jr^4 ^Os, = 90-. En faisant 
A = 90° — ê, C = 4, y=SiO», m=M)t^^ l «qualiun 

générale ae rédnim deno à 

eee xOs, = e sa sin 1 sin 4 1 

d'où Ton conclut aussi 



cos yQ:^ 



c' — sin • cos 4 I 



en mettant 4 4~ 1<> p'^ce de ■J'j ce qui change 
l'axe Oar dons Uy, et l'angle xOs, dans TanglB 
yOa,. 

Enfin, dans le triangle sphc'rique dont les cott^ 
répondent aux angles AOs, N0«^, sOa.-,, raugle op- 
posé an derniar oôté est égal à I -f- 90», et Vvn a 
IfOssdBO* et HOWiS». Si donc oofait A=90<>-{- 1, 
C = 9Q^,y =^ffm = «0» I, dan» réqnatien giteé- 
rale, ou aura 

coa sOjf, = a" = — sin a sin f. 

En mctfunt t> -J- 90» à lu place de dans ce résul- 
tat, Taie 0*, se changera en Oy„ et l'angle *0*, en 
lOy,; par conséquent, nous aurena aussi 

CM aOy, =:=&" = •— sin • cas 
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c** = OM jOsj s eo» I. 

p»tO OT i i « l«w lqiia tm mm» dwi 

I jfj, S|, toienl les axes principaux qui se 
cooprat wpiiiiitOi d*a(i4s iMtdéfinitWB (ii*aeS)| 
on aura 

et il s'agira deprouTer que ces trois équaUoas don» 
mmC to^onrs poor In anglet f, 4» *t ▼•Iran 

réelles. 

Z 8 jr cos 4 — ysio4i 

T ss s cos A ain 4 + y CM * 00*4'** ' *^ ^1 

«t substituant lesfonmles (6) dias 1m équations 

(S), nous aurons 

jr^ = T sin e -f- X cos ?, 
y, = T cos f — \ tin 9 f 
s, = « •ialsin44'y*i°'^44''6(»l. 



An maftii dawi n le n, la 
paadla 



abSv/(I^ — T> ) ibi s t «M I^XTdb (») 



CM fflM{Êm — sin 9 f\t,dm = 0» 
^ t/Ts^ 4- COI « fXs.ém =r 

£0 ajoutant œs denièrm équations après l«s avoir 
■MilUipliéM par M* f al tin 9, ou par~Hda » alOM »| 

t 



qui ne contiennent plus l'angle J'j mata pourX, 
T, s„ lanifl taloan , et je fato 

f**dm=f, fy^dm=zg, J t* dm =z h, 
fytém = /», /sxd« = g\ f*y*» = *'» 

ces six intégrales sVtendant h In maise aotUM (Ni 
corps que roacûusitière. Il en résuite 



4 + 2V sin 4 cos 4 + 9 4 — *) • vos • 
4- $in 4 4* ^ «*• 4) (cos» • — sini «) = 0, 
[*' (cos» 4 — sin» 4 ) 4. (/• — j ) sin 4 cos 4 ] sin • 
•f (/ CM 4 — sin 4) CM • 8S 0. 



lang 4 = «, sin 4 ^ 



cos 4 = 



tanir É - (r«~S^)|/T+^ 



Kl -f SIS 

I pov lang I n valav, die davient 

+ + 5-*] (/•«-s') 



pareoiitéquent, on aura finalement 

[jf* - ¥ - r*' + - ff + 



Ainsi , les équations (a) sont remplacées par les 
dqnalioas {b), (e), (d). Or , calladandèradtanldu 
troisième degté, «lia aura an mains une racine 

r«*ll*'; on nura donc «ne Talf-ur rtSelle de « OU 
tang t , a laquelle répondront un angle 4 moindre 
que ^ v, et an anln égal au premier augmenté de n , 



qni appartiendront aux deux parties ON et ON' de 
rinterseclion do plan inconnu des et y| | avec le 
plandonnédetarety. A MOMdnradiMt |/1 + u* , 
réqoation(6) doaaara eMoHadaoi «alanrs de tang 1, 

«gales clde«i{^ne contrnîre, qui appartiendront 
à un angle aigu et à son supplément , et , oonsé- 
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k r«xe Om, et à 

fin , on tirfrn l'équation (5) anCTaleur r»^pH« de 
tang 2f , a laquf lie r>'|)Oiidront deui valeurs de p , 
dont Tune sera moiudrc que ~ «r , et Tautre égale 

à la première ougmentée de ^ *. La première étant 
prise pour la valeur de Tongle J^Os, , )• imo ad» 
$mm edto ét rtagl* ROy,; d, m «UbI, tout 

étant scmblaLIc par rspport aux cîrtit aies Or rt 
Oy, , lis devaient être déterminés par une même 
équation. 

Ob mil d« BêB« qna 1«t Inie racines de Téqui- 

tîon {d) devront Mre rëellfg , et qu'elles repré- 
senteront les tangentes des angles compris entre 
l'ate Ox et !«• (roU dioilcs loitMit loiqvdlM l«t 
plans des coordonDëw #, , y,, viMunant couper 

le plan des x et y ; cnr ces troiç tary^pntfs doivent 
être donuées par une même «t^uatioa , puisqu'on 
ne saarait exprinier , dMt le Mk»!) «mime OM» 
rencc entre les trait uMprineipaux dootoa cber- 
cbe la position. 

Kous conclurons donc do cette analyse qu'il 
esïsie toiyann inii> «m* principtux rectangulaiict 
qui sa eoapeiil en m point donné 0, et qu*ea gé» 
néral ce système d^axes prîncipniiT pst unique. 
Pour qu'il en existât plusieurs , il faudrait que Té- 
qoation {d) fût «Tnn degré supérieur au troisième , 
el qu'elle eût trois fois autant de racines réelles 
qaUl y «urait de ce» tjatèoies , nais , dans certa ins 



eu , les dqaatimis dont dépendent Im valeurs 4 « 

S, ^, dpvionnent îdontiques , et alors les aies prin- 
cipaux sont eu uoiubre infini. Nous pourrions dé- 
Icnnimr oci oas partieulien par Peiamu dea 
équations dont il s*agit ; mais on y parviendra ^ue 
facilement par les considérations suivantes. 

381. D'après les formules (i) et les équations (oj, 
qui oanctériient les asM principens Os„ Ojf„ Oj>j, 
ou a 



futim = aaf' Jx*dm + 66" fy*dm + cc"/V^f 
J^Màm=tl9PfMfim -f MVyi«dN + «'</rs,«dai. 

Or f si les trois intdgraksyîr,uiM,yy,* ém^ /»,» db, 

sont égales, ces valeuri Ae Jxydm, fsxdm, fyidm^ 
se réduisent à téro, en vertu des trots dernières 
équatioos (4) i par conséquent, dans ce cas, i« 
dr^lM Oi#| Oy, Os, forawnt uu seoend ayrt iie 

d'axes principaux; et rnmme leur direction reste 
absolument indéterroinée par rapport aux axes 0*^ 
Oj/f , Ojb„ il s'ensuit que tous lêa sjstèmes d'axes 
fecloognlaites qu'on peut meoer par le point O , 

sont de5 aies prinrtpniiT. Ce cas est celui OÙ les 
trois momens d'iuertie principaux soot égaux; car» 
de ce qu'on suppose 

fx,*dm = Jjf* dm = fs* dm, 
il en résulte 



Si deux seulement des trois momens d'inertie 
principaux sont égaux, por exempte, ceux qui se 
rapportent aux axes Os^ ctOy^, de manière qu'on 
ait 

/(y.* y ( + *<» ) 

il existera encore un nombre infini de systèmes 
d'axes principaux, qui auront tous un axe commun, 
WTOtr , Taxe Os,. Sa effet , dans ce oas , lea deui 

intégrales fy* dm et fx* dm senmt^ales; et, en 
vertu des dernières équations (4^, les valeurs de 
fxydm ^fmsdm ,fy»d^ ^ pourront se mettre sous la 



fjcydm — c«' dm — fx* db), 

fêmém =L ce" dm — fs* dm) , 
fyUm = oV (/s . êm - dku). 

Or , si l'on fait coïncider l'axe Us avec Taxe princi- 
pal 0«|, les angles »0s, et yO«, seront droits } on 
aura doue • ss 0 et = 0 , el par eonsdqnent , 

fxydm = 0, f%xdm = 0, fytdm = 0. 

Donc , dans ce cas , tout sy<!((^nie formé de l'iixe Os, 
et de deux autres axes reclanj^uiuires , menés nrbi- 



/(V + »♦•)*• =/(*.• + V ) *• + V ) d«», 

traircment par le point 0 dans le plau f^fi*^^ i 
uu système d'axes principaos. 

Enfin , lorsque les troto monens d*tnettie pria» 
cipaux sont inégaux, on peut être rertaîn qu'il 
ti'ciiste qu'un seul système d'axes principaux ; car, 
soit A le plus grand de ces trois momens inéganx; 
supposons , pour un noBent, qu'il «tistenn aeeaud 
système d'axes prinoipen, et désignons por è! le 
plus grand des trois momens qui s'y rappnrtf>nt - il 
faudrait , d'après le théorème du n» 376 , qu oo eut 
à la fois â> A' et A'> A ; ce qui est impossible, et 
rend inadmissible la en|q[MMition d'un Mcondifi- 
téme d'axes prinripaux. 

382. Les points d'un corps, quand il en existe, 
pour lesquels les trois Boaneua d'inertie priotipaux, 
et, par conséquent, tous les mon BUS d^inertie, 
sont égsuT , jouissent, comme on le verra par la 
suite, d'uuB propriété remarquable, relativement 
k ta rotatloD de ee oaipa. 0 est doue utOe du ka dé> 
terminer; et fuici comment on y parvient. 

Supposons que l'origine des coordonnées x ,f, 
soit placée au centre de gravité du mobile, et que 
œ» eo4Mdonnéea soient rapportéea ans irâis oies 
principaux qui se coupent en ce point ; désignons 
par A , B , C, 1r« nmmens d'inertie relatifs fc ceSSSCS 
des X ,y f Xj uou» auroas ^u'^ 368) 

J xdm — 0, fydm ~ 0, Jsdm — 0, 
fytdm = 0, Jtxdm = 0, fxydm =^ 0, 

/(y. + s. ) dat = A, y(*. + o. ) A» = B, + p. ) A» = C, 
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<hi mobile. 

Soient «, f , >< , rooriloiuiées inronnues d'un 
des points demandés, rupporliies aur axes des x, y, 
Mgi» Mrto ^*oo ait, pour ce poialparticnliar, 
s = «,y = C,s = y. Traiisportooa-y Porigine des 
coordonnées, sans chnngrr la direction des aies j 
lescoordonai^esde Télément dm deviendront x — «, 

/('-•) {y-C)dm=f,ydm 
y(» — y) (» — •) im = fssdm 
/(y-C) (s - j.)d«=/y,*l 

éqwUoiit qtit m rédoifcnt k 

= 0, ^« = 0, Cy = 0, 

«a vertu des précédentes. Or, pour satisfaire i ces 
ëqwlîomi il eidiëeeiMÎreqiw don des trois quan- 
tités C, y y soient nulles. Si ^oele point demandé 
cttst(>. il ne p4ut se trouverque sar Tiin des axes 
dci coordonnées x , y , s , c*est-i-dire , sur l'un des 
Irais axes principaux qui se coupent au centre de 
graTité. 

Jefais C — O et ^ r=: 0; cequi revient h supposer 
le point demandé, sur i'axe de « , à une distance • 
de ce oenif». âtlen les iii«mea»d*liMrtierelatjf«lr m 
point , seront A , par-rapport k Pam des x , et, en 
'•rta du théorème du i*" 374, B M«» et C ^ M«» , 
par rapport «uxparailoies aux axes des y et des s , 
•ndésigaaiit par M'ia nass* d« eorpt. Ifi^td* !■ 
«oadltiaa da proliliaw» on avn deoe 

nais pour que ces équations soient possibles, il fsut 

(fu'onaitB = €; eiquand ces deuiqnaalUéSienHlt 
effectivement égales , on aura 

M»* = A — C j 

il faudra donc encore qu'on ait Â > C, afin que ta 
qvMtité • toit rdello. CMa dtant, on anin poor • 
deox Talonn réellM,dga)n.etdoii|noeoBtniro, 



=*1^' 



par conséquent, il existera deux points qui joniront 
de la propriété donandée, et samnt «iloéi m Taxe 
des «, k égale dialaneo de part ei d*attti« du centre 

de graTitp. 

Ainsi , lorsque les trois moroens dUnerlie A, B, C, 
corps, relatifs ans neaprineipatix qui ioeoQ> 
paotk son centre de gravité » sont égawi, il n*esbte 
aacuo antre point du corps pour lequel les momens 
d'inertie soient tous égaux j mais si deux de ces 
ttois flsomena sont égaux , et que le moment inégal 
soit le plus grand des trois , il existe , sur Taie du 
pies grand moment, deux points pour iasqnels tous 

à«^.M(».+ e.), B = ^M( 

1 étant tonjoars la masse du parallélipipàdo, dont 
le volnme est meîntenant ^ nke. Je suppose donc 



f—C, % — >ala^ Ton veirt qne les 

d*inertie relatifs à toutes tr^ rirnitcs qui passent par 
cette nouvelle origine soient éguux , 1 1 Tant que toutes 
ces droites soient des axes principaux, puisque, 
d*epi4a le numéro préeédeot. Tune de ces condi* 

tions est tme suit!* nécessaire de l'aulrc. Les axes 
des coordonnées * — »,jf — C,s — y, étant donc 
des axes principaux , on aura 

■ ajydm — tjxdm -\- <AZJdm = 0, 

■ yftim — mfiém + y*fdm — 0, 

. $Mhs — yfyim + €)/4l»s 0/. 

les momens d'inertie seront égaux, et dont les posi» 

tions sont'déterminées par la formule (s). 

383. En appliquant ces résuUnU à IVIlipsoïdc 
homogène, on voit que s*il s'sgti d un cllipsouie 
quelconque dont lestroisdiemiticspriocipeuiaont 
inégaux , il i^ ftura aoeun point , en dedans ou en 
dehors du corps , par rapport nuqurl tous les rao- 
mons d'inertie soient égaux j niuis i>i 1 ou considère 
ttu ellipsoïde de révolution engendré par une el. 
lipse tournant autour de son petit axe, il 7 aura 
deux points sur cet nxe ou sur son prolongement, 
qui joairotttde la propriété dont il s'agit ^ car, dans 
ce oae , deux des trois momens relatifs eus diamé^ 
très principaux seront égaux, et !c moment inégal 
répondant au plus petit dicmètre^ sera le plus 
grand des trois. 

A ron appelle a et é- les demi-exes do IWj^ 
géllératrice, et qu*on suppose a < 5 , deaeite qUB 
•■soit le demi'axe de révolution , on aura 

As8{.W, B = C:=i.M («.+ *.), 

en faisant 6=0 dans lesfarmulps du n* 170: d%» 
près la (brmnle (o)i onaura d on : 



pour la distnnnr' des points demuTid^? nu centre de 
Tellipsoïde. Selon qu'on aura b* > 6a> ou b* < 
9a* , ces points se trouveront sur le prolongement 
de Taxe de révolution, en dehors du corps , ou sur 
l'axe même, en drdans du corps j duns le cas de 
i> =r 6a* , ces deux points se trouveront h la sur- 
face, et oofneideront avee les pèles de relllpsolde. 

Les axes principaux d*un parallélipipéde rectan- 
gle, qui se coupent h son centre de grovité, sont 
évidemment parallèles à ses sriles. £a appelant 
donc a, i, e, les demUlongueurs de ses trois oéléa 
adjaccns, les momens d'inertie relatifs à ces axes 
se déduiront de ceux du u" (jui répondent k 
ses arêtes , en y mettant 2a, 2^ , 2c , au lieu de a , 

e, et en rebauohant, d'après le théotèoM do 
n» 374, les produiU W{Jk* ^ «• )|l(e> + «* )t 
B(o* h* }. De cette manière , on aura 

qu'on ait i =r c , oBn de rendre égaus les aonens 
d'inertie B et et; de pins, « < è, pour qne A 
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OU HOUVBH8NT o'UH COBPS SOUOE AQTOUm o'UH AlB fflXB. 



^ 1er. ifoMVfmm/ é» rolaticH umt/ormt. 

S84. Lortqu^un tystèneda points mttérieti, liés 
entre eiii d'une msnicre invftriabie , tourne autour 
d*uii axe iïxc , auquei tlt sont aussi iavariibletneat 
■ItoeMi, ibdtëeriT«nt én wrdMpwpmdiealtirw 
à cet axe , et qui ont leurs centres sur cette droite. 
Les arcs décrits dans le même temps par deux points 
différens , sont semblables et d'un même nombre 
tedtgtëa; iMira vitaMM alMolite» Mmt miira «11m 
comme leurs distances à cctaxojcl l'on appelle 
vtUu0 amgulmn du système, la vitesse abaolue des 
points dont la distance à Taxe est Tunité. En la dé- 
signant par «t la ditteOM d'us peint queioon- 
qiic à l'ûip de rrtatinn pnr f, la TÏtesse nb^oltie de 
ce point sera rm. Cette quantité «, commune à tous 
tw pointe, wi«« «TMleleaips, quand les points 
dtt système mvobI toanieà des forces nolrioes qui 
produiront on mntiTrmpnt Tnrip; elle demctirrra 
eomaUnte dans le cas du mouToment uniforme , 
produit par des percuMiont ei«re<M «iiiMilteiié- 
■eol «or les diflnrentes parties dttSfilénM, qui 
aura ensuite été abandonrir h lui-même. Cest de ce 
dernier cas que nuus allons d'abord nous occuper. 

l8S.8oi«otOT, m', m", etc., les masses des points 
matériels qne nous eonsidtfreos, et r*, r", etOi, 
Irurs distnnrrs "i !'nif> de rotation. Supposons que 
des percussions simultanées soient exercées sur 
Ions ees peinte) elisenne de ces forées se décom* 
posera en dens autres, rune parallèle à Pas* , IW 
trc dirigée dans un plan perpendiculaire à cette 
droite^ et l'on pourra faire abstraction de la pre- 
mière , dont Teffet sera dvidemment détruit par le 
résisUnce de Taxe fixe. Soient done 9, o", etc., 
les vitesses dirigées dans des plans pcrpendirniairea 
à l'axe Cxe, qui seraient imprimées & m, m', m", etc., 
si ces poiute metérids étaient libres. En désirant 



par « ia vitesse angulaire du système qui en résol* 
ter», ees pointe prendreni des vlleseee n>«/a* 

r*'* , etc. , perpendiculaires è Taxe et aux rayons 
r, r", ftr , pt , d'iuprè? le principe du n» 363 , il 
y aura équilibre entre les quantités de mouvewent 
a»e, «V, «i^e^, aie., prises dans lenm diraetiew 
données, et les qiuntités de mouvoment circulaire 
«ir»,*!'^*, m"r"m , etc., prises en sens contraire 
du mouvement du système , qui aura réellemeat 
lia*. 

Pour former IVqnntion dr rrt rqnilihtp , proje- 
tons les points nt, m', m", etc., et les directions des 
Titesses que nous considérons , sur un plan perpen- 
diculaire à Taxe fixe. Soit Os cet axe (fig. 89); 

feiînn? pnsîrr ïp p!rtn de proifrtinn ]inr Ir point 0; 
sur ce plan , soient P la projection de m, PA la pro» 
jeetioB de la «Hnne «, et PR eelle de la vitesse n», 
laquelle est perpendiculaire au rayon r ou OP. Soit 
mis';i|ï la pcrpcndlrnîjirr OF, abaissée de 0 sur b 
droite PA ; les mumen» des forces mv et mr- , pro- 
jetées smvantFA et PR , seront «sip et «ir** ; et si 
Pon appelle aussi p\p'\ etc. , les perpendiculaires 
abaisser; rlu même point 0 sur les projections deS 
autres Titesses r', c", etc., onaura 

mr» m -J- wiV» « -f- m"r"» m -|- el«. 
=: mrp m'v'p' -f- m' v p'' etr*., 

pour l'équation d'équilibre demandée (d" St67). 

Lorsque parmi les percussions simultanées, il y 
en enra qnî tendront à foire toumw le sfbème 
dans un sens, «t d'autres dans le scn? oppose', il 
faudra prendre, avec des signes contraires, les 
momens des unes et des antres dans le seoooé 
membre de cette équation. Le système tournera 
dans le sens dts forces qui donneront la plus grande 
somme de momens , abstraction faite du signe. £b 
représentent par L la somme, positivo on népitist, 



Digitized by Google 



OTHAMIQUS, UGONDS PAtTII. 



999 




S indiquant tiiie somme qui s'élcmik tons les points 

Si toutes les TÎtfs<!r<; p, v' . r", pfr , sont éj^nlps , 
L sera le produit de leur valeur compiune p et de la 
MHDflM mp 4* 4* "t'y + etc. i si , de plus , 
CM vîtCMM sont toutes parallèles entru elles , et 
qu'on mi-n»' i>ar Taxe Os, un plan parallèle à leur 
direction commune | |>if>', f>", etc., seront les dis- 
loaow 4e* points oi,*!', m", etc., à ce plan; et, 
dToprès les signei qn'on draBOm mut tonnai (lo !• , 
il faudra les considérer comme positires on comme 
négatives , selon que les points m, ai', m", etc^ se- 
ront sitvii dCnn cM w do Tautro de ca plan. Far 
conséquent, R désignant la somme des masses m, 
W, m", etc., et 9 la distance positive ou iiêgatire de 
sou centre de gravité à ce même plan , nous aurons 

mp 4- «y + «"p'' + etc. = ■? ; 
il an résultera L = Ht^, et la valeur de • devien- 



lilavHaanvaaliaiprinidaieulenientkwie par- 
tia des points du qfitAnie , et qu'on ne oommuni- 
qn<> dire* ifment anenna titaaaaà l'aatrapariiaf on 
aura de même 




ft étant la somme des masses qui ont reçu la vi- 
tesse V, et f la distance du centre de gravité de oeite 
parCindnayilénM anpbn amid par PaaM flan, pa- 
rallèlement à la direction de r. 

386. Supposons actuellement que le système des 
points as, m', ai", etc., soit un corps solide } il suf- 
fira alon da changar, dana iaa fornmiea préèédan. 
tes, la masse m d'un point quelconqti»' Hnn^ !'('•(♦•- 
ment différentiel de la masse du corps, que nous 
représenterons par dm, et la somme 2 en une inté* 
grale. La «{uantilé Xav» daviandra done i*int^p«le 
yV» tfffi , ('leiiduo à la masse entière du corps, et 
elle esprimera son moment d'inertie par rapport à 
i*axada rotation ; par conséquent, la dernière for- 
nanlaaechangam an cella-ei : 



* /r'dss* 



(0 



Cette formule se rapportera au cas d'nn corps 
aolide retenu par un axe 6xc , et frappé par un au- 
tre carpa qni a*atladbn an premier, db aorte que eaa 
deu eatpa si*ctt levaMiil plaa qn*Bo aeni , toiir« 



anlear de Taie lae evee k vileaan angn* 

laire «. La masse du corps choquant esl /u, sa vitesse 
avant le choc , qui était commune à tous ses (wints 
et perpendiculaire à la direction de Taie fise, est e, 
et f «ipriaM h dialanoe de aon centre de gravité k 
on ptanporallèleà cette vilessr rt pasçnnt J>.^^ l'ase 
de rotation. L'intégrale Jr» dm devra a étendre aux 
deui masses réunies après le efaoo. SI leeorpa èlHH 
qnani ne raaialt paa attadiéà rentre après le choe, 

]ri dcterminntion \n vitc?'^? nnr^tîlaire de celoi-Cl 
serait un problème différent, dont nous noos occo> 
perona dnia n« antre dupître» 

Qoend le corpg retenn par un axe fise aera ehe* 
qué simultanément par plusieurs masses /*, 
#»", etc., animées de vitesses a, tf, a", eU., perpen« 
dionlairaa à la diraeUon de l'ate , qui sa réuniront 
& ce corps après le choc, on auratpnnr b vitcate 
angulaire qui aera poduite , 



" ffém 

Tintégrale s'étcndant à la masse lotete, et/,/", 
ft't ete., dédgnant Iaa dialanco* des oantrai de gn- 

vité de M , m', /""i etc-i ^ d«« P^*" menés par l*«ie 
de rotation, parallèlement aux vitessesr,c', i?",elc. 
Ayant pris avec le signe -jr '« premier terme dn 
nnmdntanr da cette formule , on prendra lea au^ 
très termes nvf>c le signe -|- ou avec le signe — , 
selon que les percussions correspondantes tendront 
à faire tourner dans le aena de celle qui répond an 
premier terme, on dana le aena eppead } et aelen 
que la valeur de <» se trouTpra positive ou néga- 
tive, la rotation aura lieu dana le sens de cette 
force on en aena contraire. Quand on aura ■ =s 0, 
le système restera en repos, et toutes les percus- 
sions se feront éfiuillbre. An lieu d'être simulta- 
nées, si elles sont successives, la valeur de « , 
sprèatona Iaa choca, aera encore deniiée per le 
farmule précédente ; car après un premier choc le 
mouvement est le même à chaque instant, que si 
ce choc avait lieu actnellementj par conséquent, 
on peut suppeear qn*îl ait lieu I Fînatant du second 
eheo, pour déterminer la vitesse angulaire epcèa'la 
seconde percossinn ; et ainsi de suite. 

887. Lorsque le mouvement de rotation corn- 
menée eulour d*nn ose fisc, eetie dialte éprouve 
des percussions qu'il est important de déterminer ; 
elles sont duesaut quantités de mouvement per- 
dues, à cette époque, par les différens points du 
nMbiie, qui se font équilibre an moren de raie 
fixe, et doivent , conséqoemment , serédtiirr :i rlrs 
percussions dont les directions rencontrent cet axe, 
ou lui boot parallèles. Les percussions parallilease 
déterminent immédielement; ce cent les compo- 
santes, suivant celte direction , des qnontités de 
mouvement qui ont été imprimées au mobile : noua 
en ferons abstraction, comme dans le a'SBfij et 
nona auppoaerena qne le mouvement de rotetîon 
aoit ediii qui • été produit pet «a èhoo paipcodieu- 
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lain è la diNelim d« r«M Am, «C «uqaél téftui 

iafornule (1). 

Prenons 1c point P pour le centre de gravité de /m, 
et lo droite PA pour U direction de m viteue «Tant 
!• diee , d* tMmére qomf mU k diitaaee OF de 
ceiif drn'de a l'aie Oi. Daaa le plan perpendiculaire 
à cet a&e fiie , et comprenant la droite Vk , nenoua 
par le peint 0 de cet ue deux antres um reetangu* 
laireaOyv elOjf.Seieei #, y, a, les trois coordonnées 

de dm, rnpjinrti'rs nn\ ntes Ox , Oy , Os; la \ite!5ff 
rm de ce point inalériel étant perpendiculaire au 
rajen r el petelMle aa plee 4«a e el f ^ il eil aiaé de 
«air que lea eoaiimi d« angles qu'elle ftii eue eas 

y * 

trois axes sont , — et xëro^ en supposant que la 

r r 

rotation ait lieu dans le sens indiqué par la flécha 
*j par conséquent, elle se décomposera en deux 
wi t a sros — fe et , parallèles evs axes 0* el Oy. 
Les composantes de* quantités <tc vnoutement de 
tons les points du corps suivant ces directions, te- 
ront donc — m/j/dm et mfsdm, ou , ce qui est la 
' aaAeM ebeee, —- irHy,et tJÊm^^ eo dMgmaatCeoloara 
[ ur 1! lu masse entière après le choc, el représen- 
tant par f ^ et y^ les valeurs de dr et y qui répondent 
à soo centre degiSTÎté. Les sommes des momens de 
tontes ces quantité de mouvement , par rappert au 

plan dr<; r et i; ^ si-roiil — ufyzdm et nfszdrn ■ cltfS 
devront être égaies ( n° 64 ) aux momens des forces 
totales */ydM et mfsdm , par rapport an niénie 
plao,c'i it îi dire, (I — àiHy^z' etwîlj: s'', en appelant 
a' et z 1-s distances de ces deux feraea à oe plan; 

on aura donc 

«y = Jyzdm , Jtr,a" = /sulm , (2) 

pour déterminer ces deas qnantilds »' et Jif', peaiti» 
vea ou négatives. 

Cela posé , lea qnantilés de ateavanient perddcs 
par tens lea peints de la masse M, et qui se Tont 

équilibre an nioven de Puxc fixe, pourront être rem- 
placée» par une force «My^ parallèle à Taxe des x et 
•tinée à la dlslanee du plan deas et y, par une 
Israe — e1i*|i parallèle k Taxe des y et située à la 
distance s" de ce plan, et par la force fxv, à laquelle 
on conicrvc m tlirection, du point P vers le point A* 
Ces trois feroes se réduiront eu moins i deuzf qui 
rencontreront Taxe fixe, et exprimeront les perçus» 
sions qu'il éprouve , perpendiculairement à sa lon- 
gueur. <^uand elles se réduiront à une seule , Taxe 
dproutcra une percussion unique « et il su Ara que 

le point où il sera rencontre [lar rcttc forrcSOÎt sup- 
posé fixe , pour que cet axe puisse résister. 

888. Si ta droite Os est un des trois axes princi- 
pan de qui seoeupeatau point 0, ooanra 

fietêm s= 0, ff»^ — 0. 

Les distances s' et a" seront donc nulles \ et les for- 
ces i»1iy, et «V^,, ainsi que la feree#ie, élaut 
toutes trois comprises dans le plan des s et y, la 
pcrcuNâou unique, è laquelle elles se réduiront , 



pas i a w parlepeiulO.Pefe«dd l e fi net tsgrau- 

deur et la direction , soïpnt R rcttc force , a et l les 
angles qu'elle fait avec les axes et Oy , • et Cles 
angles que fait la droite PA ai ee des psreUties h ecs 
aies , maadaa par le poiat P } nous anrona 

Rees« = #i»eosu + n^P^t 
fteoaiss^meeaC-* ol*! ; 

et comme Is Taleur de « est doaaée per ht Ut* 

nitjÎL 'r, rt i]vf les coordonnées et y^ do eeaire 
de gravité Ue M sont aussi connues , il n^j sure risa 
d*uioottna dena ces vateors dlm dbnseoniposantes 

de la force R. 

Puisque cette résultante doit passer par le point 
0 , il faudra que la somme de» momens de se» trois 
composantes , par rapport k ce point , soit égale 1 
téro. Or, en désignant par y' et x* les distanci» aia 
axes 0* et Oy des forces «My^ el — uÏt , ]i:irHl!<'lr$ 
à ces droites, et ayant égard au sens daus lequel ces 
et la poiGUsdea m» teadnnil k Csiie 
snteurdupoiatO, oneneondam 

/dtaat leujeuit la perpendieulein OT elieiaséedu 

point M sur la droite PA. C'est, fw ffTit , re qtiM est 
•isé de vérifier; car en considéraot le» momens par 
rapport aux plans des « et s et des y et s « de Ceatm 
les quantités de meareaiaat peialUiei t oaa plaas, 
deat laasaaNaeaaoat — aBfi et eljr„ oBean 

et ose valeurs , jointes k edles de m » rendent iden* 

tique l*éiiuation précédente. 

Pour que l'axe fixe n'éprouve aticonc percussion, 
il est aisé de voir qu'il faut d'abord que les distao- 
ees s' et jP' soient nulles; en eertn des éqaetions (B), 

cela ne peut donc arriver que quand l.i droite Ojeit 
un des axes principaux qui se coupent au point 0 , 
ainsi que nous venons de le supposer. Cette enndi- 
tien remplie, il faut , en outre » que la fesoeR sait 
nulle} 00 qui eiige qu^oa ait 

^e cet « &s — mWjft , |i» oos C s «MSf 
On ea dédait 



cos 



9t 



+ l = Oi 



équation qui exprime que la droite PA doit élm 
peipeadieulaire au pieu pasaeatper Pesé flte et par 

le centre de gravité de H. De plus, en f1t-iijn^i'< 
par r, la distance de ce point à cet axe | le» équa- 
tions précédentes donneront 

/A* «» =«*]!*( r,* 4- y,» ) = •»» M» r,» ; 

et si Ton met pour » «n valear fournie par la for- 
mule (1) I on en conclura 
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Ainsi , qwind'm eorpt tolid» , nl«na par iiii tx« 
Im, Ml frappé par un aecond eorfê dont la masse 

dcmfnre attachée à celle du premier, il faut, pour 
qn'il n'y ait aucune percussion sur Taze fixe, 
l*fM]«c]ioe*oit dirigé dantle phndedaosdfoilet 
fÉilMt, avec Taxe fixe, uo système recta^qtaïre 
d'am principaux du corps formé des deux masses 
réunies j 2« que sa direction soit perpendiculaire 
aapliB d« ooatre de gravilé d« ca oorpa «t dePase 
fia; f qde cette direction PA rancoatre ce plan 
en an point Hont la distance /"à Taxe de rotation est 
daiinée par la formule précédente. Ce point est ce 
qn'oo appelle le mUn éffuromÊtitm. 

ttO. Pendant qu^un corps solide tourne autour 
d'an axe fixe, les f orces centrifuges de ses difTéreiti) 
poiati exercent sur cet axe des pressions que nous 
•Ooaadétarflaiiiar , et qnï aont lei aenlai qui aient 
iieu dans le mouvement uniforme où les points du 
nobHerK sont sollicités par aucune force motrice. 

Eo conservant les notations précédentes, on aura 
ta* dbs («a IM) pear la feree eentrifnge de l'dW- 
ment dm ^ dont la vitesse est r« , et qui décrit un 
cercle du rayon r ; et comme cette force est dirigée 
saivantle prolongement de r, les cosinus des angles 

• y 

V^'ettafailaTec leaaaaadaa*,|f| s, aérant —, — et 

r r 

tin. Si deae «n k tramiMrte an point eù sa direc- 
tion rencontre l'axe 0:, elle pourra être remplacée 
ptr deux forces comprises dans les plans xO> et 
yOs, parallèles aux axes 0;r et Oy, et égales à 
dn et y»* ém. la même ehow eyant Uni pour 

Ions les élémcn» du mobile, on en conrlat que l'axe 
Os sera tiré, suivant ces directions , par des forças 
qai anraot pour ^evra «s fgém et •* Jydm , ou, c« 
ipiieat la oîèrae chose , w* M^, et «« Hy„ d'après les 
notations précédentes. On voit an 55} que les distan- 
ces s' et i" de ces deux pressions totales | au plan 
4« a et jr , acrant donnéêi par les ëqnationa 

U^^fmtim, Wy^B» =/§êdm, (S) 

iaverses des équations (2) relatives aux percussions. 

Lorsqu'on aura = a", tes deoi preasioiiatis M^^ 
•t My,, seront appliquées en nn oéme point de 
l'axe Oe ; p|lr5 sp rpfîifiront à une seul»* force per- 
pendiculaire à cette droite , dirigée dans le plan qui 
coMpiand le eeilire de gravité do mobile, et dont 
•* Mr, sera la taleur; r|étantla diataocede ee ee»> 

treà l'axe fnte. 

Ce cas aura lieu toutes les fois que Os sera un 
daa tieb aiee prineipaviqQi ae eeupent an point 0. 
Dans ce cas, les seconda nembres des éqna- 

tions (3) «ipront nuls, et l'on snra i' = 0 et 3" — 0. 
La pression unique que Taxe éprouvera pendant le 
awmeaaentde tetalien peseeradoMpar le poiot 0{ 
en sorte qu'il suffira que ce point soit fixe, pour 
que celte pre««ion soit détruite , et que l'axe de- 
■enre imoiobiie. Quel que aoit le point fixe 0 ap- 
Vtttcaml k on «etpa aolide, w lié invariabloMt 



k «Bteorps , il y adone tenjevia Iroia draitea roeten* 
gnhixea, passant par ce peint, aotonr desquelles le 

corps peut tourner , sons que ces axes de rotation se 
déplacent , et comme s'ils étaient entièrement 
fixes. 

Telle est la propriété relative au mouvement uni- 
forme rotation, dnnt joiîlçsenl les droites que 
nous avons nooiinces asês principaux. Elle leur ap- 
partient OMlvaivaaMiit; cer si le eeips toonie an- 
leur d^one drt^te Oa, qui ne soit pas un des treia 
axes principaux relatifs au point fixe 0, les deux 
pressions m* M^Tj et «• seront, en général, irré- 
dnetiblea à me seule, on bien, si elles serédnisent 
à une seule , & cause de a' = s", cette pression 
unique passera par un point différent de 0 ; par 
conséquent, U faudra qu'un second point, ou l'axe 
entier, sirilt supposé' fixe, pour que les p res st ena 
dues aux forces centrifuges soient détruites , et que 
Taxe de rotation ne soit pas déplacé pendant le mon- 
vement. 

<{aaad vn corps retemi par on peint fiae O, et 

qui n'est soumis à aucune force motrice , aura com- 
mencé à tourner autour d'un des trots axes qui se 
coupent en ce point , le mouvement continuera in- 
définiment autour de cette droite. Cela aura lieu , 
par exemple , si le mobile est mis en mouvement 
par un choc dirigé dans le plan des deux autres axes 
principaux rdatifs & ce poiot 0, puisqu'slors, d'après 
le numéro précédent , leapereusaions qu*é|von«eni 
l'axe, dnn5 !ç premier moment , sr r(*dnirnnt à une 
seule qui passera par ce point fixe , et sera dctruite 
par aa tdalatanoe. Si 0 est un des points particulière 
pour lea«|nela tona les Bomens d'inertie aont égeus, 
l'axe autour duquel le corps commencera à tourner 
sera néc«8<airemeot un axe principal \ et, de quel- 
que manière que le corps soit mia en atouTeinent 
autour de ce point fixe, l'axe de rotation demeurera 
immobile. Ainsi , un ellipsoïde de révolution, ou 
un parallélipipède , retenu par un des points dont 
noua avena déterminé précédemment le position 
( no 38S) , tonmera toujours autour d'un oxe immo- 
bile. I! en sera de même à l'égard d'une sphère dont 
le centre est fixe j ou d'un cube retenu par le poiot 
sitné à Pîttterseetion de ses trois diag onalca ; et de 
plus , dans ces deux derniers cas , le point fixe étant 
le centre de qraTtté , l'axe de rotation demeurera 
encore immobile, quoique le corps soit pesant. Dans 
le ces généré , lea forées motrices qui agiront sur In 
mobile, produiront , comme les forces centrifuges, 
des pressions sur l'axe de rotation , qui contribue- 
ront à le déplacer, quand elles ne se réduiront pas à 
nne seule force pasmnt par le point fixe. 

390. Si la droite Om est un des trois axes prittei« 
paux qui se coupent au centre de gravité G du corps 
que l'on considère, elle sera encore un des trois axes 
principaux de ca mime corps au point quelconque 
O de sa direction. En effet , soit > la distance OG de 
ce centre au point 0. Sans cli.int,'»;r la direction pré- 
cédculc des coordonnées j; , y, s, transportons leur 
origine nn pmnt fi j flolta de Télément quelconque 
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lion dct «ICI prineipiiii , m Mim 

/* {» - y) *i — yfaàm SB 0, 

/y (« » >) A» =fyjtêm — yjydm s 0. 

De pluS} point G étant sur Taxe de» «| on a 
fadm ss 0 et fydm as 0 ; U en r^olte donc 

ft idni = 0 et fytdm — 0 ; d'où Tnn ronrlut que 

05 est un des trois axes principaux qui se coupeut 
au point 0. 

On délamioan la cUraolwD dM dan «nlni aies 
priiieipaiiE damle ptw dw « aly, par la i 



das aaafdoonéaa. SoiaaA al y' caUa» de 

dm pnr rapparifc CM dauanliaaasaai il Unin 

qu'on ait 

fs'y'dm = 0, /x'arfm = 0, f^aim = 0 ; 

nais si Ton appelle 6 Tangle caoïpria attifa l'aia 

des et celui des x , on aura 

or, en substituant ces valeurs dans les équations 
précédentes, les deux dernières disparaissent i 
cause de fmwim^ Oal ^adb s 0 j la 



(cos* • — sio* S) Jx^dm sm fi cos I ijs» dm — yy* dm) = 9% 



al Ton en tirera la valaor da I. Les intégrales que 
cette t'fju.Ttlnn r^T^ferme pourront chanp;er Hc va- 
leur uvec la position du point 0{ en sorte que le 
long de Tata Oa, las dans anifat axes principaux 
M tarant pas, en général, paiallilat è m t m m* 
Lei quatre équations 

/dnlnssO, /sradm^O, /yini=:0, /yx<lm = 0, 

avnnt lifu fn même temps, il suit des deux pre- 
mières que les pressions parallèles et oomprises 
dans le plan dai « at s , qui proviainiant dw faioes 
eanlffifttgaa, w rddaiaent à dans forces égales et 
directement opposées; et en tertu des deux der- 
nières équations, la même chose a lieu è l'égard 
dat aanpaaanlaa oanpritaa dans la ptan daa y et «. 
Par conséquent , lorsqu'un corps touiaaantour de 
Tun des trots axes principaux qui se coupent n son 
centre de grarité, les forces centrifuges de tous 
ses pointa na produiani anrana pvaMlan enr l*as« 
de rotation ; et si le mouvement a commencé au- 
tour d'un tel axe, il continuera indéfiniment , sans 
qna cette droite ait aucun peint fixe, en supposant 
Imqjow» qn*aneuna Aroa molriea a*af il s«r la aso- 
bile. 

Ce résultat est «^rit^enl dnns !e cas d'un pHip- 
soide tournant autour d uu de ses trois axes de fi- 
gara; aar tant étant tf métiiqna antovr da ahaenna 
de ces droites , Il n'y aurait paf da mison pour 
qii'elU; <'|>rnnvnt une pression daM UM aaat plutAl 
que dans lu seus opposé. 



Ml 

dab 



Seil tonjewa dm m diémeni qnaloanqna 
do mobila, lonrnanl anlonr da Taxa 



faaOa(6g.MI). ParmipalBl 0,pritatfeilfairemeot 

sur cette droite, menons deuT nntrrs atps fues Or 
et Oy, perpendiculaires entre eux et à Taxe Os; et 
an boni dn lamps quelconque I, désignons par a, 
y, JE, les trois coordonnées de dm, rapparléatiaM 
ans Oa, Oy, Oa. An mêasaioslant, laa a« 



dala«ilaiia,panllélMà eaa droilaa. 



df/ d» 

— , — .Or, qndlaaqoawianl laafareaa appliquin 

dt dt 

à l'élément dm, je les décompose parallèlement à 
aea nènes oses ; et , au bantdnlamps l, je désigne 
par X , Y, Z , les composantes suivant les x, y , s , 

positives, de la force accéléralrico donnée qui agit 
sur ce point matériel. Si ce point était libre, les 
db d^ da 

eooqNMMites — , , — , da la viteata, angnaa- 

dt dt dt 

ieraiant é» TLdtj'ïdt, Idi^ pendant rinsUnl dk 
(m* 147); nMÎa eatlnnelioni dn lamps augmentent 

d* il 

rdallament de leurs difTérentielIes dL — , d. — , d. — ; 

d» d< df 

par conséquent , les vites^s perdues pcntiaut l'in- 
stant dl, suivant les directions des coordonnées , 



dx dy éë 

dt H 4i 



la las mullî|iliattl par db, aldiviianl yar df, i 
aura 



panr lia cwapa s antaa da la ftraa yardna par Télé^ 

ment dm, pendant cet instrtnt rff , à raison do sa 
liaison avec les antres points du corps et avec l'axe 
de rotation. Donc , en tf^rtn du principe du tt" 360, 
PéqnilUwa daTia a^oir lien autaar da aal axa fixa , 



anira da aemblaMaa fiitcaa appliqadaa A lent ki 

points du mobile. 

Pour former Téquation de cet équilibre , il suf- 
fira de mettre les deux premièrea daa trois foroes 
préaédanlaaàlaylaea daPaaa* alPaaaC,' 
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k pMmiier terme de réqiutioa (A) du n* 268 , et 
d^égaler eiuatto à této la somm dM voleurs de 
celte quantité, pour tous les points du corps , la- 
inelle somme sera une intégrale étendue à la masse 
eûlUra. Sa binai peieer les diffémUelles deiw le 
premier membre et les forces données diotlete- 
cond I sons aurons , de «ette iDanière i 

pour rdqustioD demandée , qui sera celle dn mott> 
vemcnt de rotalion eutonr de Taxe des s. 

392. Soil « la vitesse angulaire au bout du 
temps t; et supposons que Ton considère cette 
qnantitéeomme positive on eonme négative, selon 
que le mouvement de rotation aura liettduiele 
sens indiqué par ]a fl jch*» ou dans le sens op- 
posé. Soit aussi r lo rayon du cercle que décrit dm^ 
on la pctpandionbix* abatoée de ee point sur Paio 
Os} M fileaw alMoIne sen n», et Poii ania 



d* if 




pour les Toipurs de ces dcn» composantes. En effet, 
•I P est la projrctien de dtai snr le plan des m et y, 
et qu'on tire le rayon OP et la perpendiculaire 
QPF à OP, laquelle oovpo enQ et Q' les aies Ûsr 
et Oy, on aura 

9 * 
OP = r, cosjsQP)^— ~ cMy^= — ; 

r r 

et comme la A Îtesse ru sera pn rai lé! e à !a droite 
QPP'l ce sera par ces cosinus qu'il faudra la raul- 
tipiier, poor avoir laa valanit de ses eemposonles 

—et—* 
d» dt 

¥:n obserranlqua *a «{kya sr* , oodédnit de 
ces Taleois 

cdy — fdbr ts f« «d». (S) 

Je d ifférentie parnppottà i eause qna le layon r 
eet constant, oa a 

et ém dlant une quantité commune ft tous lea points 

dn corps, qui doit cire regardée comme constante 
dans l'intégration relative à dn, Téquation (1) de* 
«iant 

âm 

-/r.*i«/(#T-.,X)*nî («) 

ce qui Tcra roimaîtrr !ri valeur de rf», correspon- 
dante à une pti&iliua donnée du mobile» 

8t l*on décompose la forée aecéWnltioe qui agit 
sur dm en deux autres. Tune parallèle à Taxe 0» , 
et Tautre eompriso dan» un plan perpandioulairc à 



oeftedroite , on pourra flUroebetraetton de la pte* 
mière , qui ne peut contribuer au montement &b 

rotalion; lasecondr, qn- i'nppcllerai sera la ré- 
sultante de X et Y. Je iirojelle les trois forces X , 
Yî f , sor le plan des • et y ; je suppose que PC soit 
la direction de ^ ainsi projetée; et j'appelle h la 
perpendiculaire OIT ab nsséc lu [tointO sur PC on 
sur son proloagement. £n considérant lesmomens 
par tsppert au point 0, on aura (n» 46) 

•ï-yX = ±ftf, 

selon que la force 9 tendra à faire tourner dans le 
sens de ia flèche *, ou dans le sens opposé. J'oppellc 
aussi I l'angle Q'PC que fait la droite PC avec la 
perpendiculaire PQ' au raf on OP, menée dana le 
sens intllrpy' p-!r la nèclic Cet angio sera aigu ou 
obtus, selon qu'on devra prendre le signe supérieur 
ou le signe inférieur dans TéquaticMi précédente { 
àcauio de OP s r, on aura donc toti^onta 

i = r 003 

et, au moyen de ces valeurs, réqaatioo(3) do> 
Tiendra 

de 

— /r» *» cs/f» eoa # 4lM. 

Or, si les forces données n^agissent sur ta mobilu 

que pendant un temps tris court ; qu'elles soient 
néanmoins capables de produire, pendant cet 
intervalle de temps , des vitesses données qui na 
soient pas très petites ; et que pendant ea même 
temps les directions de ces forces, non plus quo les 
positions des pûiuU du mobile , ne changent pas 
sensiblement y on anra,«n jnlégiant par rapport 
ft f les deux meniwea do cette é^iatîoa , 

mft* dm z= frv cos t dm\ 

V étant Tinlégraie fpdt pendant la âmêc de l'action 
des forces, c'est>à*dire, la vitesse que la perçus* 
sion eseioée sur db imprimerait à ce point maté- 
riel , s'il était entièrement libre. Cette équatiOB 
est celle du mouvemeot uniforme de rotation, et 
l'on eu d«duuu,s4ma difficulté, les formule* dtt 
II9S86. 

Dans le mouvement varié, l'équation (3) se 
change en une équation différentiille du second 
ordre, de laquelle dépend la posttiou du mobile k 
chaque instant, et se vitesse an fonction dn tmps, 

ainsi qu'on le Tcrra tout à l'heure par un Cxamploj 
mais auparavant il convient de déterminer les pres- 
sions que Taxe de rotation éprouve pendant la durée 
du mouvement. 

363. Je ronsidéreral seulement les pressions per> 
pendiculaires à cet axe Oz, qui sont dues mu com- 
posantes parallèles aux axes Ox et Oy^ des forces 
perdues par tous les points du mobUo, dont les ré» 
soltante* devront couper rase fixe. 
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En «ppetant U et V ie« «ooiiDes de t«tttM OM 
mt, M Win, d'apffét la Ml , 

•t ri l'on daigne p«r « et v lea disUnœs des foroei 
toUlet U ai Tra piM d« « «I f ) ea 



dr ^ 

T«rin d«t valMM précédente* do et—, 



* — — — — #•« 

<i» * 

dt ^ A 

J^âimiM— awym de Téquetiott (1) i jtt déri- 
it 

got pur «, «t f , les valeurs de « et y qui rt< p ondeot 
•u ceotre rravitédu Bdliile|«t pu M MineaM» 
de sorte qu'on ait 

fsdm = W0„ fyim = If,; 

euaito Im ?•!««» de — «1 — 



letfonmdet 



-, . . Vifi^f — yï) db 
Mx^» 4- /lit -I- ^ ^ ^ . 

*,/(*Y - yX) dm 



U 

? = Ky,«* + i ï<iio — 
Ve 



r i / . yysrfwt. /(^T — yX) dm 

m* jsitim ^ jMXam + '$ 



faaém, /{»T — yX) db 
•.yy«te + /*Ti* ^y^^ " , 



Quand la vitesse angulaire » sera connue, ces 
équatiniii riront connaître le» pressions U et V pa- 
rallèles aux a»e» 0* et Oy, querase 0» et»»* sup- 
p«rler,at les dîttamcee •» et • comprises entre le 

poinIO et les points d'application de U t t V sur 
cet aïc. Lorsque les forces X et ï sont nulles , ces 
résuluts coïncident avec eeos du b* 389. Qnend la 
droite Oo pane par le eente* de gia«iU du Bodnle, 
on a 0 «I f, s 0, et, eornéquemmeiit, 

t Œ /Xdb, T =/Tdbi 

eo sorte que la charge totale de l'aie fi» ait la 
■taie que daml*étotd*éq«llilne; mais elle est, an 
gillénl, autrement distribuée. Si l'axe 6»e est, es 
ootre, un des axes principaui qui se coupent 
eu centre de gravité, on a aussi /«léns Oel 
/fMftnssOiaenrtfraltn 

Un = fz\dm ; Vn = ft\dm j 

et la charge de Taxe troutc partagée, dans l'état 
da mouvement, comme daos 1 état d équiUbre. 

a04. AppliquMia aottteUanwntrdqiiatioa (S) au 
cas d'un corpa paient, tournant antonr dNm asn 

horizontal. 

Si l'on désigne par y la pesanteur, et qu'on anp* 
pM«l*a»e Oy Tartinai et dirigé dan* la teni d« aatia 
forea, onania 

Xs=0, T = pi 



et , :) rau«a da /tdmssMSfi réfuetion (S) te ré- 

^uira à 

4m 

-/ri*n=^lai. (4) 

dt 

An bout du temps I, désignons pnr ( ranslccon»- 
I>ris «litre le plan mobile qui passe par le centre de 
gravité dn corps et la plan fiia dct y et n ; angle 
que nous regarderont camme posilif ou comme 
né 'iitif , selon que le plan mobile se trouvera, rc- 
iativemetit au pluu lixc , du coté de l'axe des * p«- 
aitivea ou dn côté «ppoaéé Soit • la dlalanna eon- 
alante dn aantra da gmilé à raan On } nn «M 

a(, d*api4a la aana d« In ^itaaaa poattiwnn aé> 
gatite , on aura anwi 




ce qu'on dédnit également da l*éqnatiaa(t), appli- 
quée ouceuire do gravité, c'e*t4-dire, aux valeurs 
s sin ( , y cos fi , a , de *, y, r. Soit enfin M*» le 
moment d'inertie du corps par rapport à a» 
passant par son centra de gravité et paralMc k Os ; 
k sera une ligne de grandeur donnée \ et, 
le théorème du n» 374 , nous aurons 

/r»*n = ll(««-f 
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pour le momeni d*inertîe par fa|rpoil h Twjm n- 



Att moyen de ces HImn ém »„ m^fr*4mt Véi^*- 
(4) détient 



ga sîn t 



A* a» 
lia ■mllipliant pur 8di, ctiAt4pant,oo toit donc 
iMi tga COI I' 



d|i «■ 4- *• 

• étant la constante arliitiiira. Si Ton anppote 
^'«a oit , à rorigioe dv noimnmt , 



Mita eoMlMileaaim pour iralewr 



8 O*^ 



a» -f- *» 



etilao réwiliaim,àuo iaaiaat «pidoonqve, 

rft» ^ à* ^ ' 

Cette équâtîed «letUa du mouvement d'un pen- 

dii!r de forme quelconque, tournant autour d'un 
axe bori»ontaK Dau son état d'équilibre, le plan 
IMMUit par ■OR centre de gravité et par Pase fixe 
est horitonlal, at Ton a « = 0, a = 0, 6 = 0. 
On ëc«rte le corps de cette position , de sorte que 
oes deux plaaa oompreaneat un angle dooné •. Si 
on rabaadonaa «uMiilaà Iiit>flsê0M, «d aofa Ase 0 ; 
si, au contraire, la noUla éprouve une percussion 
k Vovigine de son mouvement, la vitesse initiale n 
devra être déterminée par les réglée du n° 380 , ou 
doméa d'ima naiiièra ^aUMoqaa; et, dasi Imn 
las cas, Péquation (a) fera connaître la vitesse an- 
gulaire du mobile à un instant quelconque d'après 
la p<MÎtton de son centre de gravité. £n la rcsoivant 
par ffappoH h dl, at intégrant , cm ama la valaor de * 
en fonction de t , ou réciproquement ; ce qui dé- 
terminera la position variable de ne centre, et, par 
conséquent, celle du mobile à chèque instant. 

SM» 8i aa eatpa peaaal sa iddait k on poial na» 
tériel, attaché à Taxe Os par un fi! inextensible et 
inflexible, dont on néglige la masse, et qui soit 
perpendiculaire il Oa, on aura le cas du pendule 
iimple , d*aprà« la d^nitioa da wfl 179. En appe- 

tant 'sa Inn LnîCTir, on aura a = / , M «irra la massedo 
point matériel i ci le moment d'inertie M (a* ) 
dam wt «éduira au produit de catta miaM «t dn 
eairédatadiataocali Taxe fixe. On aura doDci(= 0 ; 
par rntiM qnr nt , Téqualion (a), appliquée è ce ea* 
particulier , deficndra 

-j~ -J- — (cos • — ' CM •) B8 A* ; (*) 
al* I 



et , en effet, il aataiié de vérifier qu'elles*! 
avec l'équation (1) do n» 180| talalieea 

ment dn pendulf «impie. 

En comparant les équations (a) et {b) , oo voit 
que ea «ewraBMnt ooliAeidera avae esloi dHia pen- 
dule qneloeiiqne , tentes Isa Ibis qoe les eaaildetts 

— et . . . par lesqoel» ces deux équations 
l o» + i» " 

différent l'une de l'autre, seront égaux, o*est-k- 
dire , lorsqu'on aura 

A* 

I = a + ^. (e) 
a 

C'est donc d'après cette forutule que l'on calcu- 
lera , ainsi que nous Pavons annonoé dans le n» 199, 
la longueur du pendule simple , correspondant à un 
pf?iidule donné; le^ deux quantités a et A qu'elle 
renferme pourront toujours se déterminer exacte- 
ment, ou par approkina^on, au moyen des règles 
eonnnee, q«snd on connattin la forme d« peodnte 
composé. 

Lorsque ce pendule iera de très petites oscilla- 
tions , il en sera de même 1 l'^rd dn pendule sim- 

pie. Si Ton désigne pur T la durée d^nnO OSCiUstion 
entière, on aura donc ( n° 188 ) 

En comptant , pendant un temps considérable , le 
nonsbre des osetllattons dn pendule composé, et dl- 

TÏSHnt te temps total par ce nombre , on aura la va- 
leur de T ; et en la substituant , dans cette dernit^re 
formule, avec la voleur de /correspondante au pen- 
dule qu'on aora employé , on on eoneinre , eemme 
nous Tavons déjà expliqué ( n» Ifô ) , la mesure de 
la pesanteur g aver nne extrême précision. Les lon- 
gU4;urs du pendule simple étant entre elles comme 
les carrés des dnréss des petites oseillstions , si Pon 
appelle A la longueur du pendule à secondes, et 
qn'on prenne ta seconde pour unité , on aura aussi 

t 

~ Ts' 

peur calculer la valeur de x d*ipriè8 eeOee delet T. 

390. Si l'on trace dans l'intérieur du pendule 
composé, an-dessons de son centre de gravité et 
dans le plan de ce centre et de l'axe de rotation , 
une droite perslléle k cet axe, dent I soit la dtstence 
à ce même aie, le mouvement des points cr-tlc 
parallèle ne sera ni accéléré ni retardé par leur liai» 
son avec les autres points du corpe. Parmi tons les 
points deeelta droite, on sppelle proprement cenfre 
li'csciUatian 1^ point sitntî snr la mémo perpendicu- 
laire à l'axe que le ceutrc de gravité. 

Soient ABD (fig. 9 1 J le section da pendule perpen . 
diculaire i Taxe de rotation et passant par son centra 
de gravité , 6 ce centra ^ et C le point oà cette sec- 
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^tloii«rt«Ottpéo par raio ; proloogcoBftlidfDitoCG 
Ja*fii*«iO, de MHrto qa^on ait 

I* 

GG c= o; GO S3 



GO a • + — s I. 

Le point Osera le centre d'ovcillation; ctoprès avoir 
fait osciller le pendule donné autour de l'axe perpcn- 
dicokire à la s^tion ABD et passant par le point G, 
•i «B 1« ranverta el qu'oo le fuie oieillar de iiod> 
tcau au('itir rîr l'aïo pnssant par le point 0 et per- 
pandiculoirc à cette même section, le point C dc- 
TÎaadni le centra d*oscilIaiioD ; théorème que Ton 
énonce ordinairement eo ditaot qna Ica eanlMS 
C et 0 de suspension et d'oicilbtion, «ont tdei- 
proques l'un de l'autre. 

En effet, dam les deux ea«, le aiomcnt d'inertie 
Via ait le même, puisqu'il se rapporte toujours àPaxe 
perpendiculaire à ABD et passant par le point G; 
en sorte que la quantité k* ne changera pas. Ue 
plus, soit (K le peiat du prolongement de OG qui 
sera le centre d'oscillation , quand 0 scrn devenu lo 
centre de suspension ; en nppelant V la distatic 00', 
■a valeur se diiduLra du la formule (c), en y mettant 

00 anlieu deCG , c'eai>à-dire, —au lieu de a/ on 

û 

an 



i ss^^a^i, OO'csGOf 

A 

^1 cooséquemment, le point C coïncidera avco le 
ptdniG. 

397. La durée des oscillations très petitaSj au- 
tour des deux aies perpendiculaires à ABD et pas- 
sant par les points 0 etO, est la même et égale à 



.1^ 



~;l<tanttoijeiira la distanee GO. Hé* 



eiproqucment^ si la durée des osctliatious très pe- 
tite est le mftme entoor de deux axes parallèlea, 

dont le plan contient lo centre de gravité G, et qui 
n'en sont pas équtdistans , lenr (Hstanrf! mutuelle 
sera la lougueur i du penduio &iiupio qui oscille 
amsi duM le aaéme temps. 

En effet , soient a et a' les distances inégales du 
centre de gravité a ers deui droites parallèles, et , 
conséqucmment , a 4- o' leur distunco muluellej 
•iritaussiU* lemoaMntd^inertiepernippeftliraxe 

pnrnîlèlc [tassant par le rentre de grarité. Puisque 
la durée des oscillations est la même aototir des 
dem droites , il faudra qu'on ait 

k» k> 

a' + ^ = e+^î 



d'où l'on tire 



h* 



0^ c= a eu al = «-i 
a 

donc , es lejetaiil la pienUre ? aie» de 




a 4- ef B 

Par oensdiqoent, ai Foa neave ta distance a -f <>' 

des deux axes synchroneu , on «wra la longttetir dn 
pendoie simple qui correspond à la durée commune 
de leurs eseillatious. 

Gemeyeu a été employé avec succès , en Ancîc- 
tcrre, pour déterminer la longueur du pendule 
simple , sans aucun calcul relatif ii la forme du pen- 
dule oorapeaé'*. 

398. Il y a une infinité d'oxes différens autour 
d««qurls les petites oiciilations d'un même corps 
sont d'égale durée. 

B*alxffd, il est évident que la valeur de I et la du* 
rée des oscillations seront les mêmes pour tous les 
axes do suspension parallèles entre eux et équidis- 
tans du centre de gravité , puisque , pour tous ces 
axes , les quantités k ci a, nomprises dans la for- 
mule (c), ne varient pas. On peut aussi changer la 
direction de ces axes et leur distance au centre de 
gravité , saus que ta valeur de I sort ekengée; eer si 
l'on appelle C, les angles que la parallèle & 
l'aie de suspension, menée par le centre de gravité, 
fait avec les trois axes princi(mux qui se coupent en 
ce point, et que Ten désigne per Â, B, C, lea me- 
mensd'incrtierelalifsàcesaxes, et v^r ^k' , comme 
précédemment, celui qui répond à la parallèle, on 
aura , d'oprès l'équation (c) du n" 376, 

MA» = A cos* • -l- B cos» C C cos» y, 

et, par conséquent , 

+ A cosi • B cos* C -l- C cos* y 
■■■■ ^ ■ 

Ma 

Or, on peut évidemment donner à a, «, C, y, uoo 
infinité de valeurs diffifrentes, pour lesquelles cette 

valeur de l restera la même. 

Si l'on V (1 u 1 ai t q ! 1 f • r e t ( e f o n r 1 i r 1 1 1 f ii t u n minwum 
par rapport aux vanalilei» a, a,, ^,y, il résitlto de sa 
forme qu'en supposant k la p1aap«ttte destroia eau- 
stantes A, B, C, il faudrait d'abord qu'on e&t «ssOi 
C = IN)») y s= Ot)«, et , conséquoniment, 



Ifi» -f A 
Ma 



d'où Ton conclut, par la règle ordiosire o s 




— pour la vateor de a qui répond en urài»' 

m 



paorce 



* TnmniûiMpMnfpMimt , ann(t 1919. 
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300. Kons MVoofi quo la rdsistance d'un miUcu 
B^inBue pas rar la dilMte des peiitw <McUh«i«M do 
pendule simple , dVnekmgveur donnée (n'> 190] ; 
mais il fout aussi prouver f\uc cette force ne change 
pas non plusl* ioagucurdu pendule simple, dont le 
Movtmaat «tt le mèmn iaa» Tair que «eliii d*oit 
pendule donné , dans ce même fluide. 

Or, pour déterminer ce mouTement , il faut join- 
dre eux forces \dm et Hdm, que renferme le second 
nenbre ét réqinlioa(9), elqiil agiwentsurloiis 
les points de la masse du mobite, les composantes 
de la résistance do l'air, eiercée sur les élémens de 
•a surface. Supposons donc qne catterésistanoe loit 
esprimée, génëralemeiil, par la •ommeda plusieurs 
puissances de !.i vitesse, et, pmir une TÏtc:?»* quel» 
conque 0^représcntoas>la| sur l'unité de surface, par 

A»* -f A«*' Ae*" + cte.| 



A, Af, A", «le., • , c", elo., dUnt des 

données. Soit p la distance d'un point S de la sur- 
face du pendule, à l'axe de rotation; sa vitesse, au 
booldn temps l,sera f«, en désignant toujours par» 
là iritetsa angnlaira k cet inslant. Si l'oo appelle « 
Tangle que fait sa direction avec la partin inté- 
rieure de la normale en ce point, on aura f« cos t 
poor'M composante taivant oeUe droite ; et, d'après 
m qj^ùû a dit pi^édemment (n» 366) , c'est cette 
CeiPposante normale cpi'il fajsdra pmplnvcr pour la 
^t^e 9, dans l'exprcssiou do la résistance qui ré- 
peod peint E. Bn appelant dir Fdléaient diÎPéNn* 
tiel de la surface , en ce même point, et tidr la ré- 
dslanceeieraée sur cet dénient, on aura dene 

B c= Ap* + A'f'*'ii*'oot*'s + éUi. 

Je désigne par /« et r les angles que fait la nor- 
■nle intérienve a« point X, avec dei puettâet aux 

oies r!c5 r tt des y, menées par ce point ; les com- 
poeantes de la résistance suivant ces droites seront 
S cee fdir et & eoi idiri et si Tod appelle «' et i^' les 
«dent» de « et f ipi répondent an point ■ , on aura 

eot fd^ fli eog |idr, 

pour la partie do leoond membre de Téquation (.3), 
relative à l'élément ; par conséquent , en prenant 
rintégiale de cette quantité dani tonte la portion 



de la surface du mobile qui éprouvela résistance du 
wUiott, en aora la quantité qa'on dene ajouter k 

ce second membre, pour avoir égard à oellerdii»* 
tance. Je fais, pour abriter, 

ar' eoi » — 001 #1 ss I, 

et cette quantité ama peur eiproMlon : 

A." ftt* CM* lir -f A'm'^fif*' cm* «de + ele. 

n est visible que f est !a leagneor de la plue 

courte distance entre l'aie de suspension et la di- 
rection do la vitesse fw du point M , comprise dans 
un plan pcrpendieolatreà oetaxe \ { ne dépend donc 
psa du temp, noaptns que Tangle • et le rayon f ; 
par eontéquent, si Ton fiiit 

fi* eus* fd» = y^ftt^ cos' td9 = y\ ete., 

ces intégrales y, y\ >*', etc., seront des constantes 
dépendantes de la forme du corps , et dont les va- 
leurs pourront être différentes dans deux oscilla- 
tiens eonséentives. Tonr déterminer leurs limites, 
on circonscrira au mobile, dans sa position d'équi- 
libre, un cylindre perpendiculaire au plan vertical 
passant par t'axo fixe \ la courbe de contact de ce 
eylindre avee la snrface du corps divisera cette 
surrice en deux parties, dont l'une éprouvera le 
résistance de l'air, pendant que le mobile se mon» 
vra dans nu sens , et Tantre , pendant qa*il se moup 
vra dans le sens opposé ; ces intégrales devront 
donc !$'étendre à Tune de ces deux parties pour une 
oscillation entière , et o l'autre partie pour l'oscil- 
lation suivante} et quond «es dieux parties seront 
différentes, les voleurs éey^ y', etc., le seront 
aussi dons deux oscillations consécutives. Ces va- 
leurs ne changeront pas, dans le cas d'un mouve- 
ment révolntif. 

Cela posé , après avoir ajouté la quantité précé- 
dente au second membre de iV-quation (3), ou, 
ce qui est la même chose , après avoir retranché 
cette qnentité divisée per le moment d*inertie 

(f'î 

M (a> de la valeur de — du n» 894 , nous 



d* • ga slu % Ay 



— etc.. 



pour réquatiou du inouvemeat d'un pendule 
qnelcenqoe dans vn milieu résistant* On eua de 

= — i- slo • — — Wm* —etc., 
dp j 

pour l'équation du mouvement du pendule sim- 

l'"o> + *»' "■(«•+*•)' "M(o«+ik«) 



pie dont la longueur est Û, b', B", etc., désignant 
des ooettcient eonstans. 

Les vitesses et les positions initiales des deux 
mobiles éuot supposées les mémos, si Pon vent 

que leurs mouvcuieus la soient snssf , il suffire et 
il sera nécessaire do prendre 



, etc. ; 
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ce qui détermïQC U valeur de J, qui cuiucidcra «veo 
Ufommle (0), etcallat itoB, V, B", «te., pow 

toute la durée de ebaqiM oscillation. 

Ainsi , quelles que soient ta forme d'un pendule 
et la lui de la résistance du milieu dans lequel il se 
nMnl , on 'vott qn*il 7 ■ tonjeun 00 pmdub olmpl» 
dont le mouvement est le mémo que celui du pen- 
dule donné ; que la résistance du milieu dansleqnel 
lo pendule simple doit se mouvoir, se déduit de 
celle in nllion donné, ot de U fome do pendale 
compose ; et que la longueur du pendule simple ne 
dépend que do cotto forme , et unllemeat de laré< 
sistance. 

Tootefeie , Il n*en rdsnite pao qne le loaguew de 

ce pendule correspondant à un pendule donné, soit 
la même dans l'air et dans le vide : la perte de poids 
que le pendule composé éprouve dans Tair, et qui 
n*eeip«i la mémo dont IVtat du monTeroentqne 
dans VéUi de repos , influe sur la longueur du pen> 
dule simple , réduite au vide, atosi quo nousTavona 
déjà dit (no 19 1> 

400. Peur déterminer le monvemenl d*un trenU 
et de deux poids suspcnduB,l*nnk lu roueet l'autre 
au cylindrf . ' ti formera , comme dnns Je n 391 , 
laiomioe des uiomeos des forces perdues ù ciiaque 
instant par tout les points dn treuil , pnls on ajou- 
tera à cette somme les momens des forces perdues 
dans le même instant par cps deut poids, et on 
égalera à zéro la somme totale de tous ces momeos. 
Or, supposons qu'une cordo soit enroulée sur la 
roue et attachée par un boutk nnpoint de sa oiroon- 
férencr, et (lési;'nons par m In masse du corps sus- 
pendu verticalement a l'autre bout j soit aus&i m' la 
nasse du corps suspendu verticalement à Pestré- 
mité d'une seconde corde enroulée sur le cylindre 
elettachée pnr raiitre extrémité ù sa surface j au 
bont du temps f, si l'on oppelle u et 11' les distances 
des oentiea do gravité de «1 et e^ au plan borison* 
tal passant par Taio du treuil , les forces per- 
dues par ces masses pendant Tinstant dt, seront 



momens par 



trouvera augmenté de ym» — gw/'é^ et son { 

meoibre, de m~ — e — w'-; — t ; J'uiUeurs l'in- 
dt* dt* 

tc^r«îe quf ronlient le *»rord nu-mbre %frA îéro , 
parce qu'elle doit s'étendre à tous les points du 
tiMil, dest Inoentve degfevitd esteor IW 4n 



rapport k l*ase du treuil, se déduiront do oes forces 
en mnltipliant la première par le rayon de la roue 
que j'appellerai c, et la seconde par le rayon du 
cylindre que je désignerai par c' \ et parce que ces 
forées tendent à faire tourner le treuil en sens con- 
IndfeKttne de l'autre, il faudra donner le signe -f 
au moment de l'une , et le signe — au moment de 
l'aulro. Pour fixer les idée» , je supposerai que co 
«oit U première force qui tende k faire tourner le 
treuil dans le sens où il tourne réellement , nu. 
autrement dit, je supposerai qne ce soit la mu&ïe m 
qui descende et la masse m' qui s'élève. On en 
conclut que le second membre do ^équation (S) se 



dm A tÊ/ ds 

-A.dm+-oî^-m?er^ =,(mo-f.f.'), 

pour l'équation du mouvement du tnwlt et dee 
dettsmttseemetm'. 
Vendant toute te dncéé de ce noovenent , le vt- 
4» 

tflcie <— de m est égale k la vttessee» do point de In 

dt 

roue où la corde commence à se détacher de ta ctr- 
conféreoce, et dont le rayon cet horisontal ; la vi» 

tesae — de eskdo même égale et contraire k te 
êt 

vitesse e*» du point de te anrface du eylindre , dent 

le rayon est aussi hori«onlal, cl qui ■•^t situé de 
l'autre côté do l'exe : on a donc cousUmment 



dm 



dt 



au mofen de qmd, réqmtiea préeédcnle devteot 

dm 

(M** H- mo» + mV* ) — = — 

dt 

en désignant par M la masse du treuil, et par Bft* 
son moment dUnertie par rapport k Tom de vain- 

tion. 

Si l'on suppose nulles, pour plus de simplicité, 
les vitesses initiales du treuil et des masses m et sa*, 
00 aura, à un instant foelconqnet 

et , sans aile» plus loin, on voit que le mouvement 

du treuil sera uniformément accéléré. 

Les tensions des cordes ausquelles les masses la 
et m' Sont atucbées, auront pour mesure les forces 
perdues parOW nasses; en les désignantpnrT etT, 
on aura donc 

/ à* u\ , / d» 

T=-(,-_). i.=-'(,--^;i 

et si l'onappeltejp, p', P, lea poids deoes oorpset 
du treuil, de sorte qu'on ait 

en condma des équations précédentes 



(pe — f 'c')pc 
Pik* -I- pc» + p'c'» 
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A cause que te poids p d«tMfHl, M 4|W WpposB 

pc > p'e\ la tcn^ton r «;»»rn moindre que ce poids , 
qui serait sa valeur dans il état d'équilibre, etia teu- 
•ion T' fera plus grande que pf. 

Les prettioas exercées sur Taxe du treoii par les 
forces rpi)trifii;.'p« dp rr« diffdrens points, se détrui- 
sent évidemineal deux à deui, à cause de la sjmé- 
lri*d*M eerps anloor de cette droite. Le elMtge 
totale que l'axe ëprouverfl pendant le mouvement, 
se cumposera donc seulement du poids dtt treuil et 
des tensions T et T' j de sorte qu'en appelant II cette 

1,0 



n = P + T + r. 

En substituant pour T et T leurs valeurs, il en té- 
léltem 



(fc — pc')' 



ce qui OKMrire que cette eharge est toujourt 
dre que celle qui a lieu dans Tétat d*éq|lli]ibM| et 
qui est égale à P ^ jp*. 

4MI1. On applique» ectdîMmtei foramlM è U 
— gh i we à'Athoodj en y faisante' 8 e; et elles fe- 
ront connaître toutes les circonstances du nnouve- 
meat des deox poids inégaux p etp*, dontrnn monte 
«t rentre dweend des* cet appareil. 

Si l'on appelle, par eiemple , le banteur dont 
le poids ^ descend dun<; un temps donné t, on aura 
|a valeur de h eu tule^'raat celle de dit ou de emdlf 
dep«ib IsO Jiuqii*li fc=t; ce qui donne 



h = 



7 — P>* s«» 

p*» + (f + 1»>» 



Les poids P, p, p', ainsi que le rayon de la roue, sont 
donnés j U quantité k* peut être calculée d'après la 
tevedeUiooejctron peut mesurer la hauteur &. 
Dar oonséqnent, m le tempe • est donné par Pobser- 
TJitioti , cette formule fera connaître la valeur de g. 
Mai» quelque soin qu^oo apporte dans cette expé- 
fieoce , die ne sot jonMie «ntceptible d'une préci- 
sion comparable à celle do pendule; car, dans celle* 
ci, la durée de chaque oscillation s'nhtimt en 
divisant le temps pendant lequel le pendule a os- 
cillé, perle nombre très grand dee oseillatiens qu'il 
a faites, ce qui rendra toujours remmrà éteindre, 
sur la dorée d'une 9?ule oscillation, beaucoup moin- 
dre que rerreur inévitable sur la mesure du temps ( 
dm la naehiae dTilJM. 

On bit ici abstractioa de la masse du fil auquel 
sont suspendus les deux poids p et p'; il serait facile 
d'j avoir égard de U niciuc manière que dans le 
probUmedn n* M6j mais aloie la loidttnoovenent 
serait plus compliquée. On néglige aussi la résis- 
tance que l'air oppose aux mouvcmens des d^ux 
poids j) et p' : pour en atténuer l'effet, et aussi pour 
rendre le temps I pins facile fc neenrer, on ralen- 
tira ces mouvemens, ettdimiaiiaatPeieèsderna de 
ces poids sur lautre. 



402. On a aussi employé le pendule poor déter- 
miner la vitesse des projectiles de r.TrtilIprie. Celte 
machine est ce qu ou appelle ie pendule tU hoùuu, 
d« nom de l*ingénienr qni en a le ptemier fait 

visacc : clic consistccn une massetrès considérable^ 
retenue par un aie horizontal solidement fixé. Le 
boulet dont on vent connaître la vitesse , pénètre 
danaoetle maawiattelalnveteer, etneklepen- 

dalo en monvement: nn mesure la g;Tandeiir de l'arc 
que décrit un point déterminé de la masse totale} 
d*on roneoncivt feeileaiont ea qoantîté de monvo» 
ment, et, conséquenHnent^ta eitCMeda bmdatà 
l'instant oii il a atteint le pendule. 

Soient, en effet, AEBF (fig.8d} une section du pen> 
dule par un plan perpendienUire k Tam fiin et par 
son centre de gravité, G ce centre, 0 le centre d*oe> 
cillation (n<> 396), C le point où cette section coupe 
l'axe, de sorte que CGO soit une droite verticale, 
dans TéUt d'équilibre. Soîentansst B le point en le 
prolongement de cette droite rencontre la surface 
inférieure du pendule, BB' l'arc de cercle qui sem 
décrit par ce point B et dont C est le centre, io 
centre de ronvertore eitcvdalra qne le benlet feit b 
la surface du pendule , ou , j lus j;i*uéralement, la 
projection de ce point sur le pian de la section 
AUf. Appelons /a la masse dn bonlet, v se vitesse 
à l'instant du choc, fia ] 



point C sur la dirertinn de r, prnjrtr'r' sur le plan do 
AEBF, H la masse du pendule et du iioulet, a la 
distenee du «entre de gravité de 11 à l>m fixe, 
H (os <^ ft> ) son moment d'inertie par rapport à 
oel axe ; nova aurons (n» 486) 



ii — 



pour la valenr de O qn*il feudra snbstitaer dans Vé» 

quation {a) du n» 394, dans laquelle on fera aussi 
«=U, puisque le pendule part de sa position d'é- 
quilibre. 11 s'en écartera jusqu'à ce que la vitesse 
engulelte aoit nulle ; per conséquent, si l*oa dést- 
giie par C TaugleBCStf, on aura, d'après ootto équa- 
tion (o), 

——. ; — — = 2aa II — - cas t): 

g étant la gravité. En désignant paré la eocde de 
l'arc IV, et per c le reyon CB, nous anroi» 



cos C = 1 — 



4« 



Je substitue eette teleur dans l'équation précé- 
dente , et j'en déduis eosuite eelle de u* ; oe qui 
donne 

n* cola 

n étant le ra p port de X i |(, quisem untiés grand 

nombre donné. 
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TiNit«t Im «ntiM qmniUlte contcmi w dans eeito 

formnlo seront auisi connaei. Im distance o se me- 
sura imni«!dintemriit ; la cordo b est dnniicc au 
iDOjcn d'un ruban attaché au point B| et passant 
AiiM va imMo fixemeoi tCtoebé ati terrain : la par- 
tie de ce ruban qui se déroule et traverse funncau 
pendnnt IVlévation du pendule , est cflTectiTemcnt 
égale à b. Si le tir est horiionta!, la quantité/* est 
la ditlanoa ém Taxe de la fiiéee i Taxe de rotation ; 
si le tir s'écarte un peu do rfaoriznnialité, auquel 
cas la droite qui va du point E à la bouche du ca- 
non n'est plus boriiontale, il est facile de calculer, 
«vee une approxinaatimi suflisante, h qaantitëqn'il 
fautajnTiter h h distance des deux axes, on qu'il 
en laut retrancher, pour avobla valetU' de f. Quant 
•US quantiléiff et i, on peut lea calculer d'après la 
ferme du pendule et lea deaeitda de aca partie*; 
mais leurs faletna a'ebtieiiiient enaai par respé- 
rienoe. 

On attadie une corde h la partie infdrienre du 
pendule ; on fait passer cette corde sur une barre 
fixe , parallèle à l'axe de ce mobile, et élevée à la 
même faautcur, au-dessns du terrain} puis, à l'au- 
to* bout de la covdei on auapend un peid* qui tou- 
lère le pendilla Jaaqn*à ce que aon centre de gra- 
TÏtti se trouTO au niveau de l'axe et de la b trrr 
liAUi cette positioui si l'on appelle II' le poids sus- 
pendu à la cotde, et tf la dialance donnée de la 
bamk Taiei on « celte ptopottion s 



qui fait connaître ta Tolcur de a. 

Si Ton fait faire au pendule de petites oscilla- 
tions, et qu'on appelle T la durée d*nne eaeillatîaii 
entière, et ila distance du centre d'eecillaiion & 
l'axe de raipenaion, on aura (w SfNI) 



«• + k* 



d'où l'on tiro 

* + = 

et la valeur de k sera connue d'après celle de a. Au 

moyen de celte valeur de -{-k ' , on aura, plus 



pour l'expression de la vitesse du boulet. 

403. Si la bouche du canon n'est pas très éloi- 
gnée du pendule, la valeur de o, donnée par cette 
formule diff^frera peu de la viteaae de projeelieo 

du botilet; ri rn supposant connu le cocfTicienl de 
la résistance de l'air, il sera facile de calculer an 
moyen de la formule (6} du u" tlS, la quantité dent 
on devra augmenter cette quantité u, pour avoir la 
vitesse de projection. Mais on obtiendra immédia- 
tement la grandeur de cette dernière vitesse, en at- 
laèbaut fisenent le canou nu pendule : la quantité 
de menrenent imprimée au pendule, ainsi com- 
posé, sera alors la masse du boulet, multipliée 
par la vitesse du boulet à la bouche du oanon^ dent 
le rtctU, k raison de In compresaibilité de ta nu- 
tière, ne commencera paa aensiblemeut avant qna 
le projectile ait parcouru touts; l i lon:;n(Mir de la 
pièce j par conséquent, la valeur de o, donnée par 
la formule (o), sera eelle de la TÎteaae de projec- 
tion, sans aucune correction, et sans qu'on attbe» 
soin de connaîire le coeflirirnt tie la résistance. 

£n tirant i»ucce»»iveœeul à différentes distances 
donnée! du pendule, avec un mine canon , ohacgé 
de la mcnicmnnière, on aura autant de valenradee», 
dont les difTérenccs entre elles et avec celle que 
Ton obtient quand le canon fait partie du pendule, 
pourront eervir à vérifier la It^ de la rétiatanee de 
l'oir, sur laquelle est fondée la formule (IQ 
du no 212, et à déterminer le coefficient de eall» 
résistance. 

On a fait, en Angleterre, un grand nombre d*ex- 

périeuccsau moyen do penduledeRobins, employé 
des deux manières que nous venons d'indiquer*. 
Une des conséquences les plus générales qu'on en a 
dédnitee, eontiato en ee que, toutea cboaea d^ail- 
Icnrs égales, tes carres des vitesses de projection 
sont à peu près entre eux comme les poids des 
charges, et que ce rapport approche d'autaut plut 
d'être exact, quota longueur deladMrgeoataMiiai 
oonaidénble , relatÎTement à celle du eanon. 



traduit de t*«l^kliS, U flMnièl 
Kcoadc p«r K 



, far <k. BatMait 
psrtia pat Vnsali*}*, M la 
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MOirrSlIBlIT D'en COBPS BOUOB AUTOUR D O» POINT FIXB. 



404. Considéroos d'abord eo lui-raêrae, et indé- 
pmteamt in foreat qat !• pradnitent , le mou- 
vement de rotation d'on corps solide de figare quel- 
cooque, autour d'un point fixe appartenant à ce 
corps, oo qui y toit iuïariuLlenienl attaché, 

SaiMrtO (fig. 88) M p«Hilt Or, Oy, 0«, Irab m 
fîsc5 ft rrctangulaircs, choisis arbitrairement ; Ox„ 
trois autresaies rectangulaires, fixes dans 
la oorpt, et mobiles avec lui autour du point 0. 
BuM 1b mite , nont mppoiOTmt que «M flmUtw 
droiJp^ sont les aies principaux du corps j mais 
maintenant leurs directions sont entièrcnieuC arbi- 
tndm. Strfeot «ttsai jr , y , j , les coordonnées d'un 
piiiaC qndooaqne X dm eorpt, npportéet mn pre- 
miers aips, pt X , t/ , s , ses coordonnées rapportées 
aux ajies Om„ Oy^, 0»^. En conservant tout««lei no» 
laiioo* du a* S77 , nous aurons 

* = «*i + + ««» 

M =5 0%+ c'<M, ; 

et lee neuf ooefficiens a, etc., seront liés entre 
«n par Iw ëqwtions (8) , on ptr l«» tfqnatimit (4), 
de ee aaméro. 

Il est éTid(»nt qxrc. r*>8 quantités a , ft, etc., sont 
les raéoies , à chaque instant , pour tous le* points 



<t 1*4» doit Im 




An ooatnlre, les coorddnnto y^, va- 
rient d'an point k un antre du moibBv; nMjg dlék 
restent constamment les mciTirs poar un même 
point, et ne varient pas avec le temps. En représeo- 
taol doM la temps par #, et différentient par rap- 
peMàaella«aiidila|0neiit8 

*f da A de 

— = ar, 4. _ ^ , 

éi tU dt ét 

% db* 

w dt dt dt 

dM da" 4tt" de" 

V 4t dt a 

4f dm 

Ces lâlewtde--^---, eijitaroart,*» 

imUnt quelconque, lesoompomatofpentlâleaaas 
axes Os, Oy, Os, de la vitesse du point M. Si doaa 
on «eut oonnaitre les points du corps dont la vitaase 
•■t mile à oeC inctent , on les détermine» en ége- 
Itmcai qoentîMi è léro; ce qai dansa 



+ yi<» + »,dc = 0, 
•A' + y.*' + = 0, 



Or, en ajoutant ces équations, après les atoir 
Boltipliéae par • , < 1^; fyMnt , pour abréger , 



•A-k-^^ + ^éV'^pA, «de + e'db' ^ «"dV* a . ,d»j 



et observant que TéquaUMi c> «f- 0'* -f» c"> = 1 
dama cdc +e'do' + «»dB»'= O; il vient 

py, ~ gs, = 0. 

5i 1 on ajoute ces mêmes équations (Ij , après les 
•«air nmllipliéee par A*, on Iranva 



ealkiient, penr ebeégar, 

«de-(.«'d»'4.fWs:f*, 

et eliterrent que l*<qutiatt ^ y» ^ yu 
donne bdb + 4. «"dy'sO, et que, d' 
i'équatian te «^«r 4. |f'e« s 0 dn n* 8?7, 
aussi * 
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I, le* équations (I) étant nnllipliéei p«r o , a', 
^, «I mnito ■joaléat, il «m Mwll» 

8*1 = «Vi = 0| 



car M • Mb 4- flUte' -l-cWsiO, k 

o* 4" H" = 1 i P'i** I équations 

ba + yo' 4- i a ' — 0 el «I + «V + «"o" ssOdo 



BUiBcro cité doimeot 



Mte - »W ^ « W j= r*t, 



Au lieu des ëqnatioM (1), mn» 
manière I 



it comprise dans les deux au- 
tres ; cl nlles appartiennent k une droite ptltukpir 
l'origine 0 des «oordoonées. 

n Hiit donc de celle eoalysc ([ue iooi leepoinle 
do cotp« , doni U Titetieett nulle à os ineUot quel- 
conque , sont rangés sur une droite passant par lo 
centre de rotation. Cette droite peut être regardée 
ooBun» immdiite pendaDt iin tmteni inSaimeot 
petit; donc, pendant cet instruit, le • orps loiirnc 
autour de nette droite comme autour d'un axe fixe; 
et l'on doit se représenter le monvenieotdeniUlien 
dTmi mapi solide aiiloiHr d*un peinl'fise , eemone 
ayant Hen, à tlinque instant, autour d'un oxe qui 
reste immobik- («ciidunt un intervalle de temps infi- 
niment petit. £u géuéral , la position de cet ne 
dent rintéricur dn corps change , d*tan instant à 

raulre, pendant ]r- rnoinrniPTit ; fA . pour rpttc rai- 
SMI« on l'appelle \ a*» instantané d» rotation. 

40S. Suppoiom que la droite 101' soit cet ate eu 
bout du temps <; les équations (ft) seront celles de 
ses projections sur les trois plans des ooordoonéea 
»j, f „ 4jj d'oùi'on conclut facilement 



oos 10*1 = 
nos lOy, as 
ooe JO»t s 



Ç 

+ S» + *^ 
r 



Lors donc que les trois quantités y, r, seront 
connues , on pourra assigner la position de l'axe in- 
stantané, par rappertaux axes mobiles Oe,,Oy, Os,; 

et . d'nj^rrs si:;^rc qu'on doiinrrîi nu radical, la 
partie 01 de cette droite, à laquelle ces formules 
eppaitiendroni, stra ceoiptèleininl ddIemiBée ; 
dorénavant I nous regarderons leojenrs ce ledïœl 
I «neqoentîté positive. 



Tfniip^ ffî foi5 quf p. ^, r, iprnnt dej constantes, 
l'aie de rotation re&tcra lixe dans le corps , c'esi-«- 
dire, qu'il le trawsera eonslanmcnt dene Isa 
mêmes points. Or, les points du corps dont la 
TÏtefso fst nulle il chaque instant,étant toujours les 
mêmes, ils demeureront tmmoitiles pendant toute ta 
dnrde da meoveaeat ; dene, dent ee caS| l*ase de 
rotation eere nniii nne droite fixe dans respaee. 

D'après l'équatiou (>) dn n» 9 , ei les netottens 
da no 377 1 on aura 

oosIO« = « eosIOcj-f è eeeIOf,<f-e ew10S|, 

cos lOy — a' cos lOir, + if eos lOy, + l^'jt 
ces ÏDm sstfcm lOm^ i^eos lOy^ 4- «"coe lOs^ { 

en tcrto des ëqnatiens (a) , on eu» dene 

oj} -j- -f- cr 



10* 



oos lOy 



lOe 



1^ F* + î* + 



pour ilctermiora la direction de i axe iuslautanc, 
par rapport ans axes fixes 0# , Oy , Os. Il en rësohe 
que quand r, seront des quantités conatantes, 
les numérateurs de ces formules devront aussi être 
iudépeodans de ce qu'on vérifiera effectiTeoieat, 
dans.le snite. 

4M. Pdsqu^ ehaque instant le oMnvenMnt a 

lieu outour de la droite lUl' comme autour d'un 
axe fixe, il en résulte que tous les points du corps 
ont, pendant un instant infiniment petit, une 
même Titesse angulaire autour de cet axe ( o* tU), 

Poïir fil f'rtrriTiinrr la valeur , considérons Ir pn;nt 
qui se trouve sur l'axe OSf, à une distance du point 0 
4gale à Vnnitéj nena aurene reletivenient k ce 
point,ir|asO,f^=0, s, = lj se vitesse ebsoins 



1/^ 4. ^ 4. ^ — I de» -t- dp'» + de" 
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m 



im éM 

d^apte iMvatoiws pcéoéil«ol«t de — , —, — ; et 

di dt dt 

Vva •vn , pour ae dialattoa k IW de lOlatUm , 



•in I0«, = y^l — c««> 10», = 



tanee, 



pour ta TÎleate angulaire. Or, 



1/ + + 



ti en dtTtsani la viteise alnolae par cette dia« 

— = Wc + W + 4'W, jitt = «te + «"(io^ + a"4fc'''i 

ê?9n Peu déduit, en eyeiil ^garà ans dqmliep* du n*S97» 

^- g* ) ^ B Ar* 4. db** + d^"< — («db 4i «'de' -1- • W')* { 



quantité qui se réduit à <2c* -^dcf'* , à cause 

de «db+ «fdbl' -I- e"d»"=sO. Donc, en appelant • 

la vitesse an^nlairr nii hnut t^ii temps t, et la con- 
■idérnnt comme une quantité |>osiUve, 00 auia 
akaplement 

" -~ J>* + ?• + r> . 

On voit que cette vitesse sera constante toutes 
les fois que la position «te Paxe de rotation sera ta- 
▼arieble; UMis la proposition iavarae n^eaipaadge- 

lement Traie ; et it est possiblr qne l'ate instant nm- 
change de position, sans que la Titesse angulaire 
ebenge de valeur, ou , aatremenidit, il etipoiaible 
que les quantités 9i «Ment Tariableft ^ que 
la Taleur de « demeure constante. 

407. On appelle Pf r, les ooropoaaates rectaa- 
Rnlairea de le viteaie de foletîen • entonr dea axea 
Os, j Oy„ Os,; et Ton dit aaitl qne chacune de ces 
trois quantités est la Titesse aDgidaîre du mobile 
autour de l'aie correspondant. 

Or,let dqttationa (9) penvenl 4lie renplaeéee par 

^=weos lOd?^, 9=r«cosI0y, , r = «cosIO«^; 
et Ton peut écrire les équations (4^ sous cette forme : 

• CM I0# = op + + 

« coj lOy = o'p «f* *'ï + <^'''> 

• cos 10» = «f'f + b"q + dWi 

d'où l'on conclut que la décomposition des vi- 
tesses de rotation suit les mêmes lois que celte 
dea iri l a aa aa de Ivanalatienf en remplaçant lea difee- 
tieae de edlac^i par le* direetiona d«e eiea de ro« 
tetion. 

La résultante* étant une quantité positive, et 
•yant pris la partie déterminé (M de le droite lOI' 
poor Taxe auquel elle ae npporte , les oonpoaeaCes 

I», Y, tî'int les axes sort Or^, Oy , f>s , <!Pront po- 
sitives uu négatÏTos, selon que ces droites feront 
des au;jlcs aii^ua Ou obtoa OToe Taie CI ; et généra- 
i, on deTra regarder oomme égales , mais de 
i coiilrain-s , les composantes de«» rapportées 
eu deux partit» d'une même droite | ou dont lea 
•see ieroDt le preleugemeot Ton de l*ealre. 

406. Non seulement on peut, au moyen des trois 
qisantttéa P| g, r, détenuoer la liteaae angulaire du 



corps et la position de son exe do rotation , par rap- 
port aux axes mobiles Ox^, Oy„ Os„ mais on peut 
nn^si exprimer les Titesses et les forces accéléra- 
trices de ses différons points | décomposées suivant 
ces tfoia eiea; ce qui nona eerrirB, cooime on le 
verra bientôt , ù trouver de la manière la plus di- 
recte, les équations de son roouTement de rotation. 
En effet, les composantes de la Titesse du point H 
de dy ds 

étent-^, — , - , par rapport am oses fiseaOsr, 

dt dt dt 

Oy , Os, il a^enauit que lea composantes de la même 
viteaae, pet rapport aux axes Os^ Oy|, Otf), seront 

4m dy d» 
• — + •'- + —, 

a dt it 

ém dy d» 

+ y _ + »"-, 
d» dt dl 

de ds 

c — + c' — -H c" — , 
di dt di. 

d'après les notations du no 377 , et parce que la 
composition t\e«. vites&es suit les mêmes lois que 
celle des furcei». Or, en substituant dans oaa ei» 

djs d^ de 

preaaioMleaTaleorade— , —, —, du n» 404, 

dt di dt 

ci eflSBOhMtti dei fddaetione qu*eo e d^Jà feilei 
denaooi 



= B»j — nio 



dm dy dt 

, — + a' — + o" - 
dr df df 

dii ^ d» 
— 4- »' -1 + V' — 

- dt 



d» 



dy 

- + 
dt 



dt 
d» 



— r#, — p*!, 



par «onadqnenl, lea trois quantités q», — ry, , 

rx. — fJ3 , pyj^ — , fpii «îOTit nulles pour tous les 
points du corps situés sur 1 axe titstantané do ro- 
tation, expriment, pontmintro point iqneleon« 
que M, les composantes de io fitoaae, porallèlce 
aux droites 0«„ Oy^, Oe,. 
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On tùe de ces dernièras , «o ayant égard à celles du n^âJ?, 

et on difiéreotiant par rapport à <, il vient 

^ = • («A - f ^ + * {'A - + • (r* - 'A) 
il « - f A) + * (• A - + ^ Cr A» - «A) 



+ («», - If.) *»"+ (w, - (Ff. - 

_ ..^ . d'x rf'jr <i*» , I accélératrice du point H : si dune on fr'si-n. [uir 

Le. qu«nl.te.-^-- , ^ ^ «ont lei composa,.- ^ ^ ^ c omposantcs de l« même force, parai- 

te« parailèies aiu aies Ukcs Ox, Oy, O2, de ia force { lélcs aux aies Ùjr^, Oy^, Om,, od aura 



fi 
9i 



d' X d* y _ _ 



de V- ' 



et en divisant par d<| on aart les valeurs de p,^ 
9n csprimtfas au noyen in mriobles p, 9 , r, et 
de leurs diiTéreatielIes. 

400. Si l'on ronsiJcrc il titi in<;tant quel rnrique 
lot quantités de mouvement dont tous les points 
do oorpt fonl nAmés , leur nononl p«r nçport à 
«bacuD des trois as«4 Ooi,, Ojfi, 0«jt tnivaiii la dé~ 
{înitinn tJu no273, pourront enooro •*espriin«r au 
moyeu de» quantités j), r. 

ftoor le ikire f oir, soit im rdUacnl difféctulid 
de la oMsse du corps qui répond an poiat ■ , «t 
dont les coordoiiiifC!> sont x,, jf„ 2/, les compo- 
soBiet parollétea aux axes Ikr^, Oy^, Us„ de sa quan- 
tité d« mouTemeni a«roiit Un prodttili d«s f itoNfii 



^ , |i , el fatal dw rédaUfam 



qs,) qdt 4- {pi, — rx,) rdt, 

fi) + (nr, — î*"; 

— ryn «"'i— P*»i — ï-«.» multipliét- s p«r drt J 
en désignant par L , Il , H , les aaomeDs par rapport 
aux axes 0«,, Oy„ Os., des qttanUMi de mouve- 
ment de tous II > points du corps, on aura dMiB| 

d'après c« qn'uu u tu dans le n» 274) 

■ = /[(?*! - 'y<)«i — (py< — î'i)*!]**» 
» = /[fpy< - 2*,)yi - ("i - p»i)*i]<*»î 

1m intégrale! t'étendanl k la masie «Dtiére dn m* 

bile. Ou simplifiera oet valeurs en prenant peor 
0*^, Oy^, 0«, , Ifs trois axes principaux du corps 
qui fe coupent au pu mi 0 \ c« qui rendra nulles les 
liais lirtégrales f^iy^dm, /mA** «* «• 
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priaoipM» , do torti «pi^Miail 

/(y«*+ V )*• = A, 

n V + = c, 

on aura «implemcnt 

L = Cr, M = %, W = A^. 

Les quantités r, 9 , p, auront donc constamment 
lataw signes que I. , I « R ; par conséquent, 
Umê ligiMi dip«wlraai dn wtm duN 1«|m1 lé 

corps tountpra autour de clïnrnn des trois axes 
principaux : selon , par exemple, que le corps tonr- 
I pinttéltiiMi an plaa *f>}f„ de 0;r^ vers Oy,, 



Mdnw leMM«|ipMé,l0aioneirtt(B>t74}et 
pariaiteia vitesse r, seront desquantiléi positiva^ 

on des quantités négatives; et , réciproquement, 
le signe de r fera connaitre, à chaque instant, le 
•ntde MteHra «rtow de Os,. 

D'apré* les théorimes du n» 881, 111*00 ddaigao 

par G le moment principal des quantités deaieo- 
vement que nous considérons , on aura 

en fegudeni eo radical eonaie une qoratité poai- 

tive; si la droite Om (flg. 98) ett Ptiedece mo- 
ment, sa direction par rapport aux oses inobileaQ*,, 
Oj^ii détermioée par les formules 

Bg Cr 

oeo«0«.&s — ; (6) 

G 6 



et pour déterminer sa direction par rapport aux 
aïoe iiM 0», Oy, Os, en eoi» 

6 oM ^ Al» + B96 -f- Oo, I 
fioeeeU^^j^+B^y^Cr»', j (6) 

éqmflom dent les Moeoda nembrei eeok le» oio- 

mens des quantités de mouvement doweibile par 
rapport aux axes fixes 0«, Oy, Os. 

410. Le position de ce mobile à chaque instant , 
|NV lepiMti eut eseefixei, dépend dee «Mb engles 

4, *, ç. du n« 378 ; car au moyen de ces angles, 
les trois sections du corps que Ton a prises pour 
lea pleni aolnlea det eooidennées ar, , y, , , sont 
déterminées de position ii Tégard dooae pleae fliea ; 
et il suffit même de connaîlrp !a position tic druï 
sections nun parallèle» d'un corps solide, pour que 
lea peatlione de toot lee peints de ce oorpa soient 
eniièveaMnt osnnnei* D'ailleurs , quand les angles 
4, ». seront connus, les roeifioiens e, 6. 1 1 ., le 
seront auMi, et Ton connaîtra, par oouséqucnt, 
Io»co0fdonn<ie #, y, e, d'on point quelconque du 
mobile. Le problème du mouvement do lotatioo 
autour d'un point fixe se réduit donc, en dernière 
analyse, à detcrminfir ca fonctions du temps, les 
«elenn de 4, 1, «. Or, qoend les «vlenn de ^ , , r, 
sont connues, celles de ces trois angles dépendent 
de trois équations dn premier ordre , que l'on ob- 
tiendra en substituant les valeurs de a, etc. 
(a* 898), on feoctionede 4» «1 fi odleede leors 
différentielles I dens l«e voleors depdH, «II, rA, 
savoir : 

pA = — lA? _ i'dc' — 4"<toM, 
qil — adc + <^dé + aWrfc", 
rdi _ hda 4- VéU 4- h"da". 

Les valeurs de s , •", ne oontenaot pas l'an- 
gle », île'oneoîl que eeKes de pA et ^df ne coo- 
tiondiMt pns sa difldrentielie ; et comme les ve^ 
lovo do h, V» sodédniioiit deoeUcs de «, a^, 



en augmentant f d'un angle droit, la waleur de 
— pdi se dédnîie de nteie de oèllede fit. le 
coefficient de ds sera Tunité dans la toleordenlli 
ear, d'après lesionnoles don» S78, en e 

M d% i¥ 

d*oùilidsnlte 

da M juw 

* - + fi' - 4- =*• +V» 4-*"« =1, 

d« <iç 

puur la valeur de ce coefi^cient. Toutes réductions 
faites, le sohstltntlon des telenisdea, ft, etc., 
dans oellee do fdK, fdl, rdl, deono 

pd»»sinf sinl^ — eos Ml, 1 
9<it = eospsinld|4.sin«dl, [(8) 
rdt » d» ces ) 

On peut remarqua que Tangle 4 n*enti« pas 

dans rfs formules; et, en cITct, Taprlp l on !V0* 
étant compté à partir d un axe Os entièrement ar< 
bitraire, les Toleors de p, 9, r, ne deivont pas ohan» 
ger quand on augmente on diénintteoet nnglod'nne 
quantité constante. 

Puisque r est la vitesse ongulairedu mobile au- 
tetirdel*eie Os., il s'ensuit que rdrdoitMrerangle 
décrit dana le plan des et y, pendant l'instant it, 
par chacun des axes Ox^ et Oy^ ; cet angle serait <iç, 
si la droite OM , à partir de laquelle on compte 
Tengle f dans ee même plan , était innobile ; nwis 
dans l'instant df , l'angle NOx eognente de d4>« 
dont la projection est cos sur le pbn des s, 
et y,; et, selon que l'angle t est aigu ou obtus, il 
est eisé de voir qve le différentidle 4^ doit être di- 
minnée ou augmentée de cette projeetioD, pour 
avoir le déplacement de Ox, ou Oy,, par rapport it 
une droite fixe dans le plan de ces axes. Par con- 
séqoent on aura , dans tons les cas , rdt = d» 
cos M4, cenwse en vieol de le ItooTOr. 
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411. O «liste anlveltt «Min»*, i,«lo.,fltl«i | ntUodui b ou eei i p Jowtioat, «tqui tout ck* 
qmttlttét pif^r, dflt rcklinM qai p«ttv«îft éti* ) priHién|Mr lMéqiiatio«idlfllénatbl1«s 

i» sss [tf ^ hp) dt, élf = (a'g — Vp) dt, A" = {a"^ - b"p) dt , J 
«»{cp^«r)i<, SI {i^ ^ tfr) 4tt A'' = {fy — ^r) 4$, t (8) 
4i = (tr — «f) = (tfr — «fy) d»" s (fV ~ A ) 



Oa olilimt Im trot» pmniiiM d« cm équatioDi f 
en «jouteot tei équitim» 

ad» + a"db" ss gd», 

tdb + yde' + f'db» » — Ftt; 

«ptès les OToir tnultiptidca resprctivcment , soit 
par «, i , c , soit pnr a\h', c', soit par o", è^, c", et 
en ayant égard aux equatioaa du n° 377% Oa obtient 
Im ttoto toiTMitM , «n opérant dW mmùèn tnt- 
logiw nir Im éqttitioni 

fli& + a'iU' + a"d6" =^ — rdi, 
M» + W + s 0; 
et en opérant do même sur 1m éqnotiont 

Mb + b'da' + b"da" = rit, 
cda + c'da! + ^'da" = - f A, 
«uia + a'<fa' + a"io'' — 0, 

on pnrvicTit Miu trai« dernlèret è^lMtioM (8). 

Uii a cncure k-!> L^quntions 

pda qdb cdr = 0| 
|nIk' 4. gd»* + edr' 0, 
fd^' + fld»"+ «A^'bO, 

qui ■oBtdnoeonaéqaeneoiminddiito dMomif équa- 
tions (8), ctqui servent à vérifier rinviriabilitédes 

numératciirs des formules (4), lonquo^, r|Mnt 
dM quantités constantes. 

% n. ÉfÊaHm» db mounmeni dê nâêtSam otHêt Êt 
€mftimtfut§, 

418i Tont ce qnt précède éltnt élebit, luppe- 

tons m:iin»rnnrt que des forces motrices finnnrns 
agissent sur tous les ëlémens du mobile , et cher- 
chons, en ayant égard à ces forces , le* éqnations 
différentiellei do ion nonvement autour du pobt 

fiip 0 

Au bout du temps t quelconque , désignons par 
\(im, "Y^m, Z,dm, les troll composantes parallèles 
aux axes principaux 0^,, Oy,, Om,^ de la force mo- 
trice de l'élément dm. Si c»- jmint matériel élait li- 
bre | ces forces lui imprimeraient, dans Tinstant dt, 
•uitMtleundureations,]eivilesaM X/ft, "ï^dt, Z/ii. 
Lm aocroîsscmens de vUMse qnMI reçoit réelle- 
nient| luivant ces dircrtinns , sont les quantités 
p/Ufqfdt , rjdi , du n" 408 ; les composantes de la 
forée perdue par rélémentdm, pendant l'instant dt, 
font donc 

(X, - p.) dm, (Y, - dm, (Z, - dM. 



Ko oerpi sera dono on équilibre (tt*8S0}, en sup- 
posant tous SCS élémens sollicités pardesemblablM 
forces. Or, les équations d'équilibre d'un corps 
solide I autour d'un point fixe, sont au nombre de 
trois (n*M6), qui seront, reletiTenrantl CMfoitM, 

/[Yi - î,) s, - {\ - p,) y] êm^a, 

f[\ - Pi) - (Z| - O 'i] *• = «s^ 
/Pi — y, — (T, - «,) «^J An s 0; 

1m int^nlM s'étendent k la mssioentiéffo dn mo- 
bile. 

La considération des nxcs principaux simplifie 
les terme» résultant de la substilutioo des valeors 
de p„ 9,, r,, soos ks ùfpmf. En observaut-qnV 
lors les intégrales fs,y,dm^fa,x^dm,fyz^diM, sont 
nulles, et désignant par A, B, C, les trois mo- 
meas d'inertie principaux du mobile, de sorte 
ipw A , B , C , repiésantsnt 1m mèsaM intégralM 
qna dus la a* 409 1 et ^*on ait , par conséquent, 

/( o^ — flf,« ) *» =s A — C, 

Im trois équations précédantM deviendront 

GA> ^ (B _ A) fgd» = Kd(, j 

Hdq + (A — C) rpdt — qdt, I (o) 
\dp + (C — B) grdt =: Pdf , I 

où Ton a fait , peur abr^er, 

f{M,\, — M,l,) <fm = Q , 
fiMfii - 'A,) da. = P. 

41'?. I "S composantes X^, Y^, Z , étant relies des 
forces données, suiTant les axes mobiles Qjr^, Oy„ 
0£^, leurs talenra dépendront do la diioetien de 
ces droites dans l'espace, ou dM trrài aaglM4t 
I, ç ; les quantités P, Q , R , seront donc des fone- 
tiuns de 4 1 1 , f , données dans chaque C9t parti- 
culier; par conséquent, le problémodu niOOte- 
ment do rotation d'un corps solide autour d'an 
point f\%f'. conduit k six équntioit? f^ifTérenticlles 
du premier ordre, entre les six incuuuuc$|>, g , r, 
4, t , >, et la Tariablo i, savoir, Im trois équa- 
tions (a), jointes aux trois équations (7) du no4IO. 
En éliminant, dans les premières équations , les 
trois inconnues p,^i r, au moyen des deruières 
équations , on obtÎMMlraît trois équations diffaen- 
tielles du second ordre, relatives à 4> 1*" 
sont les inconnues définitives du problème ; mais il 
vaut mieux conserver I» six équations du premier 
ordre. 
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Mmi iiOOS bornerons à considérer 1« cas oa U 
po<(nfit'>urest la seule force qui agisse sur les points 
du mobiie. Prenons , dans ce cas, l'ase Os vertical 
Cl dirigé dans le leiif do cette force eoe eton te que 
nous représenterons [mt q ; ses trois eo m peiftaHi 
«Nvest 1«B •Mm'ÙMf, Ojff, Oji„ ceroot 

à cause do (n' 377) 

a^' = OM jO^i , tf* = coa MOjf„ e".coi mOs^ i 

et 11 Ton désigne par H lu masse du mobile , et par 
• ,C,y, les trots coordonnées constantes île son 
centre de gravité , par rapport à ces aies mobiles | 

o^r s ~ ain I tia f , «" as — 

414. On parvient facilement à intégrer let équa- 

tions(i), lorsque leurs <;cconf)s membres sont nuls ^ 
ce qui a lieu quand on fait abstraction delà pesan- 
leur, ou bien , lorsque le point fixe 0 eat le i 
de gravité du mobile , et où l*on a , 

1 = 0, C = 0, >. = 0. 
léquatiou5 (&) se réduisent alur^ à 

+ (B — A) pqdt = 0, 
BJy + (A — C) rpdt 0 , 
Kdp + (C — B) qrdt = 0, 

Or, si on les multiplie par r, j , f , et qu'on les 
ajoale|9 vient, 

4>iir+Bfd|r + AHP = 0; 

_ — BA + (B — C) Cr« 
^— (A — BJ A • 



(A 



de aorte qn'on ait 

il en iécntteia 

» = ùf) Ug, 

Q = (>o" - oe") Mft 
F = (Ce" — yV^ K^, 

Lea éqnatioaa (a) deviendront done 

C<Jr + (B — A) p^dt = — Co") Jtgdt , J 
Bdq 4- (A — C) rpd* = (>o"— «c") Mjc// , J (6) 
Adtp 4- (C — B) çrd/ = (Ce" — ^4") Jigdt , ) 

auxquelles U faudra Joindre lea tfqiiationa (7) et 

celles-ci (n" 378) : 

iia I eee f , e" = coa i. (e) 

et^enint^ianitona 

0«+Bf* + A^=k, (•) 

h étant nne eonitente arititieire. Si reat ajonte eea 
aimes équations, oprèt lea avoir Bttltîpliéea par 

Cr, Bg , Aj» , il en résulte 

O rdr + giq A» fdp est 0; 
d'où l'en tire, en intégrant , 

k» étant WM eeconde constante arbitraire , qui ne 
peut être qu'une quantité jMMilâve, ainai que la 
première. 
Caa éqoatiena (e) et ( /* ) donnent 



Xnsnbatetnantlef valenradef et^dana la 
kit, enn 



dr=< 



± l/ÂÎ. Cdr 



_ è« — A& -KA C) Cr» 
(» — A) 1 

e équation (d), et le rAoIvent enauite par rapport 



(S) 



l». « » + (B - G) Cf. j T [àfc - ». + (C - A) Cf. 3 ■; 



On regardera le dénominateur comme une quantité 
oenalamnient positive : et Ton prendra , an nnné- 

rateoT, le signe ou le signe — , selon que la dif- 
férenliellc dr sera positive ou négative , afin que le 
temps toit toujours croissant, et sa diAférenticile 
toojoara positive. 

En intégrant cette formule [g), on aura la taleur 
de ( en fonction de r| d'où Ton conclura , récipro- 
quement, la valeurde r en foncUon de t : les vileurt 
éestieia qnentités p, 9, r, peuvent donc être cen- 
sre; rnnnn^à en fonctions de cette variable, ou du 
iseuts elfbs no dépendent plus que d'une seule in- 
tégrale, qui se réduira toujours eut fonetiena eilip- 
tiquet *. 

On obtiendra celte iat^rale soua forme finie. 



M ftisS, It 



folMis *9 U mua ém 



sans le secours de ces fonctions, lorsque deux des 
troM Bwmena d'inertie A,B, G, seront égans, on 
lorsque la constante k> sera ^ta k l*une des Iroia 

quantités \h, BA. CH. 

416. m l'on examine avec attention la forme des 
équations (d), et qu'on ait égard ans forniules (8) 
du uo 411, ou parvient à découvrir d*etttres équn* 
tiens immédiatement intégrales. 

En elTeljj'ujoute les équations (^dj, après les avoir 
multipliées par e, i, a ; ce qui donne 

[cdr+ {aq — h>) '■'^^] ^ + l^'^'/ + (cp — or) jAj B 
+ [o4> + (&r — cq) pdtj A = U, 

on bien, en vertu des Iro^ pretniérea fimnniee 

Cd. cr M. Ad. ap = U. 
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Od trouvera «emblibtelMtlt 

Cd. c'r 4- M, b'q -f Xd. a> = 0 , 
Cil. + Bd. b"q + Ali. cl'p sst 0. 

En intégrant, oo aora donc 

Crc 4- B^i + Xpa = /, 

0«i + BgJ' + Ajw» = f , l (A) 

élant dw ewnteM lafeilvdrw. 
Cet trais inlëginlMnt iMil pas <qu«U«M 

distinctes entre ; car si l'on Qjnnte Ictirs cac- 
réa, on trouTe, en ayant égard aux b(|uatioDa 
du «• 377, 

C* r> + B« 9* + A» p* = h '\- f • + ('* ; 

résultat qui rentre dans l'équation (/}, et d'où l'on 
Goaclul| entre les constantes A, /, /*, l*', ta relalion 

It ^ t> ^ i"i = *• . 

Si l'on substitue dans ces équations {h)f à la 
place de a, i, etc., leurs valeura eofMMAiMMdte4i 
I, f (lia 378)| on obUmidn Iraû éqnalioiw entre 

les six variables 4) 9i f » ?» ^ -^f»"*^'""*'"" 
«rbitrnircs /, /, f, qui devront être des intégrale» 
des équations (7) du u» 410; ntc'cttM «CM, 
qa*îl cti nisé dn -térifier. Comme ces U-ois intégra* 
les n'équiTnlent qu'à deux t«f|iii:tions réellement 
distinctes, ils'en&uttqu'il doit exister une troisième 
intégrale des équations (7)} maii ■fnnt é« U efaer- 
cher n eit BécaiMire éa vnir en qu« tigiiiflanl Wê 
équations {k). 

416. D'après ce qu'on a tu dans le n» 409, eiies 
montrent que lesnuMnem desqonntilte im aouve- 
OMDtdntous les points dn mobile, par ropport aut 
uxes fiïes Ox, Oy, 0», sont constans i l ('-aux à /, 
pendant toute la durée du luouvcuient. £u 
let comparant nux fomrales (6) de on nnmAro, et 
obtervant qu'en vertu do l'équation (/), le moment 
prmnpal G «tl égal 4 te eoMlMito A, togardéo 

Ap 

sin « kin » = , sin 6 cos f 

h 

elles s*aeeo»derant entre elles , en vwtv d« Téqna^ 

tion {f)f et serviront à déterminer les angles 9 
et t, eu fonctions dn temps, d'après les valeurs de 

Pi ?i 

Maintenant^ ù ronëlimine 41 enita 1m dcni pvn- 
nièraa éqnationa (7) dn n* 410, on a«n 

lin* li^ =s lin I sin « jitff tin I CM f )if i 
d*o«i Ton tire, an vattn de» tfi|natiMii prtfeédanief* 

Ap^+Bj» 

done, k eavM de Téquation («), on ama 



«HMie peaitivei «■ «an 

I r I' 

tiOa «iO«' = — , cotarflws— , eoaaOnKs«-, 

A 11 

pour déterminer la direction de l'ate Owi de mo- 
ment, qui demeurera immobile , amsi que le plan 
perpendkolairaà celte draite.U periliead* IVie 
Om changera par rapport aux aies mobiles 0«„ Oy„ 
Os' mais on la retrouvera, à chaque insiunt, au 
moyen des formules (6) dn 400, dans icsquelles 
on petot aniqHNHnr eomrace le» quantité» 9, t. On 
pourra donc assigner, à un instant quelconque, le 
point où oflttc droite rencontre la surface dn mo- 
bile, et ia trace, sur cette surface, de U section dn 
plan aMbile parpendienlaira k celle drdin. 

Ainsi, lonqu'nn oorpa solide tonme autour d'un 
point fixe, en vertu d'une ou plusieurs impnlsioos 
primitives, sans qu'aucune force meiiice' egiae 
iov ae» potail», il existe on planfeifant par Iffpeirt 
fur, qui demeure invariable pendant le mouTC- 
mant, et dont on peut déterminer la position, à 
chaque instant, par rapport aux plans nutbitesdct 
aica prineipans du eerpa. 

îîous aurons occasion, (înns la suite , (^p L'én^- 
iiserce théorème ; maintenant, il va nous servir à 
trouver la troisième intégrale des équations (7). 

417. L'ase Otn étant immobile , nous pouvons le 
prendre pour l'uxc fixe Oz,donttedireclseii estir» 
bilraire } noua aurons alors 

cos mOj, =z cos sO*, = a", 
cos WlUy, — 003 »0g, = b", 
cos mOs^ — cos sOs, r= «", 

A cause de G=il et des formules (ô) du 0° 408, il 
en résultera 

An I9 Gr 

rf'ss— } 

k k k 

te» é quati n ns (c) deviendront donc 

tq Cr 

= 1 cos « = — i (s) 

A » 

et en snbeUtmmt k fistmle (f)à b pleeeéeA, il 

en résultera une valeur de d^, dont rint»'i;rt)tion 
se réiluirn aussi aux fonctions elliptiques, et qui 
s'obtiendra sous forme finie dans les mèmea ean 
qne rintégnte de dl. De cette manière, on eoBoal* 
tra donc la valeur du troisième angle 4 en fon^iatt 
de r, et, pur conséquent, en fonction de (. 

Les quantités à— Cr* et À» — C» r* éUntpoeili- 
«e», eaeeftsdwdqunliew (•) «1(0» «t 
•usai «ne qnanUté pcaHif e, U en résalle #e k 

teaae angnliire — sera tonjonn négetive, ei qne k 

mouvement de la droite ON aura constamment lieu 
dans ie mciue sens. A cause qne l'angle 4 
cem|rttf dans kaena indiqné par k fléelw ë(v^t»)t 
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r« moHtcment se fera en lOBt contraire, c'est-à- 
<lc Taxe Ox ters l'aïcOy; sa direction con- 
&U11I0 dépendra donc du sent de Taxe Oy, que nous 
Mermhienm* loal I riMara. 

418. Les valeurs des six variables q,r, 4)^ 
résultant de notre analyse, seront des fonctions du 
temps, qui contiendront, en outre, quatre con- 
•tmilM •rbiCnirei, mtût, h, \, et tieu MMtMi- 
tcs (jrii seront introduites par l'iotégrotion des for- 
mules [s) et (A). Les intégrales complètes des équa< 
tions (7) et (i^, dont ces Tileiira dépendent, de- 
vraient reoferiMr sis constantes arbitraires ; mois 
le r-liniT fjiir nous venons de faire, de Paie Orn du 
moment principal, pour l'un des uses des coordoo- 
née* Mf y, s, a fait disparaître deux de cet comliB- 
tet; cer, Om coïncidant uvcc Os, ungles mOm et 
aïOy sont droits, et, d'apiès les fornu li s du 416, 
il en résulte /=0 et ^'=0. Mousn*avoit!> donc plus, 
pour eelwTer le toloAion complète da problème, 
fu*à déterminer, eu moyen des données initiales du 
monTemcrt. If quatre constantes restnntfs, et les 
parties des droites passant par le point 0, auxquelles 
répondent le* engles Terioblei, pendant tonte la 
dorée du mouveneot. 

Pour cela, supposons que le mobile dont on con- 
sidère le niouvciucuidc rotulion, soit formé, comme 
dau le D« J89, de dent corps, dont Vvn était en re> 
pOi et retenu par le point fixe 0, et dont Tautre, 
animé d'une vitrsse donn<'o, est venu frapper le 
premuT, et s'y attackcr. Soient^ la uiassudu corps 
eboquanti o la vitesse connune à tous ses points 



avant le clioc, TE la direction initiale do ion centre 
de gravité, UEK la section da mobile par le plan de 
cette droite FE et du point 0, et / la longueur de la 
porpendiciilaire OL, abaissée do ce point sur eetto 
droite. T.a percussion qui a [.roduit le mouvement 
de rotation sera dirigée suivant F£, et égale i fAV, 
Diaprés le principe du ti" 363, si Ton prend en sens 
contraire de leurs directions les quantité denMNS* 
vemcnt de tous Icspoiiits du mobile, qui auront lieu 
immédiatement «prés le choc, l'équilibre devra 
eiister entre ces quantités de nionvement finies et 
la force 1*9 prise dans sa direction ; or, pear cet 
équilibre, il faudra (n<»28:?) ^1,- le moment /j.rf de 
cette force soit égal au moment principal de ces 
quantités de mottvenient, et que les azea dooft 
deux momens soient dans le prolongement Ton do 
Tautre. Puisque ce moment principal, qu'on n ap- 
pelé G, est constamment égal à k (n» 410), on aura 
donc d^abord 

pour la valeur de celte constante positive. 
De plus, si Ton mènepar le point 0 Taie dn mo* 

ment fivf, perpendiculaire 11 la section donnée BHK 

du mobile , cettedroite sera aussi Taxe du moment 
principal, que nous avons pris pour Taxe O3; les di- 
rections 0^1, Ojf„ Ogp des (rois axes principaux du 
mobile, seront également données a l'origine du 
mouvement; les angles que font ccsdinitts avec 
Os seront dune connus ^ et d'uprèa le numéro prc- 
cédenlf nous aurons 



k CM nOS| ' k cns aOy, k 
1 , ï= 5 1 '^^ 



aOm, 



(0 



pour les valeurs iniliules dep, g, r. £n les substi- 
toant dons Téquation («), on aura la ▼aleor de la 
eonstanle h. 

On prendra nrliitmirement pour tes droïtfs O.r , 
Oy^ 0S|, les partie» qu'on voudra dis axes print-i- 
panx dn uiolnlo qni se coupent au point 0; mais 
après les avoir choisies, et avoir fixé les points de la 
tirrriK^r d ti mobile OÙ ces portions t\v liruitcs vien- 
nent aboutir, elles ne devront plus changer pendant 
In flwnvenient. 

to sens de la percussion exercée sur le mobile, 
sui^Tint !;i riireftiDu FE, détcrniinfri celui de la 
rotittuu autour de chacun des axes Ojr^, Oy^ Om,, » 
roffiginedn mouvement, et, par conséquent, les si- 
fnea des valeurs initiales de p, q, r (n» 409). On 
saura donc aussi, d'après les é(|u.itiuus précéden- 
tes, si les itngies sOf sOj/p -aUSi, sont d'nhord ai- 
gus on obtas) et il suflirN d'avoir fgord à Tun de 
ces angles, plus petit ou plus griiiul que 90", pour 

délermiiif-r Ifi partie de la pcrpcudirnliiirc ou plan 
de la section UEK., qu'on devra prendre pour l uxe 
On ou OaS| et qui sera, pendant (outo la durée 

cos jfOx, = cos t sin f , cos ^>f^ 



du mouvement, Taxe du moment principal des 
quantités de monvemens de tons les points du mo- 
bile. 

L'intersection NO?i' du plan de la section IIF.K et 
du plan des axes Ox^ et Oy^, sera aussi connue, à To* 
riginedn mouvement. Pour connaître la partie Olf 
de cette droite, il Inquelle répondent constamment 
les angles 4 f-, suffira donc de savoir si, à cette 
époque, f ou JiOx^ est un angie ai-ju, nu un angle 
aigu augmenté de 100*} et comme on a 

cos «0«| =3— sini sîn f, cos sOy^ss— sînl coaf, 

il suffira d'avoir ^rd au signe do Ton do ces ooai^ 
nos, on de la valeur initiale d^uno dea quantités p 

et q 

Ln droite Uxe Os est entièrement arbitraire dans 
le plan de la section EEK.. Pour plus de simpliotlé, 

je suppoherai qu'elle coïncide avec la pusilum ini« 
tialede 0?{. En faisant sj. =:() d;m5 les a ai' nrs île 
a'f h\ c', du n" 378, on aura, à Torigioe du mouve- 
ment, 

as cos I cos cos yOi, zs. MO I. 

35 
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Connaissant les valeurs initiales des angles 9 et f, 
aîgntottobtttf,!! «uAn Jonc dcootisidérer le signe 
iIp roïyOx, ou cosi/Oy , pour connaître la partie de 
la perjicDdiiMiluire ;i O c ou ON, qu'on do^ra ]iren> 
dro pour Tuse fise Oy, et, par conséquent, le srits 

^ 

4e 1« vitcMe — ^ qni «ira lieu de 011 vers Oy, et 

restera le même pendant tout le moaremeot. 

Toute» citoscs restant d'ailleurs le« niAmes, ^i le 
sens du choc primitif est seul changé, les valeurs 
iaitMlfls dejs, 9, r, ebengeront foules trois detigmi ; 
en supposant que les angles primUifs S et 9 fassent 
aigus avant ce cltRugcroent, ilsdeviendroiilir — t et 
« 9; et lus droites Oa et ON se clmn^eront dans 
leun prolongement. Bn mettant « — •etir4.*au 
lieu de t et « dnus les cqiintions précL'rli'ntes, il n'en 
résultera aucun changement pour les valeurs ini- 
tiales des nn<;lcs yOx yOy,, yOz,. La liroile Oy res- 

tecedonc ia même j mais la t itesie angulaire — étant 

dt 

toujours négative ot dirigée de Ox vers Oy, et Ox 
coïncidant actuf llfincnt nvi-c. 0^^ le sens rctte 
vitesse aura change uvcu oului de U pcfcus&ion pi- 
mllive. 

Enfin, on déterminera les constantes nrbitraires 
qui seront ajoutées aux inlc'prnlcs des formules '<^) 
et (A), do manière qu'on uii < = U et 4 — 0 , à l'o- 
t^nado mouvement, tt*est-à-dire, pour la valeur 

initiale et donnée de r. 

419. Iluintenant, nous ferons remarquer quel- 
ques pro|irtctés {;éuérulcs du mouvement que nous 
venons do dâerminer» 

1" D'npri's h's riiniKilcs du 11'^ 403, le »-arrc de la 
vitesse de I clt au-iti dm du mobile, & un instant 
quelconque , a pour expression 



ces vives de Ions les points du m^la est censtantc 

pendant lo mouvement. 

30 Si Ton appelle « la vitesse angulaire aotour 
de r«xo du moment principal, qui coïncide con- 
ctamment avec Oa, eetle composante de la vitesse 

it , lelutive à Taie instantané, se déduira de nelle- 
ci , en la multipliant par le cosinus Je l'un^le que 
faitTaie instantané avec Taxe 0<î d'après le n» 497 • 



et ai Ton substitue pow a", 6", e", leurs valeurs 
trouvées dans le n« 417, et qn*on ait égard à Téqua- 
tion (a), il-en rdiulten 

h 

9 ^^*n 

k 

ta vitesse engi^irc dtt mobile, parallèlcaMMl 
au plan dans lequel la percussion primitive n eu 
lieu, est donc constante et égale à U !>oiaiue des 
forces vives de tons les|»ointa du corps, divisée par 
le moment de cette peronssion par rapport an centre 
tise. 

3° Soient x\ y', s', les coordonnées d'un point 
qndconqne de Taie instantané, rapportées aux asrs 
0«|, Oy,, 0«|t et « la distance de ne point à lenr 

p q r 

origine 0. En observani (pie —, — , — , sontlmeo- 

u « M 

sinus dos angles que font ces droites avec Taso in* 
stantané (n* 407), on aura 



pu 



<iH 

V ~ —f 



sidenc en multiplie les équations (e) et(/)p»r — , 
elles deviendront 



nu * 



En mullipliant cette quantité par dm, on aura la 
force vive de ce point matériel ( u" 30 1 ) ; et en in- 
tégrant ensuite , dans toute Tétendue de la masse 

du t or[>? . on oblii ndra lu sonunc des forces vivcS 
dont il est anime un bout du temps t. Or, en suppri 
manl les ternira multipliés par Jx^y^dm, fs^x^dm, 
fy,Mjim^ à cause que les coordonnées M,, y,, a,, sont 

rii|)!>ortt-i"<! h lies :i\rs priitfiinuit, etnyunt égard aux 
vsilcurs det momens U'ioerlic A , B, C , on a , ponr 
celle somme, 

donc , eu vcftn dc Téquation (#} , la somme des for» 

\ (*. _ AA) + B (A» — hh) y'. + C (*• — Ch) »'» = 0 ; 



17' 




et si Ton élimine — entre celles>ci , on aurs 
•« 



d'où l%jn conclut que Taxe instantané dc rotation 
demeure toujours sur b surface d'un cône du second 
degré, que l'on pent Irarer dans Tintérieur du mo- 
bile , lorsque les cnnstunles Jk et * snnt connues, t'e 
cône se change en uu p|j«n , qn.ind le rnrr<' de k rst 
égal à l'un des produits AA, Bk, Ch ; il devient un 
oène droit k base cirruloî re , ayiMtt pour asc l*un des 



trois axe» prinripnnx rehitifs à er pnint, toutes Irs 
fuis que deux des cocflieicns de 1 djualinn prccr- 
dente sont égans. 

4" L'jixc Ow ou Oc du moment principal d«'« 
quntiliir"î de junTivciui-iit , étiint imniuliilr , |j suitr 
des droites suivant lesquelles il traverse le corp% 
pendant le mouvement, se trouvera sur un o6n« 
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ifirf • |0 pelnl 0 poar wnMieft. Or, w cAm ctt «uHi 

du tecond (lr::rr , cniimie If précédent. En cfTet, sî 
Ton appelle x", y ', s ', tes (rois coordonnées d*un 
potoC i^ariconque de TaBo Om , rapporléM aux uea 
##„ Oy „ 0»p el fi Ton désigne pw «i la dislanoo do 
ce poîot à rori^ine 0 , on aura 

»» = o"ii„ y" = =5 •"•».» 

it, par conséquent y 



Bu rabililMnl cm vikm dtu Im dqiMtiMu(«) «l 
(0, il fil 



el (iur l'élimiiMliou do w,* , on eu conulut : 



S + sr- If + 5 — = 0| 



pour IVquation de la iurfaoe du côoe dont il s'agit. 

6» Pour que ce côoe et le précédent ne soient 
|Me ûmglMiTec^ il ftindm qoe les quentilds il* 
Ahf A» Bik^ A> — CA, ne soient pas toutes trois de 
mémo sîpnc. Cela étant, si A est le plus ç^rand et C 
hi plus petit dbstrotf momeus d inertie principauX| 
1«« de«s fMUitilésJ^ — Ak et Jk ^Cft devront 
être df signes contraires. Or, selon qnc la triiiiièrntî 
quantité Ai* — BA aura le même signe que A> — AA 
eu A* — CA, le* sections de ces deux cônes senml 
des èiiipacs perpendieaJaiies k Taxe du plat fgnud 
ou k l'aie du plirs petit momrînt d'inrrlit". Pnr con- 
séquent, pendant toute la durée du mouvement, 
l'axe instaalaaéde rolatioa ne s^doerten de Pim de 
ees dewes prineipuiz , qoe de quantités limi- 
tées; et , en nième leinp"5 , f 3Xf» priiiî-ipal np s'é- 
cartera non plw que de quantités limitées , de l'axe 
Om perpenifieirieîfe evplen de le pereossioa-priini- 
tive et du point 0. 

420. Lorsque Taxe instantané de rotation 01 
(flg. 88) s'écarte très peu de l'un des trois axes prin* 
cipaus, par exemple de IPaseO«,, pendent lonlela 
dttfée do mouvement, on peut déterminer sa poû* 
tion et celle du mobile ù un instant quelconque, 
d'une manière très simple, et sans recourir aux 
fanelioQselliptiqnes. A la vérité, cette antre aetv- 
tico àm pmblème n*est qu'approchée; mais on 
ponrr.T pous^tr l'opproTÏmation aussi loin qu'on 
voudra : celle a laquelle nous nous arrêterons suf- 
fira pour ooeapléter ce qni a été dit dans le n» 880 , 
sur les propriétés mécaniques des axee prindpani. 

Houe avons (n« 406) 



l'angle lOs, étant très petit par hypothèse , p et 9 
seront deux fractions très petites de r ; si l'on né- 
glige leur produit , la première é<|uatioa (i) se ré> 
duilàdrssO, et donner ssn; m étant une oon" 
alanineibilfaireqniesprimera lu '^sr iio rotation 
<!:i rorpi , ou 1.1 valeur de ^ q* ^ r* \ en né- 

i^ligeant aussi les csirés de p et q. Les deux autres 



équatiims (d) deviendront 

Bdg + (A - C}npd/ ^ 0, l 
Adp + (C — }i]nqdi = 0. » ^' 

Pour les Intégrer , je fais 

p = C fin (*•« + >), 9 s C CM (nPl 4. >) i 

C, C, y, n', étant quantités conHlautes. En sub- 
stituant ces valeurs de petg'dans les équations (1), 
et supprimant ensuite le sinus ou cosinus qui sa 
trouve fadeur ceanran à tons lents termes, il vient 

BCfl/-.(&.C)CiS8 0, ACnr^(B— qAsaO} 

d^onrcntire 



- - s XTÂ^ C) (B - C) 



c = . 1/ A (A - C), 



• étant unr fonslante qui restera arbitraire, ainsi 
que^. Si donc on fait, pour nbrcger. 



(A - C) (B - C) 
AB 



P = m y B — C) sin {tnt + y), ^ 

ï = * K A (A — C) cos {tnt -I- y), ^ 

pour les intéjîrnlcs complètes des équation<i Cl). 

Si l'on projette l'axe instantané 01 sur le plan des 
«, et et qa*M appeUe t Tangle que fait «elle pro- 
jeetioa avee faxa des y„ en 1 



tang { = —i 
de plus , la vêlent de «In lOs, se réduit à 



sin 10a, sr — l^f* + f* « 

A 

au degré d'appcoximatton eu l'on s'est arrêté} par 
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«Miëqaent, iei Ttleon préedlantei d«f> etq feront 
oon naître immédiatement ^ h chaque instant, la po- 
sition de l'aie de rotation dnns l'inférieur du mo- 
bile. On Ta voir les cooséi^ueuces qui en résut- 

421. Si, à Porigine du Bonvement , cette droite 
acoliicidéexactcment avec PaxeOx,, il faudra qu'on 
ait I? = 0| «t j{ = 0, quand t = 0 j ce qui eiige que 
It OMitanto « ioit nulle. Alon on aun coiuUnncnt 
ps= 0 et g = 0; et Taxe inttantonc 01 coïncidera , 
pendant toute la durt-c du mouvement , avec l'axe 
0*1, qui demeurera uumoliile ( n» 4Ud ). Lors donc 
qm lo corpe retenu par le point flio 0 muxm com- 
mencé à tourner autour de l'un des trois axes prin- 
cipaux qui se coupent en ce point , il continuera in- 
définiment à tourner autour de cet axe, comme s'il 
éUài entièrement fit*} c« qaieit la propotitioadu 
n»389. 

Mats, si à Torigino du mouvement l'axo 01 s'ë- 
cartait un peu de Om^ les valeurs initiales dep et gi 
et f oonadqaanmanl, la oonitani* laront eanla- 
ment très petites. Or, pour que les valeurs de p cl q 
demeurent toujours très petites , il faut que la con« 
étante ^soit réelle; car, lonqu'elle est imaginaire, 
l« iiantet to cotinwooolonmdau les équations (8) 
se changent, par les formules connues, en eipo- 
nentieiles réelles, et les valeurs dep et q, qui en 
résultent, croissent indéfiniment aveo le tempa i. 
la réalité de J'eiige que le moment principal C aoit 
le plus ^raiid nii It- plus petit des trois momens 
d'inertie A , B, C. Donc , quand l'axe instantané de 
lOlatioB a did nn lent aoit peu deaild de l'axe prin- 
etpalqoi vépond an moment d*inertie moyen, cet 

érnri augmente nvor le <pmps , et ne reste |>as ren- 
fermé entre de très petites lïmilos} et, au coittrairc, 
loffiqoVn l*n m pen doaxldd«rwMi principal auquel 
rdpMMllo plu grand eo le idua petit moment d'i* 



nertie , il i*en dlolgne Crée peu , el m fkit que de 
ttda petitee eteaiatieM pendent tente le dmde dn 

mouTCment. 

Il I a doue une diflércoce essentielle, entre let 
trow eies principaux du molnle qui ee coupent an 
point fîxe 0 : en supposant que A soit la plus ^aade, 
et C 1j pins petite des trois quantités A , B, C , !p 
mouvement de rotation est tUMe autour des axes 
Off et Oe„ et ne peut être qn^natantané anteor de 
l'axe Oy,. S'il s'agit, par eiemple, d'un ellipsoïde 
homof^ène, retenu par son centre df fi^inrc, le mou- 
vement est stable autour du plus ^raud ou du plus 
petit do ac« troia diamitres ptineipaus , et non ate- 
blc autour de son diamètre moyen. 

422. D !n<î le rns de rinslabilité du mouvement, 
les formules n cipnmerout les valeurs appro- 
didea de p et g que pendant le» première Inatana dn 
mouvement, et tant qu'elles seront très petiteff 
commf le supposent les équations (1), dont elles 
suni déduites. Pour avoir les valeurs dep, g, r, aon 
inatant queteonquot il fendra alora feeeurir & h ao- 
lution rigoureuse du problème. Dans le cas r^n h 
stabilité , les valeurs approchées de p et g , données 
par les équations (2) , subsisteront pendant toute 
fe dur A» dn mouvement; et Ton déterminera delà 
manière suivante celles des trois angles 4 , ■ * 

Je supposerai , comme dans le n<* 418 , que le 
mouvement a été produit par le choed'unemasse 
dont tous les points avaient une vitease n, parai- 
lèle h une droite FE 'fîp\ dV. ]in';':nnt pnr !c cmlre 
de grovité de/*, et comprise dons le plan des jretjf. 
Les équations (s) auront lien comme précédem- 
ment; et en désignant toujours par /"la distance de 
cette droite au point 0, la quantité it quVIir? ren- 
ferment sera encore le moment fi»f de la perçus- 
sien initiale. An mejen d«r= m «t dei 
lea (8), ce» équationa daviendnmt 



aîn I aia « ss — « — ^ : ain (JM y), 



\ 



sin I cos a 
ces 1 



ces -1- >), ) (3) 



Cm 



Les angles i et f étant donnée I Torigine dn 
mouvement, si l'on fait t= 0 dans les deux pre- 
mières de ces équations , on en déduira les valeurs 
des dcix constantes « et y. Ces deux équations fo- 
rent ensuite coanaitre lea valenra de f et I li un 
instant quelconque, après que la oonatante * aura 
aussi été déterminée. Il faudra que « soit une quan- 
tité très petite, pour que les valeurs de|> et g, don* 
néae par les équations (8), soient très petites, 
comme on l'a supposé. Cela étant , I sera constam- 
ment un très peti» mi^!», et l'axe principal Ox^ , 
dont s'écarte très peu Taxe instantané de rotation, 
a*éeafterB lui-même très [)cu de rase Oa perpvn* 



dteuleite i le direction fS de la pereusaiou primi- 
tive. 

En négligeant le carré de I , la troisième équa- 
tion (3) se réduit u 

fLvf=^ Cm; 

ce qui fera connaître U eonatanta n , qni aeia, à 
très peu près, la vitesse ansnlaîredtt mobile enlenr 

de r.ixn instantané. 

La troisième équation (7) du u'> 410 se réduire 
de même i 
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4 — e + • — 

c cIahI une consUate arbitraire, que l'on dëtermi- 
iMM d'apié» Itt wUrare initîdw de f et 4. Cette 
«lerniére équation fera ensuite connaître rongle4 à 
mm imtent quelconque ; oe qu^eonpléte U lolulion 
daprabUaw. 

48a. lotsqM le nudiUe «al im tolide de r^eolo- 
tion,dnnt est Taxe Jefi-ure,ona B = A;le 
première équation (d) se réduit à rfr=0; r est 
doBouovconilBBleerlAtraire «; et toutes les fur- 
mnles du n« 420» eind que les dquUoiM (3), ont 

lifii ri':'onr(»iispnif> tif . 

L'angle S u cit plus ussnjeUi à étro très petit j 
■ttis, en vertu de h troieièoM équation (3), sa va- 
leur est constante pendaut le mouteiBent; en sorte 
que Taxe (le ficure Hn mnliilp décrit un cône droit 
èbase circulaire, autour de la droite Ua perpen» 
dicHlaîre è la direelUm FE dn cboe primitif. la 
désignant pjr • la Tllrar «OUf t«llM «1 d«IMëadt 
cet angle I, on aura 

ftff eoe I s Cn, 

pour th'tcrm'iner I.i constantt» n. D'nprès !•• diVBX 
prcunore» efjuutiuns (3), on auru aussi 

/»» e' /» sia* t = •* (▲ — C), 

pour déterminer la constiuile et en Terlu des 
équations (2) la vitesse angulaire m autour de l'aie 
iotteafand mm (n* 406) 

ce qui montre que cette vitcssf <;crn constante, de 
manière que le rooliile tournera uniformément, 
soit antmr del'sxn inslantsnd, «n vertu de cette 
« itesse , soit autour de son axa de figura, en vcrtii 

de la vitf s>îi< n. 

Les deux jjfctiiicrts etjuutioos (3) donnent aussi 
taog e = tang [Int + y), 9 — lut y. 
La troisième équation (7) dn o» 410 devient 

«As CM Hl4i 

en désignant par 9 unt constante arbitraire , on en 

dédoit 

ces s A ♦ 

par conséquent, t'ungle p, compté sur un plan per- 
pendiculaire à l'axe de figure, et l'angle compté 

sur le plan du cboc primitif et du poiut 0, varient 
l*nn et IVntre aniTennémeat. 

424. La stabilité du mouvement autour des axes 
pinctpauxdu plus grand et du plus petit moment 
d^mrtb, ayant été conclue des équations (2), qui 
ae sont qu'approchées, on pourrait censeï ver queU' 
que doute snr reiactitude de cette eondosien} 



mais on démontre rigoureusement la stubilite dont 
it s'agit, an moyen des inCéf^les eiaetes (r) et (f) 

des équations du mouvement. 

En cfTet , en multipliant !.i première psfC, cl la 
retranchant do la seconde , oa n 

A (.\ — C) /)• -j- B (lî — q y» ~ D; (4) 

D désignant, pour abréger, la constante k* — Ch. 
Sidono Taxe inslsntané s'éeastetrès peudel*aie 

principatOjj à rnri}:ine du mouvement, de sorte 

f|îifi les quantités p et f soient très pr-l-tc? à cette 
époque , la constante D sera aussi très petite ; d^où 
je conclus que les valeurs de p et 9 devront rester 
très petites pendant toute la durt e du niouvemcfll, 
lorsque les deux dilTércnces A — C et B — V, scrnnt 
de même signe ; car il faudra , en «crtu de l'équo- 
tion(4\ que leur» carrés , multipliés par des quan>- 
tités de même si|{lie, et ensuite ajoutés , donnent 
constomment une somme très petite. On peut 
même, dans ce cas, fixer des limites aux valeurs 
de j» et f I et Fen voit qu*oa aura toujours 

B D 
< A (A - €)• «' < ■ (B - 

Hais si les différences A — C et B — C sont do 
signe contraire, et que U constante D soit encore 
supposée très petite, on confit qneréquatlen (4) 
pourra néanmoins être satisfaite , sans que les va- 
leurs de Jl et g soient a&trcintcs à demeurer con- 
stamment trÀ petites; et, en effet, Paualyse dn 
no 4S0 montre qu*alors ces valeurs ne saniaieat 
être supposées très petites pendant toute la durée 
du mouvement. 

Au reste, les axes prinoipsux relatifs au point 
fixe 0 sont les seuls axes qui puissent rester les 
mêmes dans Tintérieur du u]nl):li' , et demeurer en 
repos , quand ils ne sont pus euiièremeot iixes , 
ainsi qu*on Pa d^h vu dans le n» 360. Cela résulte 
actuellement des équations (d^. En effet, pour que 
Taxe instauirti:é fifj rotation conserve toujours la 
même position , il faut que les trois quantités p, 
jf, r, soient oonsteutes. On e donc i|p s 0, ^ = 0, 
d^= 0 ; ee qni réduit les équations (d) à 

(B-A)M=0, (A-C)iy=0, (C-B},r=0. 

Si les trois momens d'inertie A , B , C, sent in^ 
gaux , il faudra supposer nulles deux des trois 

quantités p^q , r. pour satisfaire à ces équations; 
et alors 1 axa instantané cuïucidera aveu Tun des 
tiebaxeaO»,, Off„ Om,, Si deux do ces trois uw 
mens d'inertie sont é|;aux , de sorte que l'on ait 
B = A, par exemple, la première équation dispa- 
raîtra , et l'on satisfera aux deux autres eu prenant 
r =0. L'axe instantané sera donc alors situé dans 
le plan des deux axe s Ox^ et Oij^ ; mais on sait que, 
dans un pareil cas , toutes les droites comprises 
dans ce plan , et passant par le point U , sont des 
excs principaux ; Taxe de rotation immobile sera 
donc encore un axe prîuol^l. Bnfini lorsqu'on a 
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A = B = C , ces IroU ^i|UBliuiM tont id«iili({uei , 
H Ton peut fircadra le* valMin de ^, f , erbi- 
trnirf mont ; mais nussi , iliin» ce cns particulier, 
toutes les droites qui passent par ie point 0 sont 
dii ezei principaux i par conséquent, dans tous les 
«M, Tête de roUtion , iMt demeure innobilet ne 
poorrm être qu'an exe prineipel. 

§ UL Solution d'u» cas particulier de mouvewieiU d» 
rotation^ itnooro$pes%n*.. 

425. lorsque lo point fîïcO ii'i-4t pas le centre 
do gravité du mnbile, et qu'on ne fait point 
abstraction do la pesanteur, ou n^est porvenu, 
Juqo^b prdientf k tnfégrer te tTStdaedei équa- 
tions rf 'h) Hes tv'i 410 tl 4in, cpie (luand le 
mobile cït un solide de révolution , et que le 
point 0 appartient à son ase de figure. Cest ce cas 
partienlierque noos altont mainlenenleoneidéfer. 

Snppri<:ons que l'aie principal Oz^ snit l'aio Je 
figure, et qu'un ait, par conséquent, B = A. Sup* 
poMfit «nssi que le centre de gravité G du mobile 
(fig. 94) appartienne à Taxedes j, positive, dniorte 
qn'cn nit Tiv' IK^)^ — 0 ff — t> , et quc y soit 
tuie quaiiiilé positive et donnée , qui rcpribente la 
distence OG. L*«ie 0# étant Tcrtical eâ dirigé dans 
le iene de le peeanteur, l'angle • on sOs, sera eigu 
ou oTitiiï , Ion que le point G se trouvera nu-des- 
sous ou au-dessus du phio borisontal mené par le 
iwint O. liant «et dcnx cie, tei équations {l) d^ 
viendranl 

Ad^- (C - A) TPdr « >n^9d^ 1(1) 

les quantités a" et h" qu^eHef renfermetti étant, 

d*après les équations (c), 

= — sin • sin f , 6" = — sin • cm f > 

Nous appi-ltcrons iquateur dtt mobito b seotion 
pcrp«ntli« iil;iirc ii son .ucmIc figure , et pîissnnt pnr 
le point 0. Soient celte section , tt mH' la 

droite suivant laquelle elle eenpe le pian borison- 
tal mené par ce point fise. Toute* les droites qni 
passent pjr ce point et nont conipriijrs dans cetto 
seotion, étant des axes principaui, l'angle f pourra 
se rsppovter i Pune queleonque d>ntre elles ; et B 
étant un point déterminé du mobile, on pourra 
|ircn<trf pour 9 l'iui^U; ^0E. L'angle 4 1 dont la 
irutkiëiuu ëqualiuu (7) reitffrme U dilTérenticUe , 
sera fangle ROx, conqtté à partir d'une droite fixe 
Oir, menée arbitrairement diius lu plan lierisontal. 
Oo aura dono, à un instant quelconque, 

aO«, si, lIOBsf, Rarss4i 

et Ton a suffisamment eipliqoé , dans ie n'>378, 

fommfnt l i fio iti m «lu mobile sera déterminée, 
sans aucune antbiguiié, au moyen des trois angles 
4,fetl. 



426. En détignsnt par n une constante arbi- 
traire, on eura r asm , d*après la première équa- 
tion (l). Le mouvement de rotation du <'orps sera 
donc uniforme, parallèlement ft son équateur. Pour 
définir la direetien de ee mouvement , nous sup- 
poserons que le peint 11 suit luMntd aMmdentde 
réqnatcur ; en sorte que, quand le point E par- 
viendro au point H , son rajon EO s'élèvera au- 
dessnsduplsn bo»kontat,en vertu delà vîleese 
angulaire n, qni sera olors nne qtuintité positive. 
Eu effet , d*après h Ifoisième équation (7) du 
«•^410, on iiurn 

~ ndt •\' cos %d\. (8) 

lorsque 1^ point E est en !V , rrrnglo ç est séto oa 
un multiple deSv; et, dans l'tnstant suivant, il 
sMIèvera eu e^ebelaaeni , selon que Pangle f auf • 
menteni on diminuen {n» 378) ; donc , pour que 
le point E s'élève l'ommc on le suppose , en ayant 
seulement égard au mouvement du corps paralié- 
lemenl k son équateur, il faudra quu lu psemiiv 
terme de dp soit positif. 

Cela étant, si son semnd terme e<»t nussi positif, 
il augmentera la valeur de , qui sera dune plus 
gfsnde que si le ncsud R était immobile ; par eon* 
séquent, son mouvement projeté sur IVquutcar 
etra rétrograde , ou en sens contraire du mouve- 
ment du eorps , parallèlement à ce plan. Le con- 
traire aura lieu, et le mouvement du nesud sera 
ékttt, lorsque le semnd terme de la valeur de if 
sera négatif. Dans le second cas , si le second terme 
l'emportait sur le premier, la valeur de dp serait 
négative, etle pointE,pervenu euR,B*abat8SCfait 
au-drssousdu |dan lioriznntal , au lien des^élevet 
au-dessus; mais cela n'empêcherait pas que R 
ne fût toujours le nesud aseendant , en ^wd au 
mouvement du corps autour de son axe de figure. 

Ainsi , le sens du mouvement du nœud ascen- 
dant N dépendra du signe qu'aura , à chaque in- 
stant, le produit de cot I et ; et ee mouvement 
sera direct ou rétrograde, selon que cos let^ 
seront de signe contraire ou de même signe. 

427. En ajoutant les équations (1), après les 
evoir multipliées pnr c", b \ o", les seconds mem- 
bre* des deux dernières se détruisent, et Teu 
trouve, comme dans le n* 415, 

Cd.r«« + Ad.9V' + AA jMf' s= Oi 

donc, à cause der=u,c" = cos I, «i des valew* 
de o" et A", on aura , en intégrant , 

Cncosl— A(psînlsînf+gsinleo*f)ssi; (S) 

létsttt une constante arbitraire, qui nxprinwiu, 

comme dans le numéro oil«», le moment dt-s quan- 
tités de mouvement de tous les points du corps par 
rapport à l'axe Os. Dans le mouvement que nous 
considérons , le moment de ces quantité* de mon- 
Tement est donc une quantité constante, nniis seu- 
lement par rapport ii l'aso vertical, et non plus par 
rapport à tous les axes passant par le point 0> 
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J'ajoaU encore Itf «ieus deraiéfMéqiuittoat(t)} 

■ms «h vortit 4m dent première» équations (7} du 
p sin è cos f — g tin * tin 9 = — tin I — ; 



et en iiilégrant et désignant par k la coiisUate or- 
bMnire , il «n réroltcra 

A ( F» + ) = ^^sy cos » + ». (4) 

Diapré* les éqiMiieni (7) qu'on «ienido eiteri on 
■ d'ailleurs 

«H 

ftiolsint^f tîn 4 cm f s lin* t — , 

H 

tU* rfl» 

on mnven de quoi lr«t *'rpiation« (3) «si (4) poUfTOOt 
être chuiigces en cel Us-ci : 



Cjt COI I — A «in* 1^ = 1, 



Les éqoations (2) rt (5) donneront des Toleurs 
de dt, d!f^ J?, dont cliacune sera de la forme fidi ; 
il ne »'agira donc plus que d'intégrer ces trois for- 
mates difllérentieltet , pour avoir les valeur» d« f , 
4i f , en functions de t; or, |«uis Irai» iot^ralcs 
se réiliiirniil , ildtis tous les cas, nux fonctions el- 
liptiques. Uuis , sans recourir à ces fonctions, on 
pourra aussi obtonir de» «aleura approcbéet de 4 1 

e, s, en ronrtions de I, dnns les exemples que nous 
donneront! pluii bas , après avoir déterminé les trois 
cooêlantes arbitraires n , ^, A, que contiennent les 
donations précédonlM. Los trois nonvellt» con* 

stantfs qui Sfrnnt renfermées dans leurs int<^i;r.i- 
les, se (Iclermincront d'après les valeurs de4t 

f , t, qui répondent k i~ 0 : celle de I sors doondôf 
on prendra, si Ton veut, 4 s 0 et t= 0, pour les 
valeurs initiales de 4 et p, 

428. Quelles que soient les quantités de mouvc- 
mtnt que prendront le» points du corps è l'origine 
du mouvement, leur moment principfti loUtif on 
point O , et la direction de son nxe , seront eonnus , 
d'après les percussions qu'on aura cicrcées sur le 
mobile i cet instant , «t onsquolle» eet quantités do 
mouvement inconnues , prises en sens contraire Je 
leurs diroi tinns, devront foire équilibre (n^ 303). 

Par la règle du n^ 281 , je décompose ec moment 
principal en trois autres momoas, dont les axe» 



après les avoir multiplitfes par g et p ; ce qui donne 
eo» f — p MO I sin # ) Mgit, 

roelangnlsire» soient la partie Oa, de Paie défigure 

qui comprend le centre de gravité G , une droUe 
perpendimilairp à Os^ et contenue (taiis le plan vrr- 
ticalde Os et 0S|, et une droite horiiontale perpcn- 
dicntaire à oe plan. Ces trois droites étant dos aies 
principaux, le moment par rapport à Oe,ettraO ou 
Cl» pour valeur j -1119) ; il ft-rait donc connoitre la 
valeur de n j mais je supposerai, au contraire, celle 
vitesse donnée dircctemeut , et je prendrai C« pour 
ce moment. 

Je désignerai par ft le moment par rapport au se- 
cond axe , ol par m le moment par rapport k Taxe 
horiuntal } en sorte que la valeur initiale du mo- 
ment principal sera |/c> k* 4* M* + **> , k eaoso 
de B = A et r = n , son rnrré est A' 'p' -|" 'y* ) 
4-C*H*^n° 409), à un iuslant quelconque j si 
dm» on appelle m la valeur initiale de Taugle I , on 
aura , en vcrtn de Téqualion (4), 

{2Vlgy cos m -\- h) A = fA* m* , 

k Torigitie du mouvement j ce qui donne 

A = ■ — 2!Ij^ cos «s. 

L^axe du moment désigné par f* fera uo angle 
m 4- 90* avec Ox; l'axe du moment m élnnl perpen- 
diculaire à celle verticale, ce moment n luUuera 
pas sur le moment Ipar rapport à Os ; d'après l*es- 
press io n générale de B du n* SBI, nous aurons done 
simplement 

< s: Cn eos • — |i «In 

On devra se rappeler que diins ces valeurs de h 
et/, l'angle* sera nii>u ou obtus, selon qu'à l'ori- 
gine du mouvement , le centre de gravité G du mo- 
bile se trouvera au«dessous ou an-dessus du plan 

horizontn! , pussnnt pur li? point 0. 

439. Pour vérifier ces différentes formules , je 
suppose que ta masse M du mobile Mit ooooentrée 
à son centre de gravité, etqH'*il se ebange «n un 
pendule simple dmit y sera la longueur. 

Dans ce cas, on n'aura pointa considérer l'angle f , 
et le meotremeot dépendra seulement des angle» 
4^1. Si le point matériel G a reçu , n rotigiiie, 
une Tilc<i*»> k' pprptMuliciil<iirc ù GO et dirif^ée dans 
le pUii itiis , et une vitesse 4 perpendiculaire à ce 
plan, en aura 

— Hyk, m = îâyk'. 

On aura nuui 

C s 0, AssUy»' 
Il en résultera 

ks={k' 4>ii'> — $^cos«}lt, l = — ll>AsiN«; 
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1m éqoalton» (6) det lenilronl 



y sïit* t — .-= à siti 

à; 



f (IL* di' \ 



et il ml mWé d« let faire coîamiter tirae les 4<|ii«« 
lions (ft)Gl (6) dttit* soft. 

La première, niuUi|)lk'e por-|> ydt, exprime que 
l' iirc décrite outnur dti point Ojicndant riiistant dt, 
pur la projectinn horizontale du rayon Tet-teur 
GO da mobile, etl censUete et égale à se valenr 
ioUiale ^ >ftsiii «.Le premier membre delà seeouile 

est le carré de 1« vitesse ci- |)oiiit in.iti'rïpl , ait 
]iout du temps et A* 4* ^ ' *^t<i"t le carré de celte 
vitesse à l'orijine da mouveineitt, cette dqnatîoii 
est la formule du n* 160* 

430. D;ms le cas d'nn corps qui ne se réduit pas 
à uu point matériel I si l'on écarte le mobile do sa 
posilion d*éqiiilibre, qu'on lai imprime une vitesse 
de rotation anloor de son axe de figure , et qu^oii 
riibaniloiiDc ''nsu'ttr- :i Uii-miMne, les dcni qoanti» 
tés fi et m Sf-ruiil nuties, on iiuru 

/ = Cit cos «, h ~ — STUgy cos * , 
et Ica cquntions {f>) deviendront 

1^ Cil 1 
siit* I — — — (oos I — cos 1 

>(«) 

»ÎM» » ÏÏL. + =1 (res • — cos •> \ 
dt» df h J 

titi* • = — Uin* « — 2(* fros t 

en faisant pour nbr^ger , 

_ Cm w> _• -lyg» 

où r«>n peut remarquer qtie a est la lnni,'UPur dit 
prndiiU- simple qui ferait ses oscillations dans le 
même temps que le .moliilc, si la vitetne «était 
uulle. S» même temps, ta première équation (6) 
clrtieodra 



Bn Tortv de la seconde , la différeneo eos I ~« ces • 

est toujours positive; en vertu de la première, la 
différentielli- d \ \ r «iTa donc ntissi ; pnr conséquent 
(no 426), le mouvement du nœud ascendant N sera 
direel, qnaud cos I sera négatif , eo qui anppaae le 
centre de gravité G au-dessus du |>!.ui horiiontai 
passant par le point 0 ; et ce mouvement sera ré- 
trograde , lorsque G sera au>dessous de ce plan , ce 
qui répond b cos • positif. 

Quand n sera téro » la diflCrentielle d\ , et par 
suite la différentielle donnée per Téquation (S), 

seront léro; les nn-les >J. et « îtront donc cnnstans, 
et pourront être supposés nuls; le mouvement se 
changera dans celui dn pendule ordinaire, aulonr 
d'un axe horîsontnl |>ar rapport auquel le moiunU 
d'iniTtir rst .\ : et, effectivement, en faisant c£>}.=;0 
dans la seconde équation ^6), elle se réduit à Té- 
quation {a) du n» 3V4, quand on snppose dans 
oelle-ci la vitesse initiale égale a séro. 

L'élimination de — entre les deux équations (6) 
ài 

donne 



cos •)] {cos • — «os (7) 

soit très petit i l'angle » le sera aussi , puisqu'on ■ 
toujooit cos • > cos • } et , en négligeant les qua- 
trièmes puissances de* et é dans lesdéveloppemcns 
de cos a etene 1, les équations (7) et (8) dev icodroat 

e. — = ii [(l -f C) »» — C««»J — •*), 
dt X 



tiu* % ^ = ii §^ — (cos » — cos o), (8) 
dt X 

on regardant C comme une quantité poaitîve et 
domiée. 

Le* valeurs approchées de • cl t qu'on tirera de 
«es équations (7) et (8), cl celle de f qui icsullcra 
de tVqiiatlon (Ô), s*etprimeroot aisément sous 
forme finie, itans les deus cas dont nous allona 

nous occujier. 

431. Je suppose d abord que la parlic Oa*, de 
Tate de figure qui contient le centre de gravité G 

du mobile ait ct«* 1res i>cu écartée di; 1 1 A crltcnlc Or 
« rori»iui' du mouvement, d« sorte que Tanglc « 



La première montre que • , qui doit toujours être 
une quantité positive {n« 338), n'exccdcta jamais 

et ne sera pas moindre qoei,-— — — .Go ta 

icsolvant par rapporta <i<, on a 



iXÎ 



«il 



dt ~ 



où Ton reyardtia toujours le dénominateur comme 
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I linstilé pMilb e, aH Ton pwndn 1* tigoe jnTé- 
rieur ou le tigM MpérioBr , mI«a qua • «rottm on 

décroîtrn, 

Pour faciliter Tiatégrattoo, je fais 



ATRAUQUK, SSGOlIfiS PARTIB. 

ilenitell» 



d. e9ê u 



1a intégrant , on «m dono 



c étnntltî constante arbitalre. Pour < = 0, ona l=« 
et cos M = 0 j l'angle qui répond ou sinus léro est 
oo un araltiple quelconque de « j on a dono 



c — i*, en dp?i„'nr^nt par t un nombre entier poat* 
tif , négatif ou téro \ et en remettant pour coa «•« 
valeur, on rara 



I p^'^ K 1 4- (• s ± are (ain ssl/^T^X ^ _ 



L'angle I déoroisaant d'abord depuis A = « jus- 
an'à« = 

Kl+C a 

ett=0; croissont onsaitodopniteolledcfntif* vn» 

lear jusqu*i nn prrnrîm le ?t[:nc inférieur et 

^=lid«croiaaaat de nouveau, depuis i s* jusqu'à 




quatioD précédente, 



p^^-^^mpmdnilongnoMpérMurelfe^j 

et ainsi de suite. Cwt dt ectto «MnMro qn^oa doit 

déterminer la constante arbitraire, njoutee à un arc 
de cercle que Ton considère comnn une fuuction 
do «en ainna ; mais il «ai pina siinple de passer de 
rare an sinus, avant eello ddlennination. 
A nn inalMi qad«ow|nOf on ann, d*B|iirèa ré> 



^ — îi. sinM iXlll+IJ. 



Kn appelant T le temps pendant toqaol Tanglo I 

passera de sa plus grnnde valeur a à .<;.i \Aits petite 
valeur, qui suit iœniédiatcment, ou reviendra de la 
plus petite à la plus grande, on an «ODOlnt 



- » 

An moyen decette valeur de t> , celle doA^,qni 
«at donnée per le aooondodiinetUm aata 



+ e* ) di 



1*4 = 



C* oot> « 



-.Kl* 



en intégrant et sapposant qu'on ait 4 = 0 quand < = 0, on en dëdvit 



' ss arc ^tang = 



Ammila qvi ddtenvinen le oNrarenent tdtro* do temps T,aen 
grade du nœudascendantll sur le plan horiiontol 

passant par le point 0. Si la eonslantp f nV^t p«»s 
nulle , les valeurs de l'arc compris dans cette for- 



arc (tang=«)=: j^Wf arc (ung =: 0) = 

en(bngss — ») = f*, ele., 

en bout des premier, deuxième, troisième, etc., 
interpellée de temps T; pe» eenséqoent. Père par* | 
' psr le peint 11 pendent le pnoiier intarvelle | 



4 = -, — — 



pendant les deux première intervalles T, il sera 
au bout des trois premiers, ou ^ra 



4 — ^ • — i 
t 1/ i 
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«I mui d« mile* Il «n rétulto que 1m we» 
rns (wr le ottud 11 peodanilee iaterfalles T succet- 
n'iff seront (^gtBi 0ntffe-«aif «I Mvovt poum* 

t«ur cofnmuue 



lai|MlleMt dTetiUnt moindie«qaela 

••M un plni grnnH nninVire. 

Qvaot à la valeur de 9, !>i Ton néglige le carré de t 
dBM réq««tioo (2), et qu'on soppoMf as 0 quasi 
< s 0| m mm 

«•qui nbètera^ iAamiiiier te pMiUon Ai mo- 
bile à un in;t:jTit quelconque. 

432. Quel que soit l'angle «, supposons actuelle- 
mrat que Tangle I demeura & peu pré» oonatant, et 
par oMaéqmnl tria peu diffdfant da |M«d«al 



«Miletediitiodii 

et considérons u comiM QM tariablatrèt 
En né^>tit;>'nnt lea pmmneflt de « eu p é f ie o fM 

carre, on aura 
sin> 9 = sin> m. — « lin W cos Sa, 

C03 6 — e«e •s9ii«tD«— ^«M eoa • ; 

et il e« dagfé dVjiprmiiiiMtiMk| î*éqmtUNi (9)d«aBe 

dToà l'on tira 

En intégrant et obaerTaot que « = 0 quand < = 0, 




«In • r, I 



( nos « 4- ) 

SIU • 



]■ 



( co« « «f* 4C* ) 



1 



PmirqmteTwialile «soit toujours très petite, 
cotnmejcriM ^ii;>;>nsr'- , il faudra que la quantité C 
soit très grande j ce qui exige, en général, qu'on ait 
impriné uo mobile «ae très grande TÎleaee de fota- 
tien autour de son aie de 6gQre. Oa poarra «lors 
motirc 4C* h la place de cee •■ f -4 C» , et l'on aara, 
plus simplement, 

« :s -i» fia • «io» <l -L, 

Kn mettant • — • au li«u de t dans Tequatioa (S), 
ndgligeanl le earrd de «, et «appeaent que l*angle« 
ne soit pas nul, ce qui permet de supprimer 1c fac- 
teur sin* commun aui, deux membfea, noua au« 
roos 



di c 

d'où Ton tira 

En vertu in réquatioB (9^ en am, ta 
tempa, 

• = fl< 4 cos «, 

eu auppoaant let englet # et 4aal«àl*eriginedu 
laenvemenl) et le position du mobile, à un instant 
quelconque, sera coniiilétemeot déterminée. 

On conclut de t = • — it, et de cette vaicnr 
de 4t quand le mobile que nous oonaidd- 

rona m reçu une trèt grande titeaae de raletieii an- 



tour de son aie de figure, après que cette dfaMe a 
étéécarti^r éf la direction vfrtiralf*. «ion rqn^trTir 
conserve une inclinaison à peu près constante, êm 
le plan boriiental piaaanl per le point O, pendant 
toute la durée du mouvement qui en résoHe; 
t" qu'en même temps rinter^eetion de ces deox 
pians prend un mouvement à très peu près uniforme, 
Icèa lent par rapparti leralationdnnHtbile, et qui 
aat direct ou rétrograde, comme on Ta d^h dît 

uu-dcssu&ou au-<ic5st>U5 tiu plan horiiouUi. Pourvu 
que Tengle* ne eoit pea idro,rengle 4atle omu» 

vcmcut du nœud sont Indépendant de sa grandeur. 
L'inégalité «de rinclinataon de Téquatcur, etceUe 
quia lieu dans le mouvement du noeud, sont d'au- 
tant moine sanaibteB, qne la fotatien aat plan fa- 

pirfc. ft !n qiintititr f uu pIus grand nombre. 

il existe, dans beaucou p de cabinets de pbyûqve, 
une machine de Bobnenbcrgcr, qui repréeanlefidè' 
lement toutes les circonstances de ce mouvement 
(le rotiition, de même que la mrirhinc il'Altiood 
montre anx yeux toutes les circonstances du mou- 
■> ▼ementdee eerpi graves. f.e mouvement de rota> 
tion eat prodoit au moyen d'un fil enroulé sur Té* 
quateur tin nmliilf, » t iitinflu- à l'un il<- «ps points, 
que l'on dcroulc r^tptdeuteut, comme dans le jeu de 

On remarquera que quand « est léro, t Test ausslj 
cequirend rcquatiou(8) idenlMfiH-, »-l l'.ui 'le i lu- 
déterminé j l'angle f — 4*» ^S^^ ** rcpriAculu ulurs 
le aMttvement dn eorps aulonr de son aie de fi* 
gwa^ qn» demeura eonstamncnt vertioal. 
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CHAPITRE V. 



DU MotnrsNnrr o*ini cosn solids BxriftBBifaiiT ubrb. 



433. Pour se r<»pré«enter «ver pftis f?R fnri!iié le 
BMVflment d'un CMpt $oUde dan* l'espaco, on y 
iriMCiloe dcn mini iii— y ow» , ron de f«<MiM> 
autour d'an despeitits do RK^iile» et l'nitre de 

traiulaiion, rommun à tons ses points . rp!n revient 
ériécaNMOtà regarder, à un instant quelconque^ 
b vitane da chèque potal emMue U rémitante de 
deux autres vitesees, donUt^nesoit égale et p«ral- 
h rcU« du point que l'on preud pour centre chi 
mouvecQCQt de rotation,, et dont lautre soit parti- 
eaKèiaàsbaque peint do md»ile : en ayant iuàhh 
ment égard aux vitesses pariietiliéres , le corps 
toorne antorrr du centre, comme autour d'un point 
ixe i et, en vertu de la vitesse commune, tous ses 
paMi aen* tsnntpatMa dane r«|NMe, d'an 

vement commun qui n'altjfe an aOem 
le aoaveniant de rotation, 
ie nrauTement de tranaJatton peut rÔTolutif 



rtJonTcmeiit. ï! n'y n pus de rutation toutes les fois 
qu'une face ou une section déterminée du «Aotnle 
mlu aonstamment parallèle à elle-même ; il y a, 
an eenlMitn, totatien dant In mèm» tempa que la 

révolotinn, lorsque le mobile totirne constamment 
la même face vers le corps' central. C'est ce second 
au qai a lien dana la mna^ement dea tatellites au > 
taur de leurs planélear ta hnM tnnme tonjonra la 

meriîp fnrc tct"! 1^ tfrrf ; r-t Ir- rnvnTi rcrfcnr qui va 
do centre de la terre eu centre de la lune, rencou- 
IrateaifonraevnninteH peint la aorfiee dn satel- 
lila(n* 141); d'où il résulte que la rotatlnn de le 

Itmcsur elle-même et «;n rrvnlntinti :intour de la 
terre, s'achèvent dans un même temps, lequel 



e<;t 27/,S2166. On démontre, dans la Mècmiquêti' 
lêtt9, que régaltté de ces deux mouvemcns subaif* 
tera toujoara, quoique le mouvement idvnintif 
s*aeedlèn de fiécle en eièelt (n» t44); en aette qne 

le mouvement de rotation participe également k 
cette accélération, dont Laplace a assigné la causa. 

Tant qa*on ania aeulemeot pour bnide décom- 
poser le mouvement d'un corps en deni mouvé* 
TTjnns plus simples ft [)!iis faciles à concevoir, on 
pourra choisir urLitruirtinient le centre du mouve" 
ment de rotation ; mais lonqu^Q a*8gira de détarmi* 
ner effeetîvement ces deux mouvemens, nous pren- 
drons pour < e point le centre de gravité du mobile, 
pnrce qu'alors, duns le premier instant, ces deux 
monvemons se ddfenainereot indépendamment Tnn 
doPaotre, et qu'il en sera deméme,dans plusieurs 
cas, pendiint toute leur durée : le chois de ce ceu- 
tr«3 de rotation rendra toujours plus simples les 
équations difTérentiollea deadeos monvemena^elnal 
qu'on va le voir. 

434. Appelons G te centre de gravité du mobile, 
M sa masse, et dns un élément quelconque de M. An 
bontdntempai, compté depuis rorifinodn mon- 
vcTTici:t, désiif^tioos par jr,y,s, les trois coordonnées 
rect.iiigulaires de ce point matériel, et par 4Pt , y» | 
Si , celle du point G p«r rapport ana nrfaaa aneii 
Hout anrane 



en étendant les intégralesi la aMsaa eatî^. Si Ton 
diUaantio eea d^sationa par rapport k f , on poum 
«n'ectuer cette op éint ie n aoui lea aif nea/. On nura, 

de cette manière, 



et, poor en conclure les composantes de la vitesse 
laltieledtt contn de frtviltf, il eiAra de eounaUtt 

In valeurs de ces écnttAna iul ég i u lt e h rerigine 
do nmovement. 

Vonr ceio, supposons qu'à cetta époqoe des par- 
ties Ml m't m*, etc., de H, reçoivent dea viteasea qui 
soiriit l« s rTH"nif"î ponr triiî-; l^-s points de chacarie 
d'elles, et que nous représenterons par «,«',«'', etc.; 
en iofte qn*ella pteudraifnt lea quantHéa do non- 
va«enl #iV, XV', ote., ai elles étaieaililma. 



D'après le principe du n» 363, i'éqalItiMn doH ekto- 
ter entre eea quaniitéa de nmrrauMni, pvlwa en 

sens coulrnire de Ifurs directions, et cpMes que 
prendront réeitement, dans ie premier mnroeDt, 
tons les pokrts du mobile, lesqnellcaieronl, penl- 
Wawft nt eus esea y, s, leaaaleutt initielaa de 

dx dy dz 

— dm, — dai, •— dm, relativement à l'élémcut das, 

dt a 4t 

Or, leadiractlonadea vitciaean, a', o'*, etc., étant 



IlAITi BB ■tCàniQUB, 



doooé«fl, on pourra décomposer, ptnlUlmmt k 
«et UM, 1w quantité» d« mouvMMl qui leur oor- 

Mspondrnt. Si Jonc on drsi;^nc pnr P, Q, R, !f-5 
«ommps dores compotautes, suivant le» directions 
des I, y, «j positives, et si I'»b obcnrve que, 
par hypOth^Mi la mouTament est entièrement li- 
Bra, il ra«di«4ii*«ii«it paur féquibra dont il i*agit, 

IiQurlafal0«rpatti«iili4ra<&=O.I«t équatiana (l) 



■^-». « 



k l'origine du mouvement; et Ton en conclut que 
la TÏtfîi'iP initiale du centre de f^ovité seralamëme 
en grandeur et en direction, que si la masse en- 
lièia ft du naBile y était oancantrée, et qoa taotas 
laaqaaAliitfadeiliouTement fin, n'v', f*"*/', etc., 
ou leurs composantes P, Q, R. y fussent appliquées 
parallèlement à leurs directions respectives. 

4S5. On pant rappetar qae /u, t**** 
laa masses de corps animés des vitesses «, r', 
etc., qnlsont venus frapper simultanément un 
autre corps en repos, et y sont restés attachés, 
pour feraarvna uassatatale H, dont la centre de 
iprafilé 6 a priala vitesse qui a pour se* trois coa> 

drt djfi dit 

posantes tes Talema de — , —, — , données par les 

it dt ^ 

équations (2). 

io prablénia aaraildiffdrent si laaeorps clioquans 
ne lestaient pas attaebda an corps elioqué après tes 

percussions. Concevons qu*une masse V en repos 
soit frappée par un uulre corps un mouTomcut, qui 
touche K en un seul point E (fig. OS) de sa aurfkea ; 
SUppoSMiaf de plus, que pendant la durée duehoc 
il n'y ait pas de •;lisscnipiit de l'un des corps s«r 
l'autre, ou du moins, l'il y en a un d'une très 
petite étendue t foisons abatraotion dn frottement 
oeniiddrableanqnei il pourrait donner lieu (n» 353); 

supposons, enfin, qne EF soit la normale en E îi la 
burlace de U , et comprise duiis l'intérieur du 
oarps. On vem , dans un autre ebapilre , que la 
mouvement de n sera le même que si une l ertaiiie 
partie ^de la masse, dont le centre de gravité se- 
rait situé sur £F, recevait, suivant cette direotion, 
une osstaine vitesse v, oamninne à tous ses painta. 
La droitf KF est doni- la direction du i luu; ; et son 
inteuâitc , c'«ist-à-dire , la quantité de niouve- 
mcntjwv, sera déterminée , dans ce chapitre, d'a- 
près le mauTaaMnt du cerpa ahoquani et la forme 
des deux corps, élastiq^n ï mi non élosti'ym's. 

Cela étant, si Tou appelle V la vilcskc que pren- 
dra la centre do Rravité G do H, elle aera dirigée 
suivant la droite GB, |uir«liéle à EF, rt elle aura 



pww valeur le rapport de ^èl, de aorte quePen 

aura 

Vf ss tÊ9. 

Rdeiproqnement, ai la vitesse y dn centre de 

vité est donnée par l'obscrvotion, en la multipliant 
par M, on aura la quantité de mouvement quia été 
imprimée au corps choqué , suivant la partie iaté> 
rienre de ta narmaleà la anffaea, menée par le 
point E où le choc & eu lieu ; propriété qui appar- 
tient exclusiveuieut au centre de (>nivité G , et qui 
n*aurait pas lieu , en général, pour la vitesse qpsc 
prend le point £, ou tout autrapoint deM^siftud 

ou non <;ur la direction du choc. 

4;^. Aiin que l'on voie pins clairement couimeot 
le niouvament de rotation d*nn corpo an trewre 
simplifié, qnand on le rapporte^ son centre dcgra« 
vité, supposons d'abord qne l'on veuille détermi- 
ner ce mouvement autour d'un point déterminé G 
(fig. 90) deoe corps, que nous farooo ananila eéin- 
cider avec son Centre di^gravitéG. 

Soient C \ , «Mt crHndcur et en direction , la vi- 
tesse du puiitl C, et BU celle d un autre poiut quel- 
conque B dn mobile. Bar le pmnt B , tirons une 
droite BE ^ale et parallèle à CA , et achevons le 
poralléloRTomrce BEDF. On pourra remplacer la vi- 
tesse BD par ses deux composantes BE ei BF; et si 
Ton ddeompose de asênm lea vitMsaa de Ions las 
points du mobile, ils auront tous une vitf»<ssi" rom- 
mune, égale et parallèle àCA, et chacun d eux aura, 
en outre , une vitesse particulière. Or| si Ten im* 
primean poiniB et à tons les autrca poinU du 
corps, une vitesse égule . parallrlc et contraire à 
C i. on réduira le point C au repos , sans altérer le 
mouvement de rotation autour de oo point, qui 
scrad&ans vitesses particulières des autraapailllai 
savoir, BF pour le point B. Pour déterminer ce mou- 
vement , on pourra done oonsiderer C comme oo 
point fixe , oprèsavob^ imprimé i tous lea éUssena 
du corps, des quantités de mouvement égales aux 
produits de leurs masses et de la vitis-ic . et 
dirigées en sens contraire de CA. Or, la résultante 
de toutes ces farces parallèles et proporttonnellea 
aui masses, sera égale à leur somme , et passera 
par le centre de gravit'' G, comme la résultante des 
forces qui proviennent de U pesanteur ^ par consé- 
quent , ai Ton désigne par U la vitesse CA , et ton- 
jour* par H la masse du mobile, il suffira de join- 
dre aux quantités du mouvement données, qni 
peuventctre imprimées simultanément tt différentes 
parties de H , une autre quantité de ncuvemeat 
XU, dirij;ée suivant la droite OA', parallèle et ean> 
traire à CA. On déterminera ensuite le mouvement 
de rotation autotir du point C, par les régies do 
chapitre préeédent , et comme si C était un point 
fixe. 

Cr ttf dctcrmiualion c^i^'era donc que Ton coo- 
iiauoe la vitesse l> du point C j mais lorsque ce 
point sera le centre de gravité 6, il est évident 
qn^apidanveir appliqué au mobile la quantité de 
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BoavcnentSU, dont U dinelHMi |MWtni|wrM 
point G , on rn poom faire abstraction ; car une 
force quelconque , passant par le centre d'un mou- 
vemeoi de rotatiuu, oe peut influer en aucune ma- 
nièn sur ce nMttTcnent, pai«|u*«ll«m MUiit 
faire tourner le corps autour de ce poiiil| plalAt 
daoi un sens que dans le si-ns opposé. 

Geoclnons donc que quaud on inaprime sîmul- 
UaéaMDt dMqiiMittét de nenveneat doontfea, en 
grandeur et <-n Hircclion, à différentes parties d'un 
corps solide, le mobile commence a tourner autour 
de Mm MBlre de gravité, comme autour d un 
peint llie, et nm qu^en soit obligé d^^eutar eu» 
ci!nf> antre quantité de moufement à celles qui 
sont données. 

487* lo combinent ce théorème avec ce qui pré- 
cède, eo détenninen ceetpliteeMttt lenenTcnent 
initial d'un corp; solide de forme qoelwoqne, de 
quelque manière qu'il soit produit. 

Fenr fixer les idées, supposons que le mobile 
dont le centre de gravité est fi (fig. M), et dent la 
masse est M , soit frappé en un point E de sa sur- 
face par un autre corps qui s'en détache après le 
chee*lD ptenant poor sen Bouvemeot de traosU- 
«ien oilaidnpeiBtG, et a^ent seolemeot é^aid h 

ce mouvement , tous les jioints du mobile décri- 
voat|d«is le premier instaut, des droites parallèles 
à In noffwle EF j on pourra toujours, comme on V» 

A«eee*BbceB«, BoeosC 



dH iont à l*lienre, déterminer leur vitesse com« 
mune, qui sera le vitesse complète dn point G; 

mois, pour pins de simplicité , je la supposerai 
donnée par Tobscrvation , et je U rcprést^nterai 
par y. Indépendamment de oe nenvement de 
tieoslotion, le corps tonmera avtenr du point 6 
comme s'il ét;Mt fttr, et fioNuic pirf rr de lu rnassc M, 
dont te centre de jgravité serait sur ta droite £F, 
reçût une quantité de monvement équivalente à 
■V. Par conséquent, dans le premier moment, la 
direction de !'nif* in^frtnlnnf^ de rotation et la vi- 
tesse angulaire du mobile iiutour de cet axe , se 
détermineront d*après les éqnetions (/) du n* 418, 
dans lesquelles on fera 

k = Wffi 

f étant la perpendienlaîfnGi, abaissée du peint 6 
sur ta droite IF. 

Appelons, pour cela , ceKf ritr-s-^r nninilaire, 
et M , C, y, les angles que fait la dirediou de t'axe 
inatantanéairectes trois sacs principaut dn mobile 
qui se coupent au point G; soit aussi HEK la seo* 
tinn du mobile qui rciifirniL' le point G et In droite 
ILï j par le point G, élevons sur ce plan une per- 
pendieulaïie, et représentons par a, i, e, les en^^ 
qu'elle fera avec les axes auxquels répondent a, 
C, (l'nprt^s é<pintiooS (Qct loS formulcS (J) 
du U'' 4UÔ, OUU& uuious 

A eee ^, Ci» ces y as ces •} 



A, B, C, étant les troi? momeos d'inertie du mobile 
par rapport aux luéme» axes. On en déduit 

A* cos* a \* cos* h ft« cos* o 
A« ^ Bt ^ C» 

les valeurs de a, Â, c, seront données dons chaque 
cas; on connaîtra donc la vitesse m \ et tes équa- 
tions précédentes détermineront les angles «, C, y, 
e*est.àHiire, la direction deFcM instantané. 

Si la perpendiculaire à la section HE& coïncide 
avec l'un des trots axes principanx , de sorte qu'on 
ait , par exemple , o = b = 90», c = 0 , il en 
lésultera • s 90*, € =s M», > = 0, et l*sse instan. 
tané coïncidera aussi aréole même aie principal; 
d'où il suit (ju'un corps libre, qui est frajipé dans 
le pian de deux des trots axes principaux relatifs à 
een centre de gravité, eemmenoera à tourner au- 
tour du troisième axe. En mettant pour A sa valeur, 
celle de la vitesse initiale de rotation sera, dans 
ce cas, 




Réciproquement , il est aisé de coji-îitrf- des c((ua- 
tioas préc^eutcs que le mobile ue peut com- 
M^^eg n tourner auteur do la perpendiculaire an 
plan de in oeeliea IIK, de OMniére que 



suicnl égaux aux angles o , & , c , ou à leurs sup- 
plëmens, à moins que cette perpendiculaire ne 
suit un des axes principaux qui se coupent au 
point G. 

Lorsqiif le mobile sera une sphère homogène ou 
composée de couches concentriques , ta perpendi- 
culaire £F passera par le point G, qui sera son cen- 
tre de figure. On aura done f = 0, A = 0, • = 0; 
eu sorte que le mobile ne prendra oiieun mouve- 
ment de rotation. Quand on parvient, por une 
percussion, à faire tourner sur elle-même une 
Sphère entièrement libre, e*est toujours peree que 
le corps clinquant glisse plus ou moins sur cette 
sphère , et le mouvement de rotation est alors pro- 
duit par le frottement qui a lieu pendant b durée 

du clioC. 

Quelle que soit la forme du corps choqué, si le 
corps choquant s'y attache, les formules précé- 
dentes eurent encore lieu, en y mettant la quan* 
tité de mouvement do second oorps avant le choc, 
è la place de MV, et prenant ])Our f Ij pf-rpt-ndieu- 
laire abaissée du centre de gravité des deux masse», 
sur la direction primitive du centre de gravité du 
second corps : A, B| C, seront alors les monens 
d'inertie {irineipens du corps ferné des deux mas' 
ses réunies. 

438. Occupons'uotts maintenant du mouvement 
de la masse ■ au bout d'un temps qneleenque f , et 
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lion et de rotation , Apportés Ti 

i §on centrr âr qravité. 

lo A cet instant, soient X , Y, Z, les coinpo- 



■éoMO oloi. la «Mbilo teot 

entièrement libre, il fuudra pour réquillbre Hcs 
fbrcM perdues par tons ses élémeos, que les in> 



i'-Tf)" ('-S)^ 

! 



ptrrilifeeom oin de* s , y, a , <te lo 

MoAératrice donnée qui agit sur l'élément qoet 

eooquip dm , ît "^. forces perdues par rc poiaA 
riel, peiidanl ( instant di, seront (n" 391) 



légfoloi do MO «|iw<»>— I 
tière, seiottt dfrioo k idra; 
•aro 




do. = J^^J'tl ém = JXdm,jtl dm = /id-^ 

Haï» en différentiant de nouveau les équations (l), on o 

_,d»jri /*d» « w d« yi /*d« y . „ d^ »i A* * a_ 
■ — : — = / dm, m — — • = / •— — dm. ■ — 7— = / «o \ 



il 




tfoîi Ton CMMtatqne pendont «onto lo dmdo d« 

moaTeinenli lo centre de gravité G du otohlle se 
meut comme «i m masse entière M y était concen- 
trée , et que les forces motrices qui agissent sur 
tout MO point* , on leurs oompooonCoo, y foeoent 
Oppliquées parallèlement à leurs directions. 

2o Après avoir détruit , comme dans le n» 436 , 
le mouvement de translation initial du mobile, 
•oppomni qv*h ehoiino initontoa eonmraaïqtie& 
tous ses points des accrnissemens de vitesse infîni- 
nsent petits , égaux et de direction contraire à celui 
qui a Ueu, au même instant , pour le point G. Ce 
point oero réduit ou ropoe pondant toute lo durée 
du mouvement ; et la rotation autour de ce m^ime 
point ne sera point altérée. Or, cela revient évi- 
demment à appliquer, pendant touto la durée du 
aouvenMQt, à tous les élémens du mobile, des 

forcp<î rirrélératrices (^^ales et rfnifirtires & celle du 
centre de gravité ; les forces motrices correspon- 
dontoo étant paranèles et proportîonnollos aux 
■nasses de cm points matériels , leur résultante 

passera constamment par \e pninf Ç ■ on en pourra 
donc faire abstraction , en liétermioant le mouve- 
nent de rotation autour do G« Par conséquent , ce 
mouTemeiU sera le même , i chaque instant, que 
si G était un point fi\c , et que les forces qui agis- 
sent , à cet instant , sur le mobile , ne fassent pas 
èhangéos. 

Ces deux théorèmes sont semblables à ceux des 
no* 434 et 436, qui se rapportent à Porii'iitf du 
mouvement j mais il ne s'ensuit pas que peadaut 
toute sa durée , te mouvement de translation du 
Uinbile et son mouvement de rotation autour du 
crnfrr île gravité , Soient indépendans l'un de l'au- 
tie, et puissent se déterminer séparément, comme 
4 cette origine. Les éqttations (3} seront celles du 



de Iranalation , et Icf 



et (fl) (^rs n<" "IIO ft 412, rrlles du roonvemrnl de 
rotation , en prenant , dans cellM-Ct , le centre de 
gravité G pour l'origiDedM eoordoundn. Or, quand 
les forces motrices appliquées aux différens pointe 
du mobile dépendront de leurs positions absolues 
dans l'espace , les coordonnées de ces points , dont 
OM forces soient dM feoeUens donnés», entseront 
à le fois dans ces systèmes dVquations diCTcrcnf iel- 
les , qui ne pourront plus s'intégrer séparément, 
et iesdeux mouvemens qui dépendent de ces équa> 
tiens, influeront l'un sur l'outre. On ne pourra, 
généralement, intégrer ces équations difrcrentiplles 
simultanées et déterminer les deux mouveraens d« 
mobile, que par approximation -y toutefois, ils se- 
ront indépendans Tun de rentre danadetn CMpw 
tioulîers que nous allons considérer. 

439. Si le mobile n'est soumis qu à U seule ac- 
tion de la pesanteur, les équations (3) serooleellai 
du mouvement d*ua point UMtértel pèsent, doua 

le vide; quels que soient h fnrmr du r-orps sclide 
et sou mouvement autour de sou centre de gravité , 
ce point décrira donc dans Tapaoe Une peraboln 
tangente à la direotien de M vitMse initiale , dont 
le paramètre dépendra de la grandeur de celte vi- 
tesse; et son mouvement sur cette courbe ^era le 
même que celui d'un point matériel isolé (no 208). 
D'un antre eMé , le poids du eorps étant une force 
appliquée constamment h son centre de gravité , il 
n'nurn aucune influence sur le mouvement de ro- 
tation autour de ce point, qui scfu «uiquemeutdA 
auK perenssions initlalM, et le m£me que ai le een> 
tre de gravité ne se déplaçait pas. 

Supposons , par exemple , que le corps soit un 
ellipsoïde homogène frappé par ttO nuire eoifW 
qui le touelie an peint B de m s uifiee (flg. 96}i It 
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droite 6D, ptialléle à te normate BF, Mn te ten- 

gente à la parabole qn'' le point G va décrire ; et 
l'aa cooftlruira siaétnent celle courbe , d'apréa la 
TÎteMe mîtialadii point G, que je reprétOBlCMÎ 
par V. Concevons, de fiioa, 4|ii« te faction VBL àa 
point G rt tlp (a droiu; EF comprenne detiT détaxes 
do figura de relliptoïde ; a et 6 étant leurs demi' 
ItagMaiv, C le Moaiont d'iooitie par rapport au 
iMitiàM i* M te du eoipt, on Min 

(n*M) 

C=f ■(••+*•). 

Or, le mobile devra tourner autour du point G , 
eonuM t*il éteît déaaé de pesanteur, et que ce 

poînl no prît aucun mouveincnf ; ninis ninrs l'aie 
popendicuUireà la section HEK detneurer<t(t tout 
cnUor inuBolHte (n«* 389 et 437) ; et sa vitesse aa- 
fehire de rotation «trait donnée par te fermute 

relatite nu rnonveraentinitinl d'un corps solide nu- 
tour d^un aie (ise. Donc , en la désignant par « , 
ohoervontque la quantité de monvement imprimée 
aamobite est équivalente à 91 V, et nppclant y la 

pprprriflif'nl.iirr GL abais^ûe du point G sur In 
droite £F, nous aurons, d'après la formule (Ij du 

ou bien , en mettant pour C sa valeur, 

" ~ + *» 

1m doB Yiteeseo • el V tout eiaai liées Vmnh 
rtabre, parce qu'ellw véinlteot letttei deii& d*ane 
■âuie percussion. 

Ainsi , tous les points du mobile décriront des 
ponbotea parallélM h te Irejeeleirede ion centre 
de figure ; et , en mfme temps, le corps toarnera 
nniformément autour de Paie perpendicnbiro à la 
section fltK, qui sera emporté eu restant constam- 
Ml peiBlièle à tai-eaêmck 

440. Si le mobile est une sphère bomogène ou 
composée de courbes conrpntrif^tics , dont tous les 
poiou soient attirés ou repousses en raistun inverse 
dn carré dee dietaoecs, par les peinte dWre corps 
en repos ou en mouvement, la résultante de toutr»; 
ces forces sera la même que si la masse entière du 
Biobile était réunie à son centre de gravité ; car 
chacune d*41ce tore égeteetcentraire i la réaction 
(le la ':pîirTf' sur le centre dont elle émane. Par 
conséquent, le centre de gravité se mouvra comuie 
•n peint isolé, soomisi des attraetiens on répid- 
siena données; et 1c mouvement de rotation do 
mobile sera indépendant do ces forces, et le même 
que si le centre de gravité demeurait en repos; en 
aorte que , dans ce ces , les deux monvemens de 
translation et de retttien seront encore indépen- 
dsnsrno de rentre. 



Abstraction faite de h nanoepliérieîté peifcite 

des couches dr In trrrf , r1!r' tournerait donc con- 
atammeot et unilornieuH'nt autour d'en de ses dia- 
■élres, qui serait toujours te même et demeurerait 
levjoors parallèle à lui-même ; en même temps le 
mouvement elliptique de son centra de gravité au- 
tour du soloil serait troublé par I nction des antres 
planètes, mais rigenrensement tedépendant d« 
mouvement de rotation. 

441. Il n'en est plus de même lorsqu'on n r jnr i 
k raplatisaement du sphéroïde terrestre. D abord , 
si Vase deretetien n'a pas eebcidé esactement , è 
Porigine du mouvement, avec Taxe de figure, 
Paxe instantané de rotation o«eillpr.i autour de 
cette droite (o» 4SI), et rencontrera succeasive» 
mentte tene en dillifrona peinte dese snrfcee. les 
pôles et Téquoteur se déplacemienl donc ù la snr- 
face du globe ; et il en résulterait , pour les dilTé- 
rens lieux de la terre , des changemeos dans leurs 
latitades géogrepliiqnse. L'oinpUtnde de ces esdl- 

Intinn'; srrnit nrliitrntrr; mnis !i"!îr durée dépendr.iit 

des différeaces eutre les momeos d'inertie de la 
terre ; et d'après ce qu'on sait svr ces différences , 
cette durée serait d'un pen netes dfnne année* Or, 
dans cet intervalle de temps, le; observations les 
plus précises ne tant connaître aucune variation 
dsas te distenee du Mêidtk d*«tt liev. déterminé de 
te terre au point où l'axe de rotation va rencontrer 
le ciel. Il en faut donc conclure queles oscillations 
dont il s'agit, si elles ont existé autrefois, sont 
devennse teolMit insensibles à Pépoquo ee- 
tuelle; en sorte qn^ n*e»iste pins maintenant qne 
les forces permanentes , provenant des attractioos 
du soleil , de te lune «l des planètes sur le spfaé- 
mUe terrestre , qui puissent faire varier la direo* 
tion de l'axe de rotation de la terre. 

Or, à raison de la non-sphéricité des couches do 
la terre, cea forces renferment une partie, a ia 
vérité tids petite per rapport aux altraetiens sur te 
sphéroïde entier, dont la direction ne passe pas 
constamment pur son centre de gravité. C'est celte 
partie qui produit les perturbaltens du mouvement 
de rotetbn , savoir, la | » r <as a s < ni i$$ iqmùumêÊ et 

la nutafion de Piixe de 1 1 icrrr. 

£u vertu de la précessiou, U rétrogradation oji- 
nuelle des équinoxcs sur Pédiptique fixe de ISOO 
est de S0",30488 ; sur le plan de Perbite de le terre, 
rfixlii mobile par l'action des outres pinnètes , 
c'esl-ti-dtre, sur t'écliptique vraie, elle est un peu 
moindre , et égale fc flO",aM27, comme nous Pa* 
vous déjà dit dans un autre endroit (n» 219). 

La nutation est une oscillation de r.ixr de te 
terre, qui sapprocbe ets éloigne alteni iii vernent 
dete perpendicuteire au plan dePécliiiu^uu : eUe 
est due à Patlractiun de la lune; sa période est 
celle du mouvement des nrrniU de l'orbite lunaire, 
ou d'enviiou IS ans; «l sou amplitude s'élève 
à 0",40 (no 223), en supposant la nasse de le Inné 
égale à un soixante-qumiiiHne de celle de le terre» 

Le» aetieu du seleil «t de» te inné snr le epbé- 
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roîiie lermire oe produisent qu^uoe voriation 
trè* l«Dte «t 4|ol ne sera temible qn*epré« une Ion- 
giiestiilc (le siècle» , ilans Tini lin.ni'înn IVqtin- 
teur sur l'écliptique ^ la diminuttou annuelle de 
Tobliquïté de Técliptique , que Von oheerre et qui 
e'tflereil k tf',4S714 ea eomiinenceaieikt du siècle, 
est due nnx nfMinni pînnétaires qui foill Yacier le 
plan da Torbile de la terre (n» 244). 

Vn exancn «ikprofeadi de la qvetilon a fait voir 
tfOt lee nèniea forces qui produisent les Tariations 
^anous vcnoTii d itu^irjuer dans la direction nli- 
MdlMi OU rapportée à de» lignes fixes , de l'axe de 
«efatien de la tcrret eont iiupvisMntei pour dépla- 
cer eelaae|daDirintërieur du sphéroïde, non plus 
que pour foire Tiiricr sa vitesse de rotation. Ainsi, 
la terre tourne constamment autour d^un même 
diaaiiire, qui ettaen axe de fif;ure ; et aen monve* 
osent est unirorme autovr de celte droite mobile, 
dont la direction change continiirllement dans 
respace. Le jour sidéral est donc constant, il en 
rdmlle q«e le jow moyen (n« 111) l'ett aiisal , en, 
du moins, il n*est soumis qu'à uue variation sécu- 
laire tout-à-fail inseiiiiihtc; et l'nno ou Tautre de 
ces durées peuvent élre prises pour unité de temps. 

Fonr lOBl oe qui eoncerae cette iauportanle théo- 
rie, dont je n*ai pu ici qu'indiquer succinctement 
les principaux résultnts , je renverrai h mon Mé- 
moire sur le mouvement de la ietre auteur de ton 
ttmlf 4$ frmvUé, insérd dam le tome VII des Mi' 
wuiret de ^Académie des seùncet. 

442. L'invariabilité du jour est confirmée par les 
observations les plus anoiennei, qui font voir qoe 
ea dotée B*e pea dmngé d*ttii centiéMe de féconde, 
par exemplOi depoia S500 aMyaînri que noua elloaa 
l'expliquer. 

K la durée du Jour était variable, les longito- 
dea et lea letitudea dn «oleti, de la lane et dea au- 
tres corps célestes, calculées en la supposant cûn- 
atante, ne s'accorderaient plus avec les longitudes 
•t lea latitudes observées ; le menvement de la 
Inné autonr de la terre, à cause de sa rapidité , se- 
rait le plus propre à nous éclairer «^nr ce point; et 
si la variation du jour était progressive , les dilTé- 
rencea entre le caleni et l*observation seraient 
d'autant pins grandes qu'elles se rapporteraient à 
des ëpoqnpi plus éldiiçni'es de la nôtre. 

Cela étant, soient tet ( les longitudes vraies de 
la Itme et dn soleil k une épdqne déterminée. Si 
Ton sait qn'i cette époque il y a eu une éclipse de 
lune ou de soleil, h différence ( — H devra s'écarter 
d'un multiple de ISO», d'une quantité moindre que 
U demi-aomme dea diamètres du loleil et de b 
lune; si donc on appelle i celle différence, abstrac- 
tion fijife cin niniliple de l8i>" f^rfllp pi'iit contenir, 
il iaudra que ï a eicède pas un demi-degrë, et soit 
Blême, en général, beaneonp au-dessona de celte 
limite. Or, un a calculé, dans la Connoietancê de» 
Temps de 1800, les valeurs de qui répondent ii 27 
éclipses observées por les Cbaldéens, les Grecs et 
lea Arabes } lea Toleura qn*mi a trouvées pour cette 



différence sont tentât en plus , tantôt en moins , et 
toulet très petitea. 1m pina grande, qui répond I 

nnc crlipse observée 382 ons nvant l'ère chrétienne, 
s élève ii — pour l'éoUpse la plus ancienne, 
observée par les Cbaldéens 720 eus afant notn éva^ 
la valeur de t est 2" seulement. Cette eompeiaisea 
prouve l'exactitude des tables lunaires que nnu^ 
possédons, et lo nécMsité des inégalités séculaires 
que Laplace y a introduites. Ue leit aussi Toir que 
la durée dn jour, qu'on a supposée constante dans 
lecnlrnl des longitodesdclaluncet du soleil, n'est, 
en effet, sujette à aucune variation progressive. 
Hais pour qu'il ne reste aucun doute aur ce point 
important, calculons la valeur de ^, correspondante 
à l'éclipsé la plus ancienne, qui résultecait d'ima 
semblable variation, si elle existait* 

44S. Frenoua pour unité rîntervaUe de temps 
qui forme aujourd'hui le jour moyen; supposons 
que, depuis nne époque trc"; éloignée, cette dorée 
ait diminué, d'un jour au suivant, de la quantité 
constante «. Soit « le moyen mouf ement delà lun^ 
c'est-à-dire, le nombre de degrés qu'elle décrit 
dans chaqtie unité de temps, abstraction faite des 
inégalités de son mouvement vrai ; les arcspareou* 
rua aujourd*bul et les jours peéoédena aérant % 
i>(t +2«),ii(l + 3«),etlWdéaril 

pcitHniit tin très LTand nombre t de jonrs, <ert 
nt — '}) • '"^''^ T"^' près, ti<-|-— mni^ 

Le terme nt eatdéj4 compris dans la valeur de <, 
oaicnlée d*aptès lea tablée, en oonsîd^nt le Jour 
eemmecoustanti la variatieu du jour avgmaaimaîl 

donc de-^ oul*t U longitude vraie de la luae, à 

une époque séparée de nous par un nombre f de 

jours Celle du soleil, à la tnêtneépoque, serait aog. 

montée (îp— an'/', en appelant n' le moyen mnn- 

vement diurne du soleil j à raison seulement de la 
variation du jour, on aurait doue à cette époque 

et, par rapport b Téelipse observée 780 ana avant 

notre ère, ce serait toute la valeur de la différence 
d»"! It ii 'itiidcs de la luneet du soleil, puisque cette 
dillcrcucc calculée en supposant lo jour coustaot, 
n'est que de 8", ou i peu près nulle. 

Soit» le nombre de siècles eenteauadaiia le UMS» 
bre t de Jours; on aura 

Soient ausai 

C = (M<8S)o, «s(«Ca6]ii, aa^8s(MCW)É': 

Téquotion (l) se cbaogera en celle-ci : 

f<(m-my=#, 

dans laquelle C sera tnauUcuantla diminution sécu* 
laire du Jour, et «• et m' représenteraut lea meuve- 



Digiiized by Google 



DYHAJUQOfi, SECONDE PARTIE. 



MM témlMN* iê la Ium tt 4m loleiL D'après 
lAvrsTaleurf détierminéas m imyen 4m «Atcrr*- 
tipu aoderoet, on • 

« — »' s 4tfai8>, 

m BéfligMot les rractions de degrés. Or, si Ton 
•appose que le jonradlminudd^un iHx-miilionitrne 
d9gm» la plusancienne ticlipse chalr!ëenne,oaaiura 

C» « 0^0000001, i zst 2fi,S8 j 

«I il en léialtm 

valeur (jut rendrait impossible l'éciipse .observée. 

OaM|M»l dotto pas adaBaMie qna la imi» dn 
jour ait diminué de cette fraction, un peu moindre 
qu'un centième de seconde, daos an intemlle de 
temp» qui turpaste vingt'Oinq tiéclea. S'il eiiatait 
daa «aiiaUou périodiqiiiaa daiia la diicdé lia joUf U 
en résulterait des illusions dans la mesure d\i temps, 
cfui produiraient dea inégalités apparentes dana lea 
mouvemena désastre». Ces inégalités seraiant lb«> 
laa k distinguer, parce qu'elles suivraient tontes la 

même lot, pour In Inné, ir soleil elles planètes, et 
que leur» grandeurs seraieat proportionnelles, pour 
^■cKA 4» SCS eorps, k la tapidilé da ioa momn- 
wmnL Laa astronomes n'ont reoHNui ameme Inéfa- 
lité de cette nnttire dans iei moiiveraens des corps 
célestes. Ainsi l'obterTalion, d'accord avec la théo- 
rie, prouve que la diuéa dm Jaar aaf «s n'estsnjelte 
k aocsuBe variation, périodiqa* «n prognailT^ qni 
ait une grandeur sensible. 

444. ILevenoos actuellement a i'ob;ct spécial de ce 
«iMpilt». 

Lorsqu'un corps solide se meut dans Pair ou dont 
on autre fluide, lea rétislauMS eseroées sur tous les 
points de sa surface doivaalkbraltanspoctëea paial- 
UkoMBt k allaa-nitaisa , a? ae ta poids dn eeips, k 
son centre de gravité ; et le nnnirt mpnt de ce cen- 
tre est celui d'un point matériel pesant, dans un 
nùlieu résistant^ la oiassa de ce poiot étaot oalla du 
Mvpa,atsaforeeBBetriea,pravaflantdela résistance, 

une force dnnt !fs rnmpoîEtntcs dépendront de la 
Corme du moiiile, des vitesses des diiférens élémens 
4» sa sntfaea, et dai oandanuMlioM a* dlbiali««M 
dn Inide en cootoel avae Ma éMawM* In même 
temps le mobile tournera autour de son centre de 
gravité, comme si la vitesse de ce point était nulle, 
at qw las vitesses des points da la snrfSM» fassent, 
néanmoins , celles qui ont réellement Heu k cha- 
que instant II vn résulte que la résistance du mi- 
liea influera, à la fois, sur le moavement de 
traMktion «I aw la aMNivafliaot do ratatîea dn 
aofeîlOt «ftqMf poorm oorps de forme quelcon- 
que, ces deux mouvemens dépendront l'un de 
Tautra et ne pourront pas être déterminés séparé- 

Si le mobile est nae sphère homogène ou com- 
posée da ooncheaaomanlnqws, k ku|ueUe oo n'ait 



iapriaié aMMe THaaia da ralation à l'ariglao dn 

mouvement, ît ne s'en prni-îuira aucune pendant 
toute la durée de co mouvement, qui sera un sim- 
pta nonvement de translation, dans lequel tous les 
peints du mobile enront k ohaqno tnatsnt daa vltaa> 

ses parallnics etç';;f»lrs erttrt' rlles. F,n effet, «ii l'on 
mène alors par le centre de la sphère , une tan- 
gente k la oonrhe qn*il décrit, il est éridanl qM 
toni sera semblable autoor de cette droite, sait 
pour lea vitesses des poinfs dn 1r stirfnre, soit pour 
les condensations ou dilatations du fluide environ- 
nant. PatMoaéfaaal, la lésnltanta des véalilanow 
exercées snr tons Isa points de la surface , passera 
constamment par le centre de la figure, qui est 
aussi le centre de gravité, et elle ne pourra pro- 
duire anenn ssaveamant da retotian. Im oondaa- 
satlons ou dilatations du fluide en contact avec les 
élémens de la surface, dépendront de la vitesse 
comorané k tous les points du mobile, et seront, 
d*al]lenia , difféiantas pour lea difliennlaa saelieM 
pcrjirnrliculaires à la tangente qu'on a menée par 
le centre. Donc aussi la résultante dea résistances 
antérîaures, qui coïncidera avec cette tangente , ne 
pourra dépendre que de cette vitesse^ da l^étendM 
de lu surface , et de la force élastique naturelle du 
fluide ; et le mouvement du centre de gravité sera 
Mlnid*nnpiHnl matériel isolé, dont la niaiiaaak 
celle du corps, et auquel on applique la résultante 
dont il s'agit, continuellement dirigée en sens con- 
traire de sa vitesse, et, en outre, le poids dn mo- 
bile. Cest coque nensavons supposé dsM la n* 910, 
k l'égard des projectiles de l'artilleria, anppoléi 

parfailenifnt sphérirjiif^ et tioinoç'iîurs. 

llans ce cas, le centre d'un boulet ne peut pas 
sortir du plan vartîoal passant par la diraetion da sa 
vitesse initiale, et par rapport auquel tout estsem* 
blable d'un côté et de l'autre. Hais si I<l- (ircjertiln 
s'écarte un peu de la forme sphérique, ou s il ii a 
pas la mèma densité dans toute son étendue, la ré» 
suUantc des résistances extérieures qui sont nor- 
males à sa surface, ne passera plus constamment 
par le centre de gravité j elle produira donc un 
monveaiant de rotation ; et si ella n'est pas ton- 
jours rtimprisr (];ui3 !e pinn vertical OÙ le centre 
de gravité commence à se mouvoir, elle le fera sor- 
tir da ca plan ; en sorte que la trajcatoira dn pro- 
jectilaii rapportée à son centre do gtavité, ne sera 
plus UMfl rourbe plane. Tout cela est facile à con- 
cevoir, à I égard d'un projectile non spbérique ou 
non homogène ; mais j'ajouterai que, absiiaiotiaa 
faite du défaut d'homogénéité ondaiphérieité, ai 
Ifi boLik't a reçu, à la bouche du canon, une vitesse 
de rutaliuu, le frottement de sa surface contre 
Tair, pendant aan vans amant, pa«m aneata IUm 
sortir d'un plan vartioal aan aanin da graTlId at 
de figure. 

^ 44S. Ponr le iaire voir, soient G (fig. 97) le cen<* 
Irada gravité at da flgvra d*nn owpa sphériqM al 

homogène, et AGE le diamètre tangent à su trajec- 
toire. S«pposooS| pour plus de simplicité, que l'aie 
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de rotation qui patte par le point G, Mil pupnudi- 

culaire h ce diamètre. Soient ADBE la section du 
mobile, perpendiculaire à axe, et DGE un dia- 
arftra de «ette •Mti«ii, «caps A6B k «ngle 
droit. Suppotona aussi que le iiiiiihobibI llll pwai 
G a lieu de A vers B, ou dans le sens indiqué par 
la flèche «, et le mourement de rotation dans le 
MBS indiqué par 1« UeheapiMdM M A, D, B, 1. 
Le rrottement de chaque élément de la surrace 
contre l'air, qui naitra du mouvement de rotation, 
HXti une force tangente à la surface, et dirigée en 
MmoMtnit»d*MiiieavMMst. 8«r dMqiM 

tion paralléte à ADBE. il T.iritrn d'un point à un 
autre, k raison de lu diiference de dciuité du fluide. 
Ba aTMil 4d |>xojectile, le fluide sera condensé; 
«DHriiro, il dilaté ; pir eoMéqmBt, toÙBtÉ» 

mrnt scrn le p!ii5 qraTid titi c-ôté du point B. et lo 
plus petit du ooté du point A. Ou cunclui de la que 
titMperl» aa pdnC G, paraUélement à elles- 
■êiiiati tooîas les forces provenant do ftoM— ut 

exercé à la surface , il en résultera une fnrrr diri- 
(éa suivant la partie Gl> du diamètre DG£. J appel- 
toraiFeatteroroa, Pie poids de eorptjctllaiém* 
tance proprement dite du milieu, trunsportée au 
point G, et dirigée suivant la partie GA du diamè- 
tre AGB. La force motrice du point G sera la résul- 
tante des tniafevca» F , P , R , et M Imm aoaéM- 
latrice, cette tMIaiite diviaée pw ta mâm dtt 
projpciilffl. 

C^la posé, si l'axe de rotation ^t vertical, et 
eoBprit, par eenaéqueat, daaa le pkn dei deux 

forces P et R, la direction GD de la force F sera 
perpendiculaire k ce plan; elle fera donc sortir le 
moliiie de ce plan vertical, en le pous^aut du cdté 
dnpeial D; et, daoe ee Oie, ta taBjeotoife da poiaf 6 
Mraune courbe k double courbure. Si, au con- 
traire, Taxe de rotation est horitontj*!. la dirertioo 
GD de la force F sera cumprise dans le piau verU- 
ealdetCDMMa PeCB,i|vi eeta eehii de ta seeltoB 

ADBE; psr cnn^E^qtirnt, le point G ne sOliin paide 
ce plan, et «a trajectoire sera plane. 

4Mé Dkaa ne dernier oae, en voit que la compo- 
itale vertMata delà fot«eT angMtan eo di«i- 



nuera le poide V, eelon que la flcclie A sera dirigée 
vers le haut ou vert 1c bas. La force F sera verticale, 
et cette diminution on augmentation de poida, la 
plus grande, quand ta direelien AB eem heriiea- 
taie» Ainsi, dans le tir horiiontal, et en supposant 
que le boulet tourne autour d'un aie horiiontsl, 
perpendiculaire à ia direction du tir, le fcoUemesl 
du projeetile contre Pair angmenlera ses poideel 
diminuera la portée, lorsque la partie antérieure 
de ce corps Innrnpra de bas en haut; et quand 
cette partie tournera de haut en bas, le frottement 
dinunneM le poida et eagmentem ta perldaL n 

pourrait mcmc arriver, dans ce second ras, qne la 
trajectoire dpvint mnvexe vers le terrain : il iu&- 
rait, pour .cela, que la rotation fdt asMs rapide 
pour rendre la forée I pies grande que le poi^ P { 
mais alors le frottement diminucrtiit h Tifesse de 
rotation, la force P décroîtrait, et finirait par de- 
venir ttoindxn qve ^ ce qui lenteenit U Cngleo- 
toire à safème cenenve «en tatonreio, oomm à 
rordinairc. 

Ces coosidérationt jointes à celles du numéro 
précédent, neotrent qu'indépendaM MOB t du dé faet 
de sphéricité ou d'homogénéité du beotat, ta frot- 
trment dp sa surface contre l'air, proTpnart do 
mouvomeot do rotation qu'il peut avoir contracté 
en veobat dana Pane du eanon, est ma a it een 
aliBoe qui peut influer, soit sur la justesse du tir, 
parce que ce frottement fait sortir 1« centrt» dn 
boulet du pian vertical «le projection, soilsur Tia- 
égaUté dea portée», t eawe qne cetln fofioe eng^ 

mente ou dimiuuc le poids du mobile. Toutefois, 
on doit observer qu'aucun de ces effeta D'au» lieu, 
si le boulet tourne autour «lu diamètre AB , dans le 
•enadaqaelilaenient; earataia ta frettani— teat 
égal et coqtrairo pour deux clc^mcns npposf's dr 
chaque section de la surface, }>€rpeudiuulaire à 
l'axe de rotation; d'oà il réinlte que les forces pre- 
toBaBt dn frottement eeeroé rartow îm éMaena, 

étant transportées au centre de f^rnvitc, s'y df'trnî- 
ront deux à deux; en sorte que le mouvement de 
ce point ne sera pas dérangé par le froiteuMBt lo* 
tal,dAàtantaltaB. 
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90 MOVYiininr D*ini corps soLtos pm&ri^ sua un plan donné. 



449. ffoariimplHler, je supposerai que le mobile 
■e touche le plan donné qu^en nnseul point, que 
Rappellerai K , et qui variera, en général , sur sa 
surface et sur le plao. Les forœt perdues dans cha- 
que imlnil inftniflaeiit petit cle?eiit se faire équili- 
bn, UAudra qu'elles se réduisent à une setde force, 
passant par le point normale au plan donné , et 
dirigée de manière qu'elle tende à appuyer le nioliile 
«nr e* plan. GèHa réialkifite Mve la prmioD qM ce 
plan éprouvera , et qui sera détruite par sa résis- 
tance , que je représenlrrai par R, Ea joignant au 
poid£ du corps 1» force E , de grandeur inconaue, 
M IMVM himalnlrtetion du piM damé, «toro- 
■idérer le mobile cnrTimi? entièrement libre. 

Son centre de gravité, que j'appellerai G, se mnu- 
vn done ooame un point matériel isolé, dont la 
atiM mmII calto dn omU]*, «tnnqnal on applU 
querait, parallèlement & leurs dircrtions, le poids 
d« M corps et la force R. A u bout du temps I , je re- 
piéMBtofaipar«i yi ,si , les ooovdoanéesdn point 
ft, npINMrtéM à da» asM fixes et recUngulaires , et 

par X, u, p, les nnglf»s que la dircrtinn rîc la force R 
fait «TOC des parallèles à ces ajtet , menées par le 
peint K. bi anpiNMant Fasn daa«i paailtTct, w 
tical et diri^;i' lie bas en haut, «toiappélMltf la 
peMoteiu el A U masaa du «oipti 

s I eof A f 




E on /Kp. 
R «oi » — 



p«ar tôt Irait éqnatîoos dUTérenUellea dnmoHTe- 

ment du point G. Si le plan donné est fixe , les an- 
gles X , /t* , », feront çonstan*! et donréîi ; s'il est en 
mouvement, nous supposerons que ce mouvenoent 
snit eonnv, «tnapniteepaaétin modifié par «dni 
du corps : X, /U, r, seront alors des fonctions don- 
nées de t. Le mobile étant un corps pesant, il fau- 
dra , pour qo^il sa se détache pas de ce plan , fixa 
on mobile, qn*il aoit loa|)onn eitnd tn>d«iana; on 
sorte que la composante verticale R coa r de la ré- 
sistance du plan sera ooostamment positive, et t un 
>ogle aigu : l«o dons nntrot angles donnée a et^ 
po«nontèlnoignt( 



tomps, le oorps tournera autour du 
point G oommo autour d*on point fixe ,en vertu dee 
forces R et M^, appliquées n\^\ point K ctG (n" 438) ; 
mais le poids n'influera pas sur ce mouvemeoi 
do rotation , dont Im éqnationa ^éiontiollea no 
dépendront que de la force R. Pour les former, on 
prendra pour les seconds membres dos équations 
(a) du n» 412 (.les momens multipliés par , de k 
foreo par rapport ans Iraia am principatn dn 
mobile , qui se coupent au point G. En appelant 
i,y, les coordonnées du point K rnpportées à ces 
axes , et a', r', les angles que fait la direction de 
in Coroe E nvoo lot porattéloa à coa mémao axao, 

«& ooa #»' — Cl 008 a' , 
yE 000 X* — aft ooa »' , 
CE 000 — >E 000 

et les équations (a) doviaodxont 



CAr 4. (B ~ A) pqdt s R (• cos 1^' 
Bd} 4. (A — C) fpdl «s E (y ew A< 
A4p 4. (C ^ B) «nlf ss E (C coa 



t cos *}) dt , 
• 000 !>) dl, 
YOoafiOAi 



A, B,C, désignant 1rs momens d'inertie qui répon- 1 x',^, r", et que les composantes p, g, r, de la vi- 
dant retpeotiTement aux mêmes axes que les «nglet | teaae angulaire de rotation (tt« 407 J. 
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Il j bodra jdddfttlA» étfuàkm (7) d« n» 410; 

pit sss fin t sin pd^ — mi; tdt , \ 
git = sîn 6 cos fc74 4* *Ù* ^> > (3) 

nb </» — cos I<i4 1 

Août supposerons que le» oeuf cosinnta, etc^ 
dopt ht «alnm «a f«iietIom de « , 4 > * « «ni été 
données (Uns le n» 378, sont ceux dei angle» qM 
font le^ aies fiic; t\<^% coordonnées Xi , yi , si , 
du poiut G, avec des parallèles aux axes priooipsux 
rdnlîfii à ce point , oMatfet pu Forigine dn oes 
«e«MrdMUiées ; et, d'après Is signiftaitiim des Migles 
X , M , T , x', /u', t'y «t rdqnetioa (t) da n* 9, nens 
aurons alors 

cos \' = a cos K a' cos f* + °" cos r , \ 
cos fjk' b COS X -f- cos i> cos r , > (4) 
cos t^ŒTCeOSX + CC0tf« + «"C0Sr, } 

pour lea valeurs de cos a', cos fi' cos qu'on devra 
•nbelîlinr dm Im éqvaUons (S). 

I« pMÎlkNl d« mobile & un iwlMt qacUMafM , 
psrnpport soi plans fixes des , yi , si , sera 
oompléteoMat déterminée au moyen de ces coor- 
dMnëat •! des trois angles f , 4 , 1, prtfeédanmMnt 
défiais (tt* S78) ; la position de Taxe instantané de 
rotation. dan<i l'intérieur du mobile , et sa Tttesae 
autour de cet axe , dépendront , en outre , des trois 
qoanttléspf 9f «l* solnllon dn problème consistera 
donc à déduire des neuf équations (1) , (2) , (3) , les 
Tsleurs de ces neuf incoooues en fonctions (fe<i 
mais comme ces équations mnisraient la força R et 
kw trois coordonnées C, qui sont aussi incon* 
nues, il faudra pncore qnntrfl autres ëquationSy que 
Ton obtiendra de la manière suivante. 

44B. Soit I» une foMUoB donnée de « , C , 7., et 
MprésentOM par L = 0, Péquation de ta surface du 
iMibiie, lappattéaà ses aieapriaeipatu qui se cou* 

#t cos A 4* yt cos ^ «f» Si cos r -4* * 

pour la quatrième équation qu'il s'sgisssit d'obte- 
uîr. 

lacaqnalenobilasara terminé psr une pointe, et 

qu*i! tntirhrrn constamment le plan donné par son 
extrémité, les coordonnées C, y, do poiut K se- 
ront constaBiei, et donntfes d*aprte la position do 
eette point* sor la aorboe ot ses distances ans 
plans des axes principaux du mobile, rjni se cou- 
pent au point G. Mais les équations [5] a auront 
plus lien en un point deeettenatore \ réquation(7), 
qui exprime que ce point appartient au plan donné, 
subsistera toujours, et il suffira de la joindre aux 
équations du numéro précédent, pour déterminer 
lOB neuf ineonnnes du problénae et la grandeur de 
la forée R que ces équations renferment. 

449. Qti.ind le plan donné sera lîip et KorÎ7o?)tnl, 
on le prendra pour le plan des coordonnées < et y ^ j 



pattt tm poUiiG.Si wmi fajaooa 

nous aurons (n» 21) 

dL dL dL 

ooix'ssT— , cos s «o§/=^— , (6) 
d. êC V 

où Ton prendra l« rifBOdo V dounnière que les 
angles x', . <f rapportent k la partie intérieure 
de Ia normale ù la surface du mobile, qui sera la 
partie sopérieitre de la uetniale an plan deaa& 
L'une de ces équations sera une suite des deux au» 
très. En mettant les formules '4) à la place de 
cos a', cos/«', cos r',et les joignant ensuite à l'équa- 
tion LaO, on aura dé^li troto des qnatru dqnatieat 
demandées. 

Si l'on représente psr X, y, », les coordonnées 
courantes du pian doDDC, rapportées aux mêmes axes 
fixes que «1 ,f» ,Mi « et on observant q^ a, #41^ 
sont les angles que fait la normale à «• plan aven 
ces aies , 00 aura pour son équation, 

m QOi *^ y cos -f» s cos r » f 

f étant une quantité donnée, qui sera constante, 
quand le plan donné sera fixe , et, généralement, 
unefoiKtira donnée de *. B^aillcurs, en supposant, 
que *, jf, », répondent au point K. qui appartient h 
ce plan, on aura, d'après les formules du np S77, 

s = X| -f- <]a -j- 1>C 4* ^ 
y = y, 4- a* 4- L'i, 4- c'y, S (6) 
s = i, -f o"»4- b"C 4. e"y. ) 

Les valeurs de y, », devront donc sattsiaire à 
Téquation prdeédonto^on les substîtrwt dans eeHo 
éqiîatioa , ot ayant égard ans foraraloa (4) , on 
aura 

j^) ^ e eos 4- y cos »* = { y (7) 

il en résulters 

OMAssO, ao«|s8BtV ooivasl, {sO; 

ce qui réduira les formules (4) à 
eoa X' 00a fi =siV\ cos .* s= 0". 

Kn vertn des dons proniéros dqnationa (1), le otom- 

Tcment borimnlnl du point G sera rcctilipne et 
uniforme^ sa viie<>:^e, parallèlement au pian donné, 
dépendra de la percussion faoriiontalo que le no- 
bilo aura éprouvée à l'oiigiM du atouvaraeiit. U 
traitième équation (1) donnon 
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M qui fen MiuMiln it wlsur de Ep qmid m, mm été 

é^Mtimt (4) defindronl 

+ (B - A) jijrf» = 1 (^^+ (•«" - 
Mg + (A - C) i|N«l=:K ,) - 



«t réquation (7)80 changera «o eetle»«i : 

+ ef'm + + c'V = 0, (0) 

de laquelle on tirera la valeuf de , ponr la aub- 
iUlMr dma les ëqnetioatprMdeiilOT. 

Ainsi, dons ce cas, le problème dépendra des 
équations (3) et (8), qui serviront i déterminer 

Tf ff , 4i K fonctions de tj comme dans le mou- 
fiw rt d*an «orpt toUde milovr dCm point lit*. Si 
le point K Tarie à la surface du mobile, il faudra 
éliminer de ces équations les quantités «, C, y, au 
moyen de L = 0 et des formules (5), qui seront 

dL dL dL 

rf'esV— , y'asV— , c" = V— (10) 
iZ» êC dy 

Si, au coQtrairei & «st constamment le même point 
dt b ittilkoe dn mobile, en mettre dene le* équa- 
tions (8), à la place de C, y, lea coordonnées 

constantes et donn«?es do cr point. Ce second cas 
Bcrii celut du mouTcmeni de la toupU sur uo plan 
iMrnoetal, altatraeiion faite dn ftettement de la 
pointe R contre ce plan. 

Dans l'état d'équilibre d'un corps pesant sur un 
plan fixe et faoritontal, la droite GK sera verticalei 



déteraUnée. In nlme tempa, lea 

. Ce") df, I 

- •«")*, ) (8) 



ai cetëtat eat atable, et qu^aprèa en eveiréoetld 1* 

mobile un tant soit peu, on TalMUldoillW k hll- 
même, il fera «irs o^c!n?ition«; tr^s j'Ctitea qne Ton 
déterminera, aussi approiimativementqn^onTOU- 
dra, au moyen dea dqnetieae pideddentaa» Je ne 
contente d'indiquer cet eieoipiley corae m 
exercice de rolrul. On pourra supposer, ponr fiier 
lea idées et simplifier la question, que le mobile 
aeit m ellipaiMe bonesèM, en bien «ne aphèf» 
dont le centre de giavilé ne edbieide pea avee le 
centre de figure. 

460. On peut obtenir deux intégralea premières 
dcadqnati«na(8). 

D'abord en les ajoutant aprrs li"s nvoir multi- 
pliées par o'\ b", af'f leurs seconds membres dispa- 
raiaaent , et , en intégrant, on tronre , ooaune dana 
le»"41S» 

à^p -h SV'f H- CaV s < » 

/ étant nne oonatante arlrflraire qui nprimeie le 

somme des momens des quantités do mouvement 
de tous les points du corps, par rapport à ua axe 
▼ertical passant par le point ù. 

Pour obtenir une seconde intégrale de cesmèmea 
équations (8), je les ajoute, apiès lea BVeir mnitt* 
plices par ^ ce qui donne 



Crdr + Bj^ + A|K(p = ■ (^+ s) K*"r - «"f) 
+ «(«^ - e!»r) + y (d«« - rp)l ilr, 
oobia8|à cause des trois deroièrea dquatiiHia(8}daiio41lt 

CWr + %dg + Ap^p = M (L^ + , ) (.da" + Cdb" + ykf>]. 



le dinrenlianl Pdquation (0} , par rapport à on a 

dai 4- «Mb" + Cdft" 4- s — (o^'d* + V'dC + (/'dy). 

Or, le aeeend membre de cette dqnation eal nul , | aent eenatentea. 11 eat encore iéro, lorsque S. ee dd* 
quand K est toujours le même point de la surface 1 place à cette alirbee} car, en Terta dea dqnn* 
du mobile, puisque aioca aea eoordonnéea m,C,yf | tioaa(10),on n 

* ydh dL dL % 

n'd» + FdC -I- flWj^ » V de + — dC + - rf> j s: VdL; 
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toute la durée du mouvement^ et, consequcmflmty 
dL = 0. Oo aura donc, dans cet deux caa, 

«t, en intégrant, 

h éta nt la constante arbitraire. 

Ce* deux intégrato nfbwrt p«at létomin U» 
ptoWlrn, knfu1li*«|ii« d*un taliitlwaiogèM 

«H 

4. 1^9 as ~ I pi 



fÊÊ UM «wCiM dto téml«li«i{ ce qui a 

lieu, par exemple, dans le r^<i de la toupie l'aie Jp 
figure eat la droite tiE^ en luppoaant que C »ott ie> 
■ornent d'inertie qui répond k Ml axe, on aina 



B = A, 



= 0, C = 0; 



y aera la longueur de GK.^ et, d'après 1 équation (0) 
•t«f* s coa I, OO «m 

Si 8S — y cos * , 

pour l'ordonnée verticale du point G. La prvnnère 
éqmlMB ^ dmuMva rs= m, en désignant par « une 

conslantp nrbttrnirt qtii rrjirésrntera lo \îtesse de 
rotation du mobile autour de »on axe de figure, 
lala d'apréa lfla«alevaitt4^«t V(tfai8)»«ll«i 



la* dow int^ralea qu'on «livofdM dtvimdrantdonc 

Gb 001 I — A liaa I — = f , 
it 



dau la oooatanto It. 

dernièrea équations feront connaître , 
att moyen des fonctions elliptiques, les valeurs de 4 
ot < eo fonctiona de t, la troisième ^nation (3) don- 
nora oaauilo la valauf do f { oi la prâblino aota ré- 
Bola, comme celui du n« dMi dont noua noat aoHi> 
■MO oocopéa on délaiL 

451. Le mobile étant toujours un sollHc Ac réra 
lution homogène et terminé par une pointe, et ce 
oorpa touchant constamment le plan donné, par 
Postidnilé E. do cotte poiate , anppoociDO 



kdp 4. (A — C) nfdt = Ry 



nant que ce plan soit en mouvement , Ae sorir q^e 
les angles x, /u, r, et la quantité f soient des fonc- 
tions données de t. L'axe de figure répondaal OU 
momont d^nettio C, los dons ontMO flMNBona 1 Ot A 
seront égaux, les coordonTiérs a et f seront xéro, 
et y exprimera la longueur do GK.. £n désignant 
par m une constante arbitraire, U première équa- 
tiiiB(8)deoiioraottcorof94oa colloque la Titoace 

,Tnp;ii!riirr fin moliiîe nutour de son aie Je fii^ure, 
sera constant^ comme dans le cas du plan fise. Si 
Von a égaid onzfanmles (4), io8 tan antres éqn«- 
tiona (9) doviendtciit 



[a cos X 



Kdq — {\ — C) nqH SB — Ry (6 

L'équation (7) deviendra de même 



•4* a' 008 t* 4* 0 '^t 

A + i' Mi ito «f- V> OOi t) d». 



Ot loi dquaUoiii (1) et (t)iio diai^eront paa. 

Le système des équation8(l), (3), (It), (18), devra 
donc servir à déterminer les neuf inconnues p, q, 9, 
4|l, «I ,yi ,«1 ,Ri mais l'intégration rigoureuse 
do ooi éqnalioMOit inpoaailde} et, ponr on dédun 
dos valeurs approchées des inconnues, qui ne soient 
pas très compliquées , on est obligé de restreindre 
la généralité de la question, par différente» suppo- 
iitioDi qao Ton dnoneoio àmaawo qn'eUoa aonml 
nécessaires. 

468. Je supposerai, en premier lieu, que la rota- 
tioD da noliile aatonr do aon au de figure eat très 



rapide, et qno loi diffdnai flMwroneno da plan 
donné sont trèi tenta par rapport à cette rotation; 

en sorte que, si, par exemple, la perpendiculaire 
au plan donné, menée par le point oscille de part 
ot d*ontro on tourne oirtonrdo la Tcrticaleqid paoeo 
par ce même point , la durée de chaque oscillation 
ou de L'hiiquc ré«olutîoTi soit très prando, relative- 
ment a uuereToiuiiou du mobile autour de raie 
KG, ot do nême, ai lo plan donné oiéento doo oooil» 
httions parallèlement ù lui-mêm(*i 

Je supposerai, secondement, que les angles t et>i 
varient aussi très lentement par rapport à Tanglo f , 
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hypothèse ffoi Hctt i f»re ronfîrtnée à pùiteriori, 
par Ie« vileurt que Voo oblicodra pour OM trois tar 

gles. 

£n négligeant, dans une première approximation, 
U différentielle qae contient h troijipmp ««qua- 
iioo (3), et eu a appoaant qu'où ait f=U quaud L^Of 
«■ mm |r-w»^ à m inatant qadeoiMiiie. An aoyen 
dwf«ffam|fi d« 398, M «nn ■Ion 

• eM»4* ^ M + «01 » = P fin iit^ Q coti^ 
« m X -I- i' ooti» + CM »=P cMirt^^ lia «(, 

où l'on a fait, pour nbréîrer, 

P=: cos A. cos Isin v-t- coç cosBcot^ — 00»rlinl| 

Qfcoi X cos >}. — eus (Ut sin ^ ; 

et les équations (11) deTieodiont 

A.d^ + (A — q fi|ii(=Ry (P sio «< + Q cos fii)d<, 

A4f— (A ~C) i4i{»sR^^ tia fil— P OM 



Or, dans In seconde hypothèse, les qumtin's Pet Q 
varieront très lentemeoti il en sera de même, 
ooBune on le ««nm M 4 Thtmo , i Pégard de &i 
en intlgmton é^atioitt, on pourra doue eonsî* 

àt^TPT, dans une première approiimaf ion , P, Q, H, 
comme dos quantités constantes , et n'avoir ^avd 
qu'k la TariaUoD de tin «i el om «Idans lemie- 

conds membres. Si « est une très petite Iraeliom 

de • , et que le coefficient de sin nt contienne, par 
exemple , un terme qui uit coî ml ^our facteur, 

sin ni devrait être remplacé par sin (" 4''") ' 4" 
sin (n — ei} f ; eu regardael eoMMie conslont le 

eoefieimtdeatenlyCelaiefioBidoiieà négliger atf à 
l'égard de ni , da moins dana k fremière eppreaU 

mation. 

De cette manière , les intégrales complètes des 
équations | 



y ss 0 sio 



(A — G) «< 



^ £ cos 



(A. — C) nt Hy 



,«DeMi_J 



K aia 



A 

(A - C) is/ 



^ (q OM •# -h P «itt «<}, 

Irt — P «M R^i 



+ - (Q 



D et I Aant 1m deni eeutantM arbitriirM. Penr 

he déterminer, je suppose qu'à Toriginé du mou- 
vement, l'axe instantané de rotation a coïncidé 
avec l'axe de figure ; on aura alors |> = 0 et jjp=0, 
qoeod t= 0 $ et si roB désigne per Q*, K, 1m 
valeoie de P, Q, K| qni ont eu lien, à la 



qae,ileBfdinttein 



On ' c» 



dose, à na inelant qadoenqm , 

ÇA— C}er 



— 1 (Painaf + QoMiiO 



] 



9 



f=--^R'(P'0Mi_i Q'«nî-^J 



— a (P cos m — Q sin ni) 



] 



ha faisant s = A< dans les deux premières équations uu eo déduit f 

sin lA^ = ^ ain Kl 4* 2 cos nt)dt , 
dl s aia dif — p om 

eft en f nraltant pour p et 9 leva talenrs pidcédenlM, il fient 



¥ ain ' 

Dr, îi C nVît pns une très petite fr Action de A , 
il faudra , pour que I et 4 varient très leutemeot | 
conuBe on Pa supposé | i|ue Im fennM dépeadaae 

Ou Ont 
deaia «-eteos — dispatelMant dene cm fanaa* 
A A 



les \ conrJition qiic l'on reropJira tonjonrs, t-n sup- 
posant qu à Torigine du mouvemeot, l'axe d« fi- 
gvreKG'edneidait evee la perpendienlaireaBpiaa 

donné. 

En effet, ù l'origine du mouvement, soient « 
I l'angle que la perpendiculaue au plan donne lait 
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avec la t^crticalc, et l'anple que sa projection 
horitootale fait avec la droite d'où Ton compte 
ruigle4< A cette époque, on mon (a* 8) 



C08?=:cos 1, nos ^ = ttD « cot t', cosx = sio(>ini', 

et en supposant que 4' 0t ¥ soieot les valeurs iot- 
tidM de 4 «t I, il M léniHen 

P* s3 CM |l Sio a «M (t* — 4') — tin f CM I , 

q^BtiniiiiiO'— 40. 

Or, ri Vnm de llgora ■ été pcrpcndionldM aa ]»ba 

donné, quand le mouvement a commencé, un aura 
4' = et I' = t i d'où il résullera F=0 et Q!=Oi 
ce^iiddnit Im foraralMpiréedd«Btesk 

4M. ■eiotcmnii ilfii«t«nc«re supposer que la 

perpendiculaire au plan donné et Taxe de figure du 
mobile, s^écartent trèspeudela direction verticale, 
pendant toute la durée du mouTement. Le supplé- 
ai«iit de Pcoflc I sen cooiltnaMnt très petit; 
tu I est Pangle obtus , compris entre la verticale 
ment'o de bas en haut par te point G, et la druite 
nieuec de ti vers le point k qui est au-dessous de G. 
Hom n^iigeiwu le ccné d« rin I , et bou pren- 
drons cos t — — 1. Les quantités cos x et cos /• 
seront très petites; en iH^'^lit^eant leurs carrét| on 
au£û cos » = i. Uu a d\ull.jurs (n<» 378) 

, c"=co8 •= — I, 



0 — sin 8 sin 4, c' = sm 6 



H 1 1 0 i.: U s 



£n négligcaut donc les produits aia I cw a. et 
cet I ee« M} l'équation (12) donnera 

«I =• > { — *l cos X — T-j 003 /*. 

Si donc , ladépendamment de U petitesse de eus x 
et me «s, lee oieilietione veriieales du pien dtmné 
■ont Bosii supposéeb très petites , les variations 
de Zi to seront également ; la taleur de R| donnée 
par la troisième équation (1), savoir, 

d> Si 

» = '' + "-ir' 

différera très peu de Jig \ et si i un nc^li^e les pro- 
d»Mt 

doits de elde olMcune des quantité» cosa, 



pos fi, sin i, il suffira dn nr-tfrp r> la jilarn de S , 
dans les équations (13). £n y mettant aussi les va- 
dePelQyi 

7>r' 



•InMI: 



sin l^eeea ein4-'«M^eee4}d^ 



Buy 

dl = ~^(cee a CM 4 — > ooe M iin 4) d». 

Les deux premières équations (1) deviendront | en 
I temps, 




8S9 cet A, 



dt» 



Sa différentiaot par rapport à t les valeors de • 
et s^, et neltant dian lien de dL sin I, on a 

do == sin 4 dl 4" 4 ^''^ i 
de' = ces 4 dl — sin 4 «in id^ ; 

et si Ton substitue dans ms formules, à la place 
dnain ld| eldl|ienn valeurs précddenlei , il en 
idioltn 



db e^nidl = — «i eee ^ , 
de* 4. cmdi s= « cas xdf, 

on Pnn a fait, ponr elndger, 
Cm " 



Ainsi la question eri iddoito finatenent à l'inld- 
pntion de ces équations Undeiteei èeoefficiena 
constans et du premier ordre , par rapport aux in- 
connues c et e'. C'est aussi en emplojaat ces 
mêmes inconnues, e*est-à<dire» sin • sin 4 et 
tinlooe 4, dans le problème du mouvement de In 

liincflntour de son rentre dp trrayité, que In grange 
a ramené a ia forme iiucuirc les équations diflereo- 
tielles de ce peabline ; œ qui l'a conduit i respli» 
cation complète du pliénomène de la lilration, 
qu'il n'avait pas donnée dans ses premières recher- 
ches sur ce sujet. 

464. Bn intégrant les éqnationa (16) par la nd- 
thode ordinaire, désignant par k et A' deux 
constantes arbitraires , et remettant pour e et e' 
I ce que ces lettres représentent, on a 



sin t sin 4 = ^ >>» -h ^ 

«-> m sin «si y (cos ^ sin ml — cos x cos ml) dt 
— • M eea mtf{jM f» oea ail eoa a sin ail) di, 

ain • ces 4 = ^ <MM A' M* 

— ni CM ail y(oos fi sin Ml « eoa a cos mt) dt 

+ as atn au /(cas cne «I + 00s a ain nU) dl. 



Je supposerai que les intégrales indiquées dans ces 
formules commencent avec I, et je représenterai , 
comme plus haut, par I' et 4' valeurs initiales 
de • et4t MiCuiaot I =0, on aura 



* ss sin f cos 4', 



sin i' siu 4^1 



pour les valeurs de k et k\ qui seront nulles , lors- 
que l'axe de iigurc du mobile sera vertical à l'ori- 
gine dtt mouvement, auquel cas on aura l' a 0. 
I«nqneieB valeunde oee a et cos 1» en fonctieiia 

de I, seront f rTcnirerm itt ficntnècs , on cfTecluf r » 
les inlégrattoos indiquées, et les équations (lôj fe- 
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ront oonn lîtrçi les valeurs de • et 4« > P*"^ consé- 
qucul, U posUiou de Taxe de figure du mobile, à 
m ÎMlMit iiiideeaq«e. Diaprés U iraisièn* éqaa- 
ûan (9), un son, ta mène l«n|M , 

f = la - 4 + 4', 

•n j falMnl «m I as — 1 , et «nppoiant f = 0, 

quand t — 0. f fs deiu premières équations (3), 
dans lesquelles on fera simplement 9 = nt, don-> 
pvent les velevri de p et j, leiquelk*», en les joi- 
I^Bt i r = » , détermineront , à «H iDtUnl quel- 
conque , l'ntp dr' rotation et In vitesse angulaire du 
Bobile autour de cet axe. Enfin, perdeuK intégra- 
tioM «ooeetsivet, en tirera des tfqmtioos (14) les 
«•leurs de *i et yi en fonctions de <; d'où l'oD dé- 
duira immédiatement celles de xi et R. 

Les valeurs approchées de toutes les inconnues 
do problème seront donc dèteimiiièes , an moyen 
dse valems donnëse de ce* x et ees m* Au moyen 
(If rc* vnlcurs approchées, on pourra calr»ili;r celle» 
des quantités qu'on a négligées dans cette pre- 
viète approsinMtion; en eyast égard, dans une 
seconde apimsimetion , à ces quantités ainsi cal- 
culées, on parviendra à d'autres valeurs des incon- 
oaes, plus approchées que les premières ; et , «i 
Ten coBlinae de cette ttonière , en ebtiendra , par 
le|iioeëdé général des approximations successives, 
des expressions des inconnues , aussi approcliies 
qo^on voudra. îHuus uous arrêterons à la première 

/ CM X ces wUit 8 eet ail / ces X 

et si les ▼sriations de oee X sent très rapides par 

rapport h celles de sln mt et cosmf, quoique très 
lentes par rapport è la rotation du mobile , cette 
série sera tfèa cent ergente et ponrre se rédnire i 
aen prenicr tcnm; ce qui revient à considérer 
cos mt comme une quantité constante dans i'iaté> 
giele y cos A cos mtdt. 
De cette esenière, et en snppesant i s 0 et 
SB 0, les fonnoles (16) se réduiront à 

sis ••itt4=s— «/MOiitffi «in 10084= w/ms xdt 

Sirod ioppOMOiissi qnc looentr«degrafitéd<mo> 
bilo n*ait fO(«i | à renigino dn menTeosent | oocnne 

de, 

f itoiio Iwfisnntale , de sorte qu*on eît » as 0 et 

dl 

%t 

— sd^ qnoiid * = 0, les dqutwns (14) deiuw 

dt 

ront 

±|.=^/CMXdr, ^=:f/cOS#.A« 

les intégrales commençant avec t , comme dans les 
équations précédentes. En les éliminant et reniet- 
laat ponr sa ealeur, en aora donc 



approximation; la seconde et les suivantes n^aii* 
raient d'autre difficulté que leur longueur* 
4B5b Le Titease de retatien % impriaide en mo- 

bile autour de son axe de figure, étant supposée 
très grande , la quantité m sera généralement très 
petite. 11 résulte donc des formules (lô) que les 
«ariatiena de ees x et ees j», provenent dee petites 

oscillations de la normale au plan donné sur lequel 
le mobile s'appuie, seront très affaiblies dans la 
valeur de I. Par conséquent , si le mobile est ter- 
miné i sa partie supéiienre par nne surfiice plaee 

periuiiHlculaire à son aie defi'„Mire, r^i fi l'nri- 
gine du moutemeot cette surface soit horitontale 
et Tue eortical , ce qui fera dispsraltre lea tannée 
multipliés par h et V, cette surface conservera 
sensiblement son boriïonlalité pendant toute la 
durée du mouvement , malgré les petites oscilla- 
tions do plan donné , et cela d*a vtaot plus eieete- 
roent que la vitesse de rotation imprimée au mobile 
sera plus considérable. C'est sur ce [irincipc qnVst 
fondé le moyen qui a été propose pour obtenir ii la 
mer, indépendaniMeot dee nonvemens de «isniie 
et de Umgttfi* du vaisseau , un boriton artificiel 
qui puisse servir aux observations astronomiques. 

A raison delà petitesse de m, on peut considérer 
sîn erf et ces atf oemme des quantité eenstentee 
dans les intégrales que contiennent les formu- 
les (16) Ainsi, par «Lcmple , en intégrant par par- 
lie , on aura 

d< 4- M lia flrf /jr ces X df> 4* etc.} 

La diOSArenee de signe dans ees deus fornnles pro* 

vient de ce qtic l'an Je >{r augmentant de 90", l'axe 
des abscisses positives ve tomber sur Taxe du or- 
debnécs négatives , et celui-ci snr Taxe des abicit- 
ses positives ( ■« S78 ) ; en sorte qu'en mettent 
4 4* dans la première formule, il y -faut, en 
même temps, cbanger yi en — *i ; ce qui donne 
la aooondo femule. 

In divisant ces équations Tano par raolrO| il 
vient 

Or, si Ton mène par le pointG un plan parpendlcn 
laire à rase de figure GK. , 4 est Tangle que fait 

l'intersection de cet éqnateur du mobile et du plan 
boritontal des *i et yi , avec l'axe deaxi } d'ail- 
leurs, les ▼ariablcs m% et yi sont les eoeidonnéoi 
de le projection dn peint 6 sor ce pisn horisontal; 

il en rr>iu!tf Anur qiip rr-Hç interscction cst Con- 
stamment parallèle à la tangente à le courbe dé- 
crite par la projeetien borisontele do centre do 
gravité du mobile. Si Ton appelle m la vitesse bori* 
Bontale de ce point, de sorte qu'on eit 
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pour !• limit à» naalintismi dv imbih f or le plan 
horitontal , UqoéU» lAeliiuiMii Mt l« tuppléiBCBt 

de Tangle t. 

Cm différentes' formules, et les conséqneoces qui 
•*en dédttbml, «abiîtl«roiil tmiqueh vitcneu 

de rotation du mobile autour de son wmm d« -figure 
sera très grande; mais In résistance de Pair et le 
Irottement de la iK)intc k contre le plan sur lequel 
te nobile •'•ppoi«,diaiiinMrmiteoo<iii«eUeaieiil 
cette vitesse ; et quand elle aura cessé d'être très 
grande , l'aie GK s'écartcro de plus en plus do la 
direction verticale , et le mobile finira par tomber 
tnr M plan , canine dam !• en de h tea^ otdt' 
naire. 

On doit aussi observer que les oscillations verti* 
cales du plan donné , d'où il résulte des variations 
•HemetlTe» de la qvaatitél, n*onl aneiiae iDfioeaee 
sur les vari.ilions drs angles 4 Mais si le plan 
donné s'élève ou s'abaisse verticalement d'un mou- 
«enenl nnifoménieiii aecdléré , la qnaotité { oouh 
priie daof len dqoatiea {n* 448)t renfonnefa on 
tanne ± i> jfP , dans leqoel ^ rcpidaentera one 

ipaatité constante et positive. La valeur de R dont 

on a fait usage dans le n " 453 , au lieu d'être M^, 
sera alors U (j^ :t 9') i °° devra donc remplacer^ 
par 9^9' dans la valeur de «s; eo aorte ^Hui 
mouvement de cette nature influera sur les varia- 
tions de • et 4< Si le plan donné s'ubrsisse, auquel 
cas on devra prendre le si{jne inférieur devaut g\ 
il faudra qtt*on ait Jl' < f i eam qnoi la valeor de R 
deviendrait néiiativc; ce qui si;;niriernit que le 
mobile cesserait de s'appuyer sur le plan donné , 
qui tomberait plus vite que ce corps pesant, et s'en 



$ n. Cm eè f«n 0 ignd av/SneMuMni. 

4iMI. Dant rdiat aetoel de la aeienoe, les lob du 
Trotteroent des oerpi en mouvement ne peoreot 

être déterminées que par l'ei [irrlence ; avant d'in- 
troduire celte force | d'un geure particulier, dans 
lei ëqnationt do atiowenent d*nn eorps qui s'ap- 
puie sur un plan donné, nous allons donefaire con- 
naître les résulUla géodraude TolMirration aur 
cette matière *, 

1* Le frotteomt d*nn corps solide sur no eofie 
eat indépendant de la vitesse du mobile; 

2" Il lie 'i'-ppndpaanoapliM de TétoÏMlne de le 
surface frulLautc; 

S» Il eat proportîoimel à la preiaion totale oser* 
cde aur cette anrfaMk 

* 1m «^MmomIm filua wéeMUm wm r« tujct ImporUtit toni 

Cllletde IL Moriii, onic;«r cr»rt;ilrri« Blls : ! ,, ]"f:cote ili Km, 
<iaat U IravaU «at iiw^ri ilant le lonie V tir* Ucoioircf préteutvi 



Cea deoi demiéne loiaioiiteeneeqiiiontettaai 
lieu dans l*dlat de atpoi (n* IN), à PimUnt on Vé. 

f}Mililyrp yn «if rompre, et quand le mnlnr-t <\n 
corps a duré asseï long-temps pour que le frotte, 
mont ait atteint ton waaiftnnai. 

Relativement à un fluide qui coule sur un corps 
solide, le frottement suit des lois ditlt rcutt s On 
admet, d'après l'expérience, qu'il est alors propor- 
tionnel k la vlteate do fltUde et k rdtendne de la 
surface, et qu'il ne dépend pas de la pression. 
Quond il ï'n'^'it d'nn fluide aériforme , ilyaliende 
croire que le irolteracat augmente ou diminneavee 
la dentitd , eeaune oooa l*evooa aoppoid dana te 
n° 444; do sorte qu'à température égale, il se 
trouve dépendre indirectement de la graodenr de 
la pression. 

467. Suppoaona aetoellementipi^nn oofpaaolide, 

dont la ba5P rît Tinr snrfarc plane d'une <?lcndue 
quelconque , soit posé sur un plan fixe et borison- 
tnl , et que la vertiealo mendo p«r eon centre de 
gravité G (fig. 08) rettcontre la plan fixe dank l*é- 
tendue dr rt'ttr base, ce qui est !n coTidition né- 
cessaire et sulFisante de l'équilibre. Soient M sa 
masse, et P son poids. Bn «m point A de aa antfaee, 
■itué dans le plan borisontal mend par le pointer, 
nttarhons une corde qui •virr.nr pns^rr snr une 
poulie fixoR, de sorte que RA soit le prolongement 
de CIA. A reilrémitd ioférienre C de cette corde , 
suspendons un autre corps dont la masse soit ■', et 
le poids P', et qui ait son centre de gnvité G* SUT la 
verticale menée par le point C. 

L'dquililire aubaiitera tant 4|ue le poids F, ang - 
mentédtt poids delà partie verticale de la cordo^ 
sera moindre que le frottement de M sur le plan 
ùtc , et de la corde sur la poulie et si F' aug» 
mente graduellement , réqullibre se rompra à Tin- 
stant où P' surpassera cette somme de frottemens, 
diminuée du poids de la corde verticale» Si t'nn 
néglige œ dernier poids relativement u P', et que 
Ton déaigna par F etP lea frettemeoa de 1 contto 
le plan fisc et de la corde contre la poulie fixe, qui 
ont lieu immédiatement avant la rupture de l*dqus< 
libre, on atura 

P «m F + r. 

U pression eierede snr la base de M est le poids P 
do ce corps ; le frottement F cet donc preperiie u nal 

ù p. D'après ce qu'on a tu dans le n" 302, !p frotte- 
ment ï' est aussi proportionnel à la iproe t i par 
eonadqnent, on a 

F = fï\ f = ff, 

en désignant par /* etf des fractions lodépendan» 
tes dea grandeora de P et F. An moyen de «at vn- 
leofa, rdqnation prdoddente Revient 



P';=fP+/yPi 



d'où Ton tire 



t +r p- 
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ie pouls y étant conçu à 1 instant où l'é^ailibre 
aonamiM à sa rompra, eettaëqaalion éUmnàatn 

la valeur de /*, relatiTe au corps H et au plan hori- 
ïoiitaî sur lequel il est po^é. quand on connaîtra la 
valeur de f (jut répond u la corde et a la gorge de 
la poniie. te BOjen indiqué dent le n* M9 fait 
connaître cette yaleur de/*, indépendamment d'ati- 
cune autre quantité de même nature, d'après l'on* 
gle sons lequel le mobile commence à glisser sur 
■a plan qne Ton inetina gtadueUanent, 

468. Dés que le poida anfuenté du poidi 

de la corde Tcrticalc , remportera un tant soit pru 
sur U quantité F •f' Téquilibre sera rompu, 
et, à plus forte raison, pour uu poids P'eneore 
pins grand. Le corps M glissera sur le plan hori» 
tontal, et H' HrsrrtKlra Terticaîfmfnt. Pendant ce 
mouTemeut, j'appellerai U le frottement de M con- 
Ira ce plan , qui sera nne ftaelion donnée de la 
ptassion P. Quant à la poulie B|On ponxia suppo- 
ser quVlIe est entièrement fixe et demeure immo- 
bile, on bien, qa'eUe tourne autour d'un axe hori- 
•antal, perpendiealaireatt plan delà eorde ABC 
Sans le premier cas, il y aura, pendant lemouTe- 
ment, un certain frottement H' contre ) ) poulie, qui 
sera dilTérent de F', et devra être ajouU: à fl j dans 
la aecond eaa, si le eerdeae glissa anennenMnt sur 
la poulie, il n'y aura aucun frottement de Tune 
rontr*" l'autre; mais il faudra tenir compte du 
mouvemeai communiqué à la poulie par linter* 
Biédialw da la oarda, coana ai aile f élailalto- 
ehée. Je supposerai qoe 60 eoii la aaaend daaes 
deux cas qui ait lieti. 

Pour former l'éqoation du mouvement, dési- 
gnons, ad boai dn temps qoélconque f , par s et 
a* les parties horitontalâ at verticale de la corde 
Aie, at par #• at y laun nusses. Les vitesses de M 

«tV.è aat ioitaiit, a«anl et — ; al Tea 

d( dl 

ds* ds'* 
pourra représenter par a — et a' — les résis- 

d«> 

tnnrcs de l'air csprr(?r's à tcurs surfaces^ a et a! 
étant des constantes qui dépendront de leur forme 
aida leur élandua. Si Pan appelle g la gravité , les 
fonaaoMlviaae appliquées an sysiéma sarantt donc 

ds'* 

le poids (3i J y, diminué de la résistance 0*—^ 

dl> 

al la force horiionlale I , angmentéa da la résis- 
da» 

tança a-^. taure moaiens, par rapport fc l'asa 

do la poulie B, devront »e retrancher l'un de l'au- 
tra { et an appelant e la rayon da cette poolle «ir- 
culaira, on aura 



pour leur différence. Les forces motrices qui auront 

*a' 

effeeCWenantUatt larant ^•^^ 
d>a 

vertical, — (H ^#»} — dans le sansharisaolal, 
d»i 

et eeltas da tons les poiala da la poulie^ tas oio* 

ntens de toutes ces forces par rapport à l'uxe de la 
poulie devront s'ajouter^ et la vitesse angulaire de 
1 de' 

laponliaétant -, si Fan représente par a» sa 

c d» 

masse , et par aiA* son nomeat diaartb relatif k 
son axe, on en conaloiu, earaie dans lan*SM, 
ai** d«s' 

— * pour le moment de ces dernières forces 
e df» 

par rajiport à cet axe; par conséquent , la somme 
des niomens des forces effectives, par rapport au 
mima «so, sera 

Or, pour que les forces motrices appliquées au sys- 
Unm fassent équilibra, an aiayan de Taia da la 

poulie, aux forces ffTprtives, prises en sens con- 
traire de leur direction, il faudra que les deux 
quantités (a) et (&) soient égales antre allas; d*a6 
Urésottava 

0' + '' + — )-5r -(■••"•) liT- 

da'* ds* 

La corda ABC étant ragaidéa oaniina imxlMsi- 

ble, la fïomnie de ses parties sera conslanfaj an 
appelant l sa longueur totale, on aura donc 

de* d» d» b' ^2 

Soient « le poids de U corde entière, et p le poids 
da la maisaai da la paoUaiOa awa aussi 

ma ma 

anaé(;alaniaat 

at parce que le froMaaMnt H ait praptwlîannal an 
poids P, on a, en onira , 

Hsi AP, 

en désignant par b un oaalBeiaiil iadépwidant da F. 
Au «Mfande cas difféNatas valaort, réquafion 
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du mouTemeni devieodrn 



•+ - + (• + «') 



460. Elle n'e«t point iotëgrable sous forme linie, 
à moiM 4|B*ttii m néglige 1m tensN qui provien- 
mot de It téiitlaiioe à» Tair $ m qm !• réduit k 

d* » gC» 
•n faisnnt, pour •brtgeri 



Son iatégnIvconpUto 
* = C» +c'# +— 

e 



C et C* éUnt les deiu constantes arbitraires , et « ia 



En sDbttitaaat eetto veleor de s dine l«s t 

de l'équation du mouvement qui proviennent de la 
résistance <\f i'piir, et intégrant de nourcou cette 
équation, on aura une valeur de s plus approchée j 
ouis ■OUI août mètmm k b précédante; «t pwir 
détOTmiov Im eomtaMlw C et C, J'appelleni > U 

valeur bilialede s; on aura a =>et— a 0, 



quand < = 0} d'eà il résulte 



-0; 



oa qui donne 



t 



se 



•l,pereonaéqaent, 



à un instant i^uctcoiiquc. 
8i Ton appélle I le leoipt que le peSdaPempleiera 

à atteindre la poulie B, c'est-À dire , à parcourir la 
distance y, on aura & la fois <=lela = Oi d*où 
Fonoonolul 



2al. 



Lorsque I sera donné par l'observation , cette 
équation servira k détermîaer le valeur de • , ot , 
|Mr suite, celle du eoodkient ik rebtif su frotte- 
ment du poids P en mouvement sur \r j 1 m hori- 
sontal. Dans cette expérience , on pourra prendre 
peur Vttn poids quelconque, pourvu qu'il surpasse 
le fretleinenl qui • lieu dan» Tétat d*équilibre. Si 
lepoit^^TT rst très petit par rapport aus poids P 
et P'y C sera une très petite fraction , et l'on pourra 
dévalopper les exponentielles en aériea trètoenvcr- 
gentea,auiv«ntlêe|niiHanoe« de CDe celte me- 



et si Ton néglige tout^-fait la quantité C, on ratu 
•implement 

y — ^*S* ; 

ce qui dnii • irf en elTvt , puisque alors le mouve- 
ment du potdi. V est uniformément accéléré. 
Quelque soit le mouveincnt du •yslémeqoeaotta 



considérons , la tension de la partie bortujutale de 
la eerde ABC eat eonalamment égale k la pina pe- 
tite des deux forces qui agissent '> ■>« •, extrémités 
(□° 352), c'est-à-dire, au frottement U augmenté 
de la résistance de l'air, exercée sur la surface deB. 
Bile est done éenaftnte et égale-k H , eu kP, pen- 
dant toute la durée du mouvement , lorsqu'on fait 
abstraction de la résistance de l'air; et Sa valeor, 
mcsurce par 1 extension d'un ressort placé dans la 
de cette eetde,peata«aii aervir k détev- 
k. 



460. Les valeurs que l'expérience n donnée? pour 
ce coefficient , soit par Tobservalion du temps I, 
soit par la mesure de la tension de la corde , va- 
rient avee le degré de poli deeanrlècee froUaulea 
et là matière des corps ; elles ne dépendent pas, 
comme celles du coefficient ^(n» SflO), du tempe 
pendant lequel tes corps ontdié en cooteel avant 
degliner Tun aur l'antre. Quand cellea^i ont at- 
teint leur moxÙRum , elles surpassent toujouri les 
valeurs correspondantes de A j en sorte que , dans 
Tétai de mouvement, le frottement H cet moindie 
que le fraUement f qni a lieu k Ptnatant où l'équi- 
libre * (iramenct r à se rt>!)i;>rR ; et la tension de 
la corde eu mouvement est aussi plus petite que 
celle qui avait lien an dernier moment de l'équili- 
bre. 

Le poids P étant en repos, réqiiilibre subsiste 
tant que le poids P' est plus petit que F ; mais on a 
remarqué que si P", quoique moindre que F, sur* 
piiK iiotaJ»lemeul H, il suffit U'agiler un peu le 
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fin hmifonUl , par de petite* pcreoMions , pour 
que le poids P te mette en Bioavement. 

Quand le coefficient h est connu , il est facile 
déterminer le mouTcment du poid» P sur un plan 
indioé. le déiicncni |Mt 4 |*iii«limison à» ce plan 
Mrnn plan horitontal| qnidefia surpaiter Ptllgto 
MHM lequel Téquilibre commencera à se rompre , 
on être tel qu'on ait tang *> f {n» 269). Les com< 
poMoto* d» P, immIUIm et perpeadieiileiiee à ce 
plan , seront P sin * et P cos ». La première , dimi- 
nuée du frottement H, sera la force motrice du 
mobile , dont M est la masse j en appelant s 1 es- 

IMce patooura m iNntt dm tempe on amadone 

X^sP iin I. 
A* 

D'aiUeurt, U (iression sur ce plan étant Tautre 
ceapeeente Peoe on aura «oMl 

H = AP cos •' ; 

i cause de Ps= If, Téquatiott précédente devien- 

dra doue 

^esCt-keotOsrtins'i 

ce qui montre que le mouvement sera uniformé' 
ment accéléré , et le même que si le frottement 
n^eurtait pas, et que le sinus de Tinclinaison fut 
dimiané dans le repport de 1 » à cet < k foniléi 
Cetl? quantité 1 — h cot t estpositÏTe, puisque 
Ton a, par hypothèse, A < /et f eot • < 1. 

491. LefrotteaMit fl étant proportionnel à la 
pression, et indépendant de l'étendue de la sotfaco 
frottant»», i! s'ensuit que les pnirjç V ri P' du n ' 457, 
restant les même* | le mouvcmeut de P sur le plan 
beriMatalnediangerepas, quelle que loitl'éteo* 
due de sa base, pour m qu'elle ait toi^îonn le mADie 
degré de poli. Ainsi , en prenant pour c<? corps un 
parallëlipipède rectangle , d'une matière homo- 
gène , et dont tontes lei faeee nient égalenent po- 
lies, son mouTeoMatbeiriienial sera toujours le 
même, si on le pose sncc eççivcment sur chacune de 
ses faces \ et ii en sera encore de même , sur un 
plan inelind, tant le Meewe do peid» F. 

Au reste , cette proposition , que le frottement 
est indépendant Je retendue et du contour de la 
base de P, et simplement proportiuanel eu poids P, 
fovient k dire ipÊ*k ehaqne peint de cette base , le 
ftotteoMOiett proportionnel à la pression relative 
i ce point. En elTet, soient b cette base, dr l'un 
de ses élémeus différentiels , et fdf U pression 
verUoale que «apperle eel élément, de lorte que p 
représente la pression rapportée k fuaîlé de ior- 
face. Il ftiudra que !a résultunte de^ pressions eser- 
^ Cées sur tous les élémeus du 6, reproduise le poids P 
eppllqué an centre de gravité Cr; il fandn denc 
qu'on ail 

/p4r tss P; (•) 



et si l'on mène par la projection du point G sur le 
plan BsOf dew esea berisentans el reetangaUdreft 

rînnt l'un sera , par etrmplr, !n jîfnjpntion de la 
droite GB, et qu'on appelle s la distance de dr 
à cette projection , et y sa d i itane e à Tantre aie , 
en dem anttl aveif 

/xpdr = 0, /ypelr = Oî (»} 

ces intégrales et celle que contient l'équation (a) 
s'étendent à U baie i tout entière. Cela étant, sup- 
posons le frottement de l'élément d<r sur le plan 
fixe, proportionne! h In pression pdtf' qu'il l'pronTP, 
et repr^eotons-le par hpdo-^ en désignant par h un 
ooBflkient indépendant de p et relatif i la Mtnm 
deb inilaeedlrînona aurons 

Il = fhfHh , 

pour le frottement total } et comme les froltemens 
de tous les élémeas sent perallèles è le direction 

GB du mouTcmont, si Ton appelle la distance 
de leur résultante H au plan Tertiœl passant par la 

droite GB, on aura également 

Or, si la base du mobile n le [urnie degré de poli 
dans toute son étendue , le cuei&cient k sera con> 
stant, et il en résultera 

H = A/pd» = fcP, H«, =r A/rpdx = 0 ; * 

par conséquent, le frottement totrtî ne df^pent^ra 
que du poids P, quels que soient l'étendue et le 
eontour desebase; et la direction do cette force 
tombent , k cause de = 0, dans le plan vertical 
passant parla droite GB, elle nepourr» imprimer 
aucune rotation au mobile, dont le mouvement 
sera perallèlek ce plan , conune on Ta svppesé. 

Lorsque les centres de fitfilié dv poids P et de la 
ba«;e h sont situés sur une même perpendiculaire k 
cette base, comme dons le cas d'un pnsme on d'uu 
eylindra vertieal, on satisfRit eus équations (n) 
et (6), en supposant la pression ^ constante et égale 
au rapport de P à Réciproquement, pour une va- 
leur constante de p, les équations (6) donnent 

ce qui exige que le centre de gravité de h coïncide 
avec la projection horiiontale du point G; par con- 
séquent, lorsque cette condition n'est pas remplie, 
la pression p varie néoessairement d'un point k un 
autre de la base du mobile. La détOTminalion do m 
valeur en un point quelconque est alors un pro- 
blèioo très diflicile, qu'on ne peut résoudre qu'en 
ayant égard k Is IleiibiUté de le metîère du mditlo 
et à celle du plan horisonlal SUT lequel il s'appuie, 
et qui donnerait lieu, sans cette considération, à 
une indétermination apparente, conune dans le pro- 
blème du n*t70. 
Si Ton snppoie que les deu ccnlrss do gravité 
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•oient «ur une même vetliMlt, OBMNreéoM k k 

^ ' ^ 

h b 

Par cooaéqueDt, U base restant la mémei le froUe- 
«NaAtetellMnpraporliemMl «MpeileP, eom«M 

si le degré de poli était le même dans toute Téten- 
due de cotle Lu«e; mais, en gënérat, on n'aura plun 
«^=0 , ia direction de la force H ne coïncidera plus 
•iTMle prejeeUe» hudÊnM^ d* lâdniteGB, •! 

quand le poids entrî^încra le? poids P sur le plan 
horitontal, le frottement fera tourner le mobile au- 
toar de la verticale qui passe por son centre de gra- 

482. Le poids P étant toujours po'?»* <;iir un plan 
fixe horizontal, et la projection horitoutale du point 
f «c k caûln de gravité d« k heèee h, 
<|«e Vvn iapflm k ce ooipe , par nn 
moyen qucFconjjue, des qunntitiîsde moutcment 
parallèles au plan fixe , ijui ne le fassent pas tréim> 
«her , o*«eUà-dit« , <|ni m d4k«)b«iit ^ m ImmI 
de ce plan. Le mobile prendre deux MeatreaMm ho> 
riiontaux, Tun de translation, <{u! sera cr>lui de son 
centre de gravité G , et Tautre de rotation , autour 
dt k Tectioek passant pit «• p«ial. Or, il «*agit 
4*«nmtiker rinfluenetdnlkvuânmt «ureM 
différent. 



Télément de 6, et dont la direction sera contraire 
à Mlkde k ▼itAHft de oel Aémest Appekm r 
distance à l'aip rotation ; au bout du temps t, 
désignons par « et y les coordonnées rectangulaires 
da oestre de gravité de rapportéee k des axes 
ftm menés arbitrairement dans le plan horitontal, 
et pîir î l'angle que fait ravec le prolong^nimt rie X. 
i«s coordonnées de dr seront, au méœe instant, 
«•|> r «M I eây-f"' * i ^ nVw daigne par v 
k vitMM^ cA par • et C les angles qw kit a« dirao^ 
tton avee dea pacaUèka ain asaadea* «tyi m 
aura 

4r dl 
9 eoa • s— — r atD I — , 

U àt 



• ooa C ss— + r 
4» 



ci» 



(0 



|mar ka da«a cooipMantaa de eatte vitoaia* Galka 
dtt IraltoaMat aeMnt, «n nêna taaapai 

7 



ftp 

t, ^ ^ ooa Cdir. 



Or, le ranuTement du centre de gravité G étant 
k même que si ia masse du mobile y était concen- 
trée, et quakaforcN motrieea de tout ses points y 
foiivnl aiqdtqndH patallèkinentk Icora diveoUMM, 



amons, pour les éqnatkm da «• 

/«•• mdr, 

du» k 



k ^ 



ces Cdr, 



en désignant par la gravité , de sorte que — soit la 



masse , et supposant le 
toute l'étendue de b. 

En même temps, le mobile tournera autour de U 
Tertkak pasiant par k pokt 6, oanana ai ealta 
droite était fixe, et qne les forces qui n:'i5ît-nt surr»; 
corps ne fussent pas changées. Le moment du frot- 
tement de dt sera égal k la dtférenoej 
de aaadam eonpnaantaa, ai awa ] 



.raiol* 



ftP CM Cdlr . . ftV 

. , r eoa • + «— 



aaanppaaaalifmkntotkna KaadaBakaaMM 

Fangte I augmente, c'est-i-dire, deCaïr des «po- 
sitives vers celui des y positives. Cela étant , ai l'OB 
désigne par m la vitesse angvkira do w ah i lo m 
Pk> 

Jboiit du laatpa t, et par— aon omumuI d' ïMrtia pw 
9 

i^ort k l*axe da toUttoa, on «nra (n* Ml) 
db ftff 

i> — e= /(oo8e«wl->-aaa«ainl)fdr, 

ât b 

pour Téquation du mouvemeat autour de cet axe, 

dl 

dam kqneik on fan* = ^, «t Pm étaadn rinAé- 

grak k k baae antlirak do nwbik. 
Ikna ces équations (2) et (S), ka variables #, y , t, 

ne sont pas séparée? ; If s motjTpmciisde translation 
et de rotation dépendent ainsi l'un deTantre, et ne 
panvent Mra ddianiûnés, en général, que par ap- 
proximation. Il y adcttxeaa qni peuvent se rdaoa- 

drc aisément, et que non» allons eonsiiiérer. 
403. Si le centre de gravité G demeure en repos, 

d* 4fe 
«B aura — =:0«l— »a;kadfnnUena (l)daii' 
dl di 



et pour que les équations (2) soient satisfaites , il 
faudra que les intégrales / sin A d« etj oo» I dr 
•oient nullesj ce qui ne dépendra que du contant 
dek , at anfa Ikn, par aserapk, tontes loa foia qa*tl 
sera symétrique autour du centre de gravité da ^ 
cette base. L'équation (3) deTiendra 

dm kg 

fti-5= frd^i 

A h 
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«B appcltotela emnltiite /rir. t$ www— wrt 4b 

rotation sera donc unifwnsàDeiit retardé) «twfap 
appelle n la vitesse initùde «agalsin, Ml «nn|à 

un instant quelconque. 



«• Boatte ot amnement se tarminn a« 

6** A 

bout dNip temps eiprimé par , peur lequel oa 

heg 

aura « = 0, et le corps sera en repo* 

Lorsque la vitesse do rotation sera, au contraire, 
trèepelïlepar lapport I edia da nanf amant de 



trdDsltttion, et qu'on négligera le carré de r — , les 
dqiMtioiM (1) 



4t 



= «» — 2 / — sîn I — — cos t ^ r — 



ds* du* 



On déduira de là et des mémos éqaaHow (I) 

i«l + i(î-.l-îa..O^. 
• • ••Va 4t / ' 

lis l ,iU dy 'y.dyrd» 

1 dy 1 ^ if sdxrdt 
aatCc î — {— cos•^ — sini] . 

u dt ui ^dt êt Jdt dt 

L'origioe des coordonnées polaires r cil étant le 
centre de gravité de la base i, on a d'ailleurs 

fr 6111 hdf = 0, fr C05 lis- rr; 0. 

Cela étant, si l'on substitue ces valeurs de cos • et 
ans C dtm laa équatiam («), al li raRabiana qoa 
" i. 



d* X 



hg ds 

7Ï' 



di.---ï w 



Paarptnadaainptiaiii, jarappataïaî kliaiaisy- 

métrique autour daiaa aaoiiadaginvité, da an- 

niéca qu'on ait 



en désignant par u la vitesse du point G, de sorte 

/n eaa 1 ainl dr s 0, /y» aki« Idr as /f* aast Idr s V ; 



^élairt ana ligaa daaaéa. 9u la tabttilvtiaa dat 
v .trnr^da aaa • al aai C , l'dqaatïea (S) aa lédotia 
•lors à 

dt» u 41* ^' 



aa abcarvaat iptt • s 

di 

laa iatdgralas aamplètaa des éqaatiaai (4) Mmt 

d* dy 

— s(a — A^)cos«, — = (a ~ A^i) sin • j 

aataélaatlaidaaieoBtIaaIw arikitfaifai. Oa an 
dddaii 

« :3 a — > fc^/ ; 

et r on Toit que le raouTcment du point G «îr^rn uni- 
formément retardé, et qne o et i seront la vitesse 
iaitida al Tangie que m diraetion fail avae l*aia 
dat a. L*dqa8tiaa (0) daviaat 



^ * kgy* du 

dl« k»{a — ^1) A' 

•on intégrale complète est donc 



aaddtignant par Alaeaastaata aîbiliaire, qui ex- 
fffimen la TitaMa aagalifaa iaitiala. laa valaoïa da 

d9 

u et — ou «, seront d'autant plus approchées , que 
dt 

le produit de n et de la plus grande valeur de r sera 
une plua petite fraction de la vitesse «j elles mon- 
teaatqaala* nMafamaaa datraatlatiaB et da ra- 
tatina fiawaBtaaaeaibla aa baak dfaa taaqpe dgal 
a 

4fl4. lorsqu'un rnrp? snîifîe se ment sur un 
pUn (i«e, eo le touchant constamment par un seul 
point da sa surface , il peut arriver plniiaafa eaa 
qu'il imparte de distingacr. 

l" Le corps peut rouler, sans plisser , snr le plan 
fixe, de manière que lea deux courl>e& tracées sur ce 
plan et «ar la tnrfaee da mabile, qui saat laa llauL 
géométriques de leurs points de contact raeeettib» 

aient ronstamment des longueurs égales. 

2" Le mobile peut tourner sur lui-même, en 
touchant eoasttmaaat le plaa iia , aa aa mitae 

point (le ce plaii. 

3" Lo corps peut glisser sans tourner, de sorte 
que le point de contact soil conalammeut le même 
point de aa inriMia* 

4'^ Enfin, il paat gUaiar et tantnar àlafaia «ar 
le plan &ze. 

Dans la daaatiaw at dans la traiiièaM cas, le 
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rrbtlc-mcnt du mobile contre le |ilunfixe estlemêoie 
que fi le contact uToit une étendue quelconque } la 
grandeur ni i)ruportioan«lt« k l« imiikm qui « 
lieu au point de contact, et «a direction contraire i 
celle de la vitesse d<? ce point. Eo le désignant 
par H, et la pression par P, on a H s= hPi le coeffi- 
cient élut 1« mtae que dtem le 408. Cette loi 
eet une conséquence de ce que le frottement est 
indépendant de Tétcndue du conlnrt ; elle aurait 
besoin , toutefois , d'être vérijiée par des cxpérien- 
eee direelee. le feree H eaC ee qui*oii eppelle vn 
fnUtmmU la première tspict. 

Dans le premier ra< . 1»? froitement du mobile 
contre le plan fixe te uomoie un froitenunt de «t- 
eomb mfieê. L*obtemti«n fait voir que cette force 
est généralement trèi petite, et peut être négligée. 

Dan< le dernier cas, les deui espèces de frotte- 
ment ont iieu en même tempsj on néglige celui 
de U eecoode wpèee par rapport au frottement de 
ta première espèce, qui est dirigé, h cliuquc instant, 
en sens contraire de la vitesse du point de contact , 
et toujours proportionnel à la pression en ce 



Ces résultats ne convlmripnt pas au cas où le 
point de contact est rcxtrcmité d'une pointCf ou 
quand il appartient à une ar&ie vifo; ils auront en- 
core lieu lorsque le mobile sera un cylindre qui tou- 
chera le î'Inn fitp suivant «ne ligne droite; et, 
toutes les fois que sa surface n'aura n'y pointes ni 
aiètea vivea, ila iufBroBt ponr former let ëqnetione 
difffrantielica des mouvemens de traneletien et de 
rntntion l 'rTrmpIc suivant montrera comment on 
eu devra t nrr iisrige pour cet objet. 

465. Je suppose que le mobile soit udo sphère 
hMMgène, potée «or un plan llie boritental. On 
imprime à ce corps un mouvement de rotation au- 
tour d'un diamètre horiiontol. et à son centre une 
vitesse horixontate et perpendiculaire à ce diamè- 
tre. Il est évident qoe le mobile tournera autour de 
ee diamètre, qui sera transporté parallèlement à 
lui-même et au plan fixe, et que le centre défi- 
gure et de gravité dêcririi une droite horisontalc, 
dene leplen vertical perpendlcttleireà raie de ro- 
tation. Il s agit de déterminer, à un instant quel- 
conque, IcsTÏtesses de ces deux mouvemens. 

La figure 09 représeule une section du mobile , 
perpendiculaire 4 ion axe de votalien etpamnt par 
son centre G. La droite AKB est In section du plan 
fixe; la parallèle CGD est la droite que décrit le 
point G, et le contact, au bout du temps quelcon- 
que tf • lieu au point K. A cet inalant aeient s la 

dz 

distance C6, comptée à partir du point fixe ~- la 

vitesse du point G, « la vitfs^c angulaire du mobile 
autour de son axe de rotation, qui sera regardée 
comme positive ou comme négative, selon que la 
rétatienattralieu dan» le sens indiqué perla fiècbe« 
ou en sens contrnirr. En appelant, au même in- 
ctaot, V la vitesse absolue du point K, et désignant 



par • le rayon de la aphére, en aura 
de 

9 sss + 

ét 

Selon que oette quantité sera peiitive on néfatiw, 
le peint K. a'avaneera vert B on vera A; et le frotte* 

rnrnt qui n licu en ra point K rn spns rnnfrîùre 
de V, sera dirigé suivant Kh. ou suivant K.B. Quand 
on e e=0,leeorp« roule tana glitter, et fo fiutte- 
ment n'est plus que de la seconde espèce. 
Cela puté, déaignona toujours par P le poida dn 

eerpaf parf la gravité, par —le nement d'inertie 

par rapport à l'oxe de rotation, et par h1? le frotte- 
ment eu peint K. Bn rappoeant, pour fixer lea 

idées, la vitesse v positive, et, conséquemment , le 
frottement dirigé «uirant KA, «'qiiations difle- 
rentielles des mouvemens de traosUtton et de ro- 
tation aeroni 



IF 



car Ie( 
P 

— du mobile y éleit réunie, et que le frot tement j 

9 

iût appliqué parallèlement a sa direction j et, ea 
même temps, le mobile devra tourner autour de 
son axe de rotation, comme si cet aie était fine, et 
que le point d'application du frottement et le sens 
de cette force ne fussent pas cbangéa. Le md>iie 
étant one aphèrei en n nnsaî 

. 2c» 

les équations précédentes auraient encore lien, 
mais avec une valeur différente de A* , si ce corps 
était un aolide de révolution, on un cylindre droit 
à baie circuloire, tournant, deu cet deux caa, au- 
trnr <1< Taxede figure. 

jc.u supposant le coefficient k constant, et inté- 
grant les équation» (n), un a 

-- = «-ASt, .a=»--iî (é) 

u et • étent les deux eonatantea erbitreitee qui ra- 

de 

présenteront les va'eurs initiales des vitesses — 



et •. On euin, en i 

e = • .f M ~ ^1 + ^) ftf«. 

Par hypothèse, la conslnntc a-|-c« est positive ; la 
vitesse r l'est donc aussi pendant un temps i, au 
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26ê 



bautiAuquel cA noNe, et (fui ■ pour wlaar 

a (o + c.) 



9Af 



dans le cas de la sphère. Pendant rintervalle de 

dx 

lempa ê, le» valmm précédanletiie — «t • tulMiflte- 
mal, d In dManmiTamtiitdii nobile fcronl uni* 



formétntnit reurdés. An boot d*ao temps égal è 



la T«l«w de— ffMt nulle; ti donc ce temps eit 
di 

moindre que i, c« qui aura lien si IVm ■ 

'<-r- 

dx a 
le vitease — deviendra négative au delà de i = — , 

it hg 
et le centre de la sphère rétrogradera. C'est ce qui 
errive par exemple, loraqu^on frappe une bille de 
billard de aunUre k la faife toamer tapide- 
WHrt anlrar d'un dkodlnlMriioiital at k faire 
a'vancer en même temps son centre avec une moin- 
dre vitesse, eo sorte que les quantités a et « soient 
towtet 4mn poiilivea et salltreaaeat i riDëgalité 
précédente. Le frottement contre le tapis détrtlit 
bientôt le nrouvemt nt de translation^ mais le mou* 
vemeot de rotation rabsistaut encore , le frotte- 
taent ceolimie^'agir en lent conliaira da ea dar> 

nier mouTcmentj et c'est cette force, transportée 
au centre de gravité, qui le ranèue vers soo point 
vie départ. 

M, k ffofigina dn ■MNi«aniaal,la«pUranatanfna 



o > 



6 



dx 



la vitesse — ne deviendra pas nulle avant ia vt- 

tesse r. et le centre G ne rrtm^rmrlcrn pas. Maïs 
dans tous les cas, au bout du temps 6, le point d'ap- 
pui Kdn néMla n*ejant plut de vitesse, le frotta- 
ment àP de la première espèce disparaîtra ; la sphèra 

continuera dcroiilfr sans ^llsser^ et il se produira 
un frottement qut ne sera plus que de la aeoonde 

espèce. LeivitaiMt— et • davleadrwDt oiNUlantai, 

au na déerailront plus que trèe lenlenent ; laan 
valeurs seront ealleadatfaiiaMlw(il)| (pii répandant 
à f sss t, Mvoir i 



d» 



2em, — Sm 



àiflti, l*eir«t génM dn ftntlenant ardfaïalva m 

delà première espèce, est de réduire au repos les 
corps qui gliasaDi aani tourner, et de réduire teu- 
leiBatttftI*anifiiniitdntl l'égalité, eu sens oppo- 
sés, les deux mottvainaM daaaarpt qui glinanl al 

roulent en même trmps. Dan? tm x'iâr pirfnit, le 
roulement do mobile qui résulte de ces deui moa> 




et les deux vitesses *— et « égales et contrairea. 

Hais la résistsnre de l'air trouble cette égalité ; le 
frottement de la première eapèoa réparait^ et le 
caMowa da ms dans hntm finit aar iddoiraln 
«Mbileèrdiatdai 



^1 
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CHAPITRE VIL 



DV CHOC DBS COAPS D£ FORME QUKLCOItQUS. 



4M. la position et Pëtat d*un corpi solide en 
mouv^Tnei'it sont rnmplptf>mrrt{ déterminé* à un 
instant donne, lorsque i'ou connaît, à cet instant, 
!«• coonkNinéM da nm e«ntn de gravité, les eom- 
posantes de la vitesse de ce point, les directions 
des trois axes principaux qui se coupent en ce même 
point, et les composantes de la vitesse angulaire de 
ratotUm mitmir d« cm (rois mm. Si ce oorpe est 
rencontré par un uiitrc mobile, pour lequel toutes 
ces choses soient également connues, les compo- 
santes de leurs vitesses de translation et de rotation 
mtobI chsngdM per le ehoe, nais non pas Im posi- 
tions (îe leurs pr^nfres <!c gravité, ni les directions 
de leurs ases principaux ; car, quoique le choc ne 
soit pas iasUntané , cependant la durée de ce pbé- 
oonèncMl toujours Mwspetite pour qii*oa poisse 
faire abstraction i!u ^ir^iiliicement des différens 
points des deux mobiles, pendant qu'il s accomplit, 
et, par conséquent, pour qu'on puisse considérer 
eeoame sensiblement nnmoliilH leurs centres de 
graviltî '-"l les points dps d*-iix mobiles qui appar- 
tiennent à leurs axcs principaux. Le problème du 
clioo des eorps aura donc pour objet de déterniflcr 
engnodeor eten direction, leurs vitessMde-trans- 
lation et de rntniion upT»)-* lp rhoc, au moyen de 
ces mêmes quantités uTanl ie choc, et d'après la 
foffine etk sitastion relatives d» mebilM. 

Noua allons d miner la solution générale de ce 
problème, dans les deux cas extrêmes où les mobi- 
1m sont mous et dénués d'élasticité, et où ces 
corpe sont au eontraire perfaiteineiil éiMtîqtiM. 

467. Supposons d'abord que les mobiles soient au 
nombre de deux, qu'ils se touchent par un seul 
point, et qu'ils soient entièrement librM. Soient M 
et M' leias miMM, G et G' (Sg. 100 ) kws oentres 
<] • ; r ivitf', K Icnr point fie r nitact, HKH' la nor- 
mulc à leurs surfaces en ce point. Soient aussi Gs, 
Gy,Ga, lesasesprincipettzdeH, et G'e', G'y', G'a\ 
ceux de H'* « 

Immédiatement avant le choc, désignons paru, 
Vf Wf tes composantes de la vitesse de G suivant les 
aies Gtf, Gy, Gsj oppelonsen même temps «la vi- 
tesse angulaire de H autour de l'axe instantané de 
rntntinn, passant par le point G, et r, les trois 
composantes do cette vitesse, autour des mêmes 

P q r 

aies G«, Gy, G«; en sorte qn' , ^, soient Itrs 

•>•»«« 

CMinus des «nglM que rase inslantané fait avec 



ces Iroie droitM (n* 409), et qtt*ea «t 

••«•r + + 

Cela étant, si jr, y, s, sont le* Irais eoesdoBnéM 

tl'tin point qiielconqiif* df M, rapportées onx axes 
Gx, Gy, G«, les composantes de sa vitesse, paral- 
lélM i OM asM et piovenant de le rotation du mo- 
bile(n'>4l8), seioiltfs — ry, rs — pS|pr— f^P*' 

conséquent, on aura rpllr"; dp sa vitfsçp nbsnlue, 
en y ajoutant les composantes v^w^ de la vitesse * 
du point G; ce qui donne 

u+gs— ry, c + rjr — pa, w^pf — q*. 

Je désigne par«^, e^, «»„P|, g<» r^, ce que devien- 
nent H, o, ,f, P, immédialenient après In dœ. 

En observant rjuc Ir pninl dont les coordonnées 
sont y, a, ne change pas sensiblement de posi- 
tion pendant le oboe, le* trois composantes préoé» 
dent» de? iendrani 

et comme Imosm G«, Gy, Gs, auxquels ellM tant 
parallèles, sont aus&t supposés iromobilM pendent 

le clior, (111 «urn \fs Titesses perdues par ce point 
suivant ces axes, en retranchant ces demicrcs 
quantités dM préoédenlM. Simone nn désigne psr 
dm l'élément de la masse ■ qui répond ans coor- 
données y, jB, nous aurons 

[«•-•,+(« — 9,)« — (»• — r;)y]ém , 
[r _ 1,, -I- (r — r,> — {p — pjsjdm, 
[if — (j) — p,)y - (2 — q,)T]dm, 

pour les composantes parallèles à Gc, Gy, tx£, de 
la quantité de mouvement perdoe par lias, pendent 

la durée du choc. 

En vertu du principe général de la Dynamique 
(no 303), les quantités de mouvement ainsi perdues 
par II et H' devront se faire équilibre; et, d*eprès 
ce qu'on a vu liaiis le lu 265, ou formera les cqua- 
ti(»ns d'équilibre de ces deux cor|>s solides, ap- 
puyés Pnn contre l'autre, en considérant chacun 
d'eus isolément, après avoir joint eus foroM reia^ 
tives à M, une force inconnue !f , dirigée suivant 
kU, et aux forces appliqnérs ill', la même force 
N agissant au point K auivaut &H'. 

Ces forces M, dirigées suivant KH et KLH', seront 
les quantités de motivcment itnjiriniéps par le choc 
aux niasses M et fl' jet, avant d'écrire les équations 
d'équilibre, on peut remarquer que Im dRolS én 
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«liMt qu'elles MntîfMlà détanaiMr, geront les 

m^m^s, pour !a rnas».*" If, par e^emplf*, qtip si l'on 
appliquait à une partie arbitraire de cette masse, 
«jant MU «enlM Ât gnvitéfor !■ droite KH, uoe vi- 
leiM k parallèle k U, et telle que Ton eût /«A =11; 
car il e«t évident que la résultante des quantités 
de nouTetnent de /< serait N , en giandeur et en 
diNdien : 1* pereniiion eienée mr raivrat 
KH , équivaut donc toajouri| comme nous Tavons 
éitdtBS le no 436, à dm vîlMiet é|^le$, impri» 



mées , parallèlement k cette normale KH , à tout 
les points d'une portie deM, qoi a soa Centre de 
gravité sur cette droite. 

468b Cele poeé, désignons par o , è , e, Uw troit 
coordonnées de K, rapportées aux axes Gx, Gy, Gs, 
et par «, C, y, les angles que U droitu KH fait avec 
des parallèles k ces «ses , menues par le point K j 
1m fit équtiiM» d'éqnililm dM qaaDiilés de 
rnooTtowat pwdiiM par la«a Iti poiaU de 
root 



■P.) 



lieoa • + /[« — «. + (9 — 9,) s - (r . 

n cet > (p— j»,) îf — (g . 

N (a cos C — > ( ooe •) 
+ + (•'-•'.)*- (I» -ft) m] 

— /{• — «. + (« - ■ - — fi 

N (c cos « —> a eus y) 
+ + (9- îJ'-(^- O y] 

— /[•-«'/ + (P — F.) f — {« — «j) *) 

N (i cos y — c cas C) 

+ /[«^ — ». + ff ~ p,) y — (ï — sf<) *J 

-/[•-•, + (••- r,) . - (p - f,) .] 

Ils intégrales s'étendant k la mnssr entière n. 1 de H, «t que Gir^ 



y]db: 
s] 4» 
«] dtoi 



0, 



= 0, 



sdlR 



y<<m 



k cause que le point G est le centre de gravité | on a 

fmdm =0, yV'w = /«dha i 



«0; 

Gy^Gs» t«nt tM «ica prîncipaiw, 



0, 

: 0. 



Désignons, de plus, par A, B, C, les momens d'inertie de H par rapport a ces raèiues axes de sorte 
qu'on ait 

A =/(y» 4- s» ) d», B =/(«■ -I- s* ) dm, C = + y« ) rfjn. 



lft<dhiar««iitfiM/4insM,t«f ais 
lil«««*»ddiijnmli 



» e« • -f- E (• — « J = 0 , 
B «M € 4- ■ (« — *j ss 0, 

W cos >- + M ss 0, 

H (o eot C — . * cos «"1 + C fr — rj = 0 , 
N (c cos • — a cos ^) -|- B (7 — «y ) — i), 
N (è oof )( >• e cos C) 4* A (p — p^] =s 0, 



[Ul> 



0) 



Par rapport a M' et k ses axes principaux G'jt' , 
C'y, G*»' , je désignerai les quantités qui entrent 
dau ces équations par les mêmes lettres, avec un 
tnttsnpdriMT ; en softe que, par «KMaple, y, 
seront les angles que Tuit la droite KH' avec des 
parallèles à ces axes, menées par le point K, et 
que a' , k' , e' , seront les coordonnées de ce point, 
npportdea k oat artoMa mes. Bn obaarvaat qoa la 

'^r«n(îf-ttr tir N doit élff^ la iDcme pour les deux 
corps 11 et M', les équations d'équilibre des quaa- 



tîldade 



perdma par W aamit 



N cos«' + H'(i«' — si;) = 0, 
Il cosC + M (»'—«/) = 0, 

Il 00s y +»'(»•— ip;) = o, 

R (•'coaC^i^eM«')+Cf(''— O^û» 
n (•' «oa —a' ooay) + B* — 9/) =0, 
If (V eeay ~ 0^ 00a + A'^p* — p/)=0. 



Oaira lea doaae 



•-•,,SP„II 



I ml 



'» «'(1 »i I "M 



I > 



F*» 9(» '■() P/î ïi'i ''/» ^"'^ contiennent ces douxa 
équations (1) et [2] , elles renferment encore Pin- 
connue n } elles seront donc en nomlnre insuffisant 
pour ddlaraiiiiar «wa traiie inaaaattaa; al il y faa* 
dra joindroaoa trailîtaie équation, que Ton ob- 
tiendra par la con«iiJ(irBtion snivanta , dSM lo Ml 
des corps dénués d élasticité. 

4t9. Ka aohitiaii dv prablèoM aafaal, an effet , 
indéterminée, si Ton considérait les deux roobîlea 
comme afaeelument durs , et qu'on fit abstraetian 
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de la compTMsioB qu'ils épiooTent pendant la du- 
rée du choc. Mais en oyant ét^ard à rettft coraprcs- 
•too, quelque petite qu'on la auppose , on conçoit 
qB*«lie «•! du» è ee «p* Kw poùrti èm dans bm- 
bifp";, par lesquels iU Tiennent se toucher, n'ont 
pas la mèma vitesse suivant la normale comniune 
k leurs suiiaces. Â raison de la différence des vî- 
tee e w namaletde eee dems poiatot 1m dénis emps 
a'nppuipnt et se compriment ^graduellement l'im 
contre l'autre j en même temps, cette différence 
dininlie par degrés infinimenl petits, jusqu'à ce 
qu'elle ait entièrement disparu; et qnend les deux 

BJobtIps sont dénués d'élasticité, Ip jihcnomfnc âu 
ohoc est acheTé à Tinstant où cette différence est 
dtvnma «vlb, •! ewdMtt corps c«nM««eiit la 
foi ne qu'Ut ont prise k cet instant de leur plot 
grande compression. C'eft cette égalité des vitesses 
normales des deux pointa de oootect la fin du 
«hM , qai fownil û tralilèni» éqmMeii dciOMi^ 
dée, et qw fUl diifnrailra l'indMMBinaliaB da 
problème. 

£a tant que le point K. appartient au corps H, 
Mioo w d —n é es , rapportée! tm mim G», Gy , G 9, 



HÉCAHIQOB. 

sont a, c; en les subtlitnnnt fi b plurc de t. y, 2' 
dans les formules du w» 467, on a, immédiatement 
après le choc, «1+9,0 — r^, r, + pjO, +f ^ 
— >^ poOT Im MoipMMitee de m viteese perallA- 

les à ces trois axr"5; et romme *, C, y, sont tes an- 
gles que la droite Ktt fait avec les dtrectious de cet 
eoraposontes, on en conclut 

+ 8i« — ^fi) • + (•!+ •■.<» — ^ 

+P»— ça) cos>; 

pour la Titesse finale de ce point suivant cette 
droite. Si l'on considère le même point K. PiwnBlt 
Ilikantpaflia dQ eorpe V, m vilMie aptdt Iftohae, 
•oiTant la diraelioa UP, aan 

Oft pont que, dam l«a dans aaa, la vilaiaa vm- 
ma1« éa point K. soit fat n^me, et dirigée dans le 

même «en«, il fauHrm rpje ces deux dernières quan- 
tités soient égales et de signe contraire , ou que 
laor aouina mit «alta } par ooii8dq|B«ol| on aaaa 



(«, + çfi = rfi) cos - + («/ -I- gV - r/^) ros 
+ («j + « - P,«) cos C + (p/ + r/rt' — p/e') cos C ( (1) 

+ (if, + Pi* — COS 4- {w; + — s/a) cos j,' = 0. ( 



Im équations (1), (8), (8), du promiar degré, par 
gappart an înoBaiiaes N , m, , e, , etc. , danneront » 
dans chaque ces pnrticuler, ries Talpurs entière- 
■Mot déterminées pour ces quantités qui feront 
aavaaMve rélat daa da«z Bobîlaa aprda le choc, et 
laa q«anlîtte de mouYenant, égales et contraires, 
que la percussion leur mira imprimée! attlvaat la 
normale ooromuoe à leurs surlaces 

490. laialanaal, ai laa dans oavpa aaat dlaili. 
qnes, il faudra distinguer trois époques successives 
danf le pliL^nomène du choc :1a première répondra à 
rinstant ou les deux mobiles commencent à se tou- 
dMv par nn paiot & da lauia iiirfaoaa; U daviièate 
aan caitta da leur plus grande compression, où les 
vitesses normales du point K seront ë(;.iles et dans 
la même sens pour ces deux corps j la troisième sera 
la fld da ohoe, aè laa dani «Mbilea ae eëpaiaraot 
l'un de l'autre, après avoir repris exactement leurs 
formes primitivaai a*ila tant aoppoaéaparfaitaaiani 
élastiques. 

llapiûa la pranMva jMqv*lla aaoaadt ^«qna, la 

pliénomène est le même que si les deux mobiles 
étaient défiués d'élasticité. Ainsi, l'on déterminera, 
au moyen des équations précédentes, les douzecom* 
paaaataa a,, V|, «to. , daa viteaaaa da teaaalaliaa ai 
de rotation des mobiles k l'instant de leur plus 
grande compre««ion, et la quantité de mouvement 
It que chacun des deux corps oura reçue, suivant 
KH pour V, al anivaat U' pour V. DÎgpaia la 
deuxième époque jusqu'k la troisième, ces deux 
corps, en revenant à laar* fanaaapriaiitivas, rece- 



vront, sniTBBt aaa diiaeliaBa, aaa aoavaOe qaaa^ 

tité de mouvemaat^ qui sera encore égale à N , 
dans le cas d'une parfaite élasticité. Pnr ronsé- 
quent, cette seconde partie du phénomène devra 
èlia aaMîdMe oamnia ima taeoada parcaaaiaa, 
idanliqna avae la première, mais exercée sur des 

enrps nnimés des vit«<!«e«i de translation et de rota- 
tion qui ont lieu à la iin de la première partie. 

B*apiâa ce principe, ooafanaa è aa qat a déjà été 
expliqué dans le n» 360, si l'on appelle k la troi- 
sième époqur, U, V, W, les composantes de la vi- 
tesse du point G, suivant les axes Gs , Gy , Ga^ et 
P, Q, R, lea aaaipeaaaiaa dala «ilaaaeaagalaiiada 
■ autoar daa nnimes axee, on aura, pour déUaaà- 
aar oaa lis iaaaaaaaai laa aûtéqoatioaa 

R — U) = 0, 

llaoae4.M(9, — V)ainO, 

H ooa).4-l(W|— W)=rO, 

n (ttCoaC— * cos •)-!-€ (r, — R)=0, 

W (• cos • — a cos y) 4- fi (îi — Q) == 0 , 

R (*cos> — coosC) -h — P) = 0, 

qat ae dédaiaaal daa dqaatioaa (1) , aa 7 maMaal 

U, V,W, p, Q, R , à la place de «, , e , , p,, g,, r„ 
et ces dernières quantités an lieu de M, e, u/« ^ f, r, 
et en conservant la quantité H. 

9aar faira diapsMltfia les inconnues intermédiai» 
rest»,, r,, «',, p, , 7,, r,,y»jo\»U ehacunedeces 
•il équations â l'équation (l) qui lui correspond t 
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(4) 



•I c««€+H(0 — V} = 0, 

aiT CM y + H (lo— W) =0, 
an (acof C — ô cos a} -f C (r — R)=iO, 
2N (o cos • — o cos y) + B (ç — Q) = 0 , 
2R (i cos y — c cos C) 4- A — P) = 0. 

Cta éqiMtioas (4) sont cellea de l'équilibre des 
iimiililét de K HiTtineiit perdue* pur ■ pendant 

Il durée totale da choo, Jointes i le ^Miithë de 
moti^pment 2N imprimée k cette masse, suiTsnt 1« 
direction lUi, pendant cette même percussion. On 
f OMlIre pMir Via wlear de eatte iaeemme^ 4|iiPe« 
tirera de Téquatioa (8), après y avoir substitué les 
valeurs des inconnues c,, elc , w ', t>/, eto,, don- 
oées par les équolions (1) et (2). 3iou9 nous dispen* 
Mraae «Téerire id Pesprei^oB générale de celte 
qoiintltf' ?î, qui serait très compliquée, el dont on 
calculera, sans diffîciiUé, la Tnleur numérique, 
dans chaque ca« particulier. Si les deui mobiles 
n*dbienl pee nppeadt perfitHeoianl dkttiqnet. Il 
lersit rrraindre dans la seconde partie du choc que 
dans la première ; il faudrait prendre alors pour sa 
tihsr, dans la seconde partie, une firaction /'de se 
▼ileur, déduite des éqsstioDS (1), (S), (|i),ellDel- 
tre(l+/)rï à la pince tîr rînns Ifs (équation?! f 4^, 
Cette IreclioD f dépendrait du degré d'élasticité 
1h dnz mobilei , et ne pourrait le déterminer que 
pvdes expériences faites tiir des corps de le même 
matière, dans Ir eus le pliii ^impl»*. par rapporté 
lenr forme et à leur mouvement primitif. Ilout 
tnm beroeroB » ft eenfidérer le cas de fétiftieité 
parfaite, en observont, toutefois, que la remarque 
qui termine le n» 467 a également lien, qael qme 
Mit le degré de rélasticité. 



Oe qui montre que la vitesse àf H, ^nivnnt nne di- 
Nction «pielconque, peralléte au pUn tangent en&, 
tm lamimn atant et ejwèa le elioe des eorp* moni 

00 élastiques. 0 suffira donc , pour connaître , en 
frandenr et en r^irection, la vitesse finale de C, tîa 
déterminer, dans chaque eeS) la vitesse de ce point 

W, et 



a|v4ilechoc, parallêiiMBMall b 
delà 



avec la vitaMB dn 6 panlMU «« 



Or, ces trois quantités égales sont les momens par 
rapport à l'aie KB (a> 40»), des quantité! de men^ 
vement dont sont animés tous loi pdnlt 4e 1, 
avant le chnr. » l'instant de la pluê grande com- 
prenion, à ia tin du choc } d'ott il résulte que 1« 
pefenuionne eliange rien k la gnndonr de ee me- 
nirnt,pour le mobile H, et, de mênM» povff le mo- 
bile H', moiu OH dlastiqoes. 



Quant aucorpsH', si l'on désigne, n In fm choc, 
par V\ \\ "W', les composantes de la vitesse de G' 
suivant les aies G'*', G y'; G' s', et par P', Q', R', 
lee eempomnlee de la vîletie enipdato de V an* 
tour de ces axes , on nura pour déterminer ces 
six inconnues des équations semblables aux équa- 
tions (4), savoir : 

2îf cos «' -f W (u — M ) = 0, 
211 cosC + M'Cp»— V') = 0, 

2!f (#eeeC— f eof«0+C'(i'— ' 

?N (c'cos m.'— al cosy') + B' (ç" ~ QO = 0, 
tS (yooay— e^eoeCO + A'Cp^— P^s»0. 

Telle est donc la solution complète et générale 
du problème du choc, dans le cas de deut rorpf 
entièrement libreOt dénués de toute élasticité, ou 
parfailament fiatliqiMi. On fétondra, aana difll- 
euité, an ebee eianllané detrob eu d*an plus grand 
n ombre de mobilea; non» en donnemitplDa bee nn 
exemple. 

47t. On pcnt eendnre dca éqnatleiit pféeédente» 

que le choc des cerpal et H' n'altère nullement 
les vitesses de lenrs centrer de çjrnvité G et G', pa- 
rallèlement au plan tangent commun en K à leurs 
devz enriscei. 

En effet, par le point G menons une droite pa- 
rnll^lf k ce plan, qui fasse des angles a, /*, r, avec 
les axes Gjp, Gy, G s; cette droite étant perpendU 
enlaim h la panlWe à EH, menée par le même 
point O, on aura 

eoa • eoi a eoa C eoB|s 4- eM> CM f = 0} 

Et d*après, cela, si Ton ajoute les trois premièrae 
équations (1) ou (4), aprfs les avoir multipliéeipar 
cos A, COS /4, COS »! il en résultera 

u, COS X V, COS fi -f- «'i cos F 
11 CM A-f-Vcoi/t-^^cear^ 

plan tangent en K, qtn avait lieu arpararnnt, et 
qui o'nura pas changé pendant la percussion. La 
même chose aura lieu reletif ement an eentie de 
gravité de S'. 

En ajoutant les trois dernit^rcs équations (I) 
ou (4), après les avoir multipliées par ooi cos (, 
oos •, il 



Cr, cos y + By, cos f -f" \p, 
Cleo«y-(>BQeoiC4'AP«oie> 

472. Appliquons maintenant à diiféreas exemptes 
lee éqnatlona générales qne oens B*<mt obte- 
nues. 

Supposons d'abord que la normale KH au point 
de contact des deux mobiles, passe par le centre 
de gravité G de de menièro qnVlle toit bi 
droite K.GH (fig. 101). D'après la signification dea 
lettres er, C, y, «i ft, C| il est aiaé de vofar <pi'on auri^ 
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4»m M caii 

•l<»r« Inteoif defoi^nt équitiem (1) «I (4) 
riifit 

ce qui signifie que la (lireclion de Vûxt instanlnné 
de S et la vitesse de rotation seront ios mêmes im- 
médiatement «vanC et après le choc. Donc, toutes 
Im feto qna la norotale an point d« coolael patte 

par le centre de r;rnvilë de l'un des dciii mobiles 
iBout OU élastiques, le chou ne change rien au 

N = M [(o, — u) cos it -|- 

If =: M' [(m,' W') COS * + iV,' — 

et eu divisant ces équations par M et M' et les ajoo- 
tast entttilei ta précédente, il eo rëtalte 
Il N 

— I Hiioot«4*veotC4>«Feot>«l-Wcm«' 

H M' 

•f •'«M C-l- M^eoa ys 0. 

Or, ti 6L et G'L' sont les directions de G el G' tenoA 
le choc et S et f lenrtTitettet initiales, on aura 

I cos HGL = u cos « 4* ^ ''"^ ^ •\- w cos y , 

I' cos H'G'L' := u' cos -f- «' cos C -f- ui' cos y', 

d'après ce que les tettrct «, v, «, C, y, «i^, v*, w\ 
C, y'y repréwoient. On aura donc 

1* (1 eaa HGL + •* cee WGn.') 

E + «' » 

povr la vatevr da H, <pii dam être etteatiellMiaiit 

positive : lorsqu'elle sera nét^nlivc, on en conclura 
qu'il n'y a pat de choc entre les deux mobilea H 
et 31'. 

]»• Même, aiGlat G'f tant laa diieelimii de G 

et C à l'instant df lu plii'; crrnntir rnmprcssion des 
deux mobiles , el i, et i'^ leurs vitettet au même 
i nstant, on aura aussi 



mouvement de rotnlion de ceint-ci, et nV* 
sur son mouvement do translation. 

Si la même ponnato pam aotti par la Mntre 
de gfatité G' de V, da aorte qo^ao ait dgaleoMat 

1^ Mi C s y eaa 
0' eoa s ^ «oa y, 
fioi y 3s e' eot C, 

les vitesses de rotation dlfpafattMut da PdlgM- 
tioo (3), qui te rdduira à 

«I, cos a 4^ T», cos C -|- it;, co« y|> •/ coa 

»/ cos C -J- w/ cos y' = 0 } 

mais lat troit promièrca étfnatioot ÇL) et (S) d«o- 

nent 

r ) cos C + (», — 10 ) cos > ] , » 

i-i) co» C'+ (w,' — w') cos y'ii ' * ' 

et de ces diverses équations, on conclut 

■t coe HGL — M't' cot H'GX' | 



I, ooaHGI s=. 



V cmIFG'#s= 



M 4- M' 
M'f «otU G / — se cot HGL 



H 4- Ht 



pour les composantes des vitps«;ps »îe G et G' sui- 
vant GU et G'H'. i Tinstaot que noua coBtidéront. 
Elles sont, comme od voit, égala* et eoiliwtai; 
d*oà il *nit qu^à Tinatant de la pin» giand*«OHi- 
pression, les centres de gravité des dciiï mobiles 
ont la même vitesse, en grandeur et en direction, 
tuivani la normale an point de contaet K* Dent la 
oat dea corpt mous, cette vitesse normale sera oalla 
qui aura lieu après le clioc. Lorsque les deux ino* 
bilet leront parfaitement élastiques, on aura 

oaaBGI » V cos • + V cos C + W cos > , 
1/ ooaB'G'l' = Q'ooa*' 4> V' eaaO' -h W coa y, 



I, co« HG< — u, cos « -f- V| cos C 4- tf, cos y , 
1/ ewH'GT s= v/ cot + e/ cos C -f cos 

(M — M') t cot HGL — W eo» H^CL* 

_ — M) y eoB fl'GX' — a>« cos I6L 



eu supposant que las irltetses t^ et 1/ et les 
tiens Gl et GT se rapportent à la fin du choc 1 

en vert)! t\rs trois jiremièrcs équtUons (4) et (5), 
et de la valeur qu'on vient de trouver pour H, nous 
awont 



I, coa HG/ 



i; cot H'G'f 



M+ 1' 



(8) 



pour let eompoaantet dca vitewes finalco de G «I G* 

suivant les directions GH et G'H'. 

473. Dans le cas particulier où les deux points G' 
et G' se meuvent, avant le choc, sur la normale 
HU', lem viteaaes perpandiealairw k cette droite 
feront nulles, et elles le seront Clioere après le 
choc î en sorte que l'on aura 



cos HGL = ± 1 , 
cet H'G'L' s ± t , 



cos HG/ = ± 1 , 
cot HGTs ± I, 



sden le sans de leoM directions, en considdrant, 
dans tous les cos, If*; viteiiesl| I'* C|| l/| COOMM 
des quantités positives. 

Si G et 6' vont dani le même tena avant le dioc, 
par aaemple, de H' vers H, Tangle HGL aera lérot 
et l'angle H'G'L' ég.ifr à ifiax énSÊ^ en vctia dm 
équations (7J, on aura donc 



CM 



HGIssl,«osH'GV«-l,l,=V=-îï^^ 
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Si, au ceiiinlt«,€ et G' vont •« devant Vm ét i mncMBCL scmVGX' b — 1, itlitéqm» 
raatn «vmt 1b diMide manière que Ir point G M | tiont (7) domwroiit 
neiivt de H van B', et la point C de U' «er« H, oa | 



CM HGf = 7 1 , o«e Wt = ± 1 » «, s 1/ = ± 



Ht _ M'è' 



les signe» supérieurs ou inférieurs ayanl lieu seiou 

que la différence Ml— WV se» |Miiia*e eu odga- 

tife. On applicioei» da nème le» foraittlea(8) h ces 

deux hypothèses. 
Ces résultats coliicideot avec ceukqu*ouaobtenus 

danalaa n** Ml et 168, trakIivciBeBl au choe des 
ceip» tpbMiiaae et honogèM»; mais ea voit da 

ê, eet VGI s» — f C4M I 

u ou 1 on conclut que dans le choe de dans corps 
fttCiileiBeiit élaati^u» et égaus en mânes, les 

centresde pratilédes deui mobile» échangent leurs 
vitesses parallèles à ta normale au potat de contact, 
lorsque cette normale, oommmMiiis deux «oifeeet 
en ee pomt, patM à la feia par cea deux centres. 

Qttand le point G' sf m ç-n rrpoï nvant le choc, cn 
sorte iiu'oo ait I' = 0 et que, de plus, la masse M, 
■ raison do ao doiuité, aéra trèa petite et négligea- 
ble par rapport à V, on %nra, on terln des dqua- 
lieoa(9) 

I. ros HGI =s 0, 1/ eoa H*G'i' := 0 , 

en terte qne loa eentrea de gravité G et 6' de deux 
eaipa mono n'auront, dans ce cas, aucune vitesse 

normale après le choc. Mais, en vertu àrs < r;iia- 
tions (S), si ces corps sont, au contraire, parfaite- 
ment élastiques, on aura 

t; ces ll'GT = 0 , 1^ cos KGl = — 9 cos IIGL ; 

i r qui montre que le centre de gravité G' ne pren- 
dra aucune vitesse, et queG prendra, après le choc, 
«ne vitcaao normale égale el contraire A eello qa'il 
avait auparavant. 

Il est aisé d'en conclure que le centre de gra- 
vité G sera réfléchi en faisant avec la normale au 
point do contact de» dent mobilea, Tanglo de ré- 
flexion é'^al à l'ungle d'incidence 

Bn effet, prenons sur le proloni^ement de GL 
(Gg. 102], une partie ^G pour représenter, avant le 
choe, U vitesse de <*, qui ao mouvra de g vers G ; 
soit toujonr^i (ill la normr^fc «u point de contact 
des deui mobiles, laquelle passe pur liypotbése, par 
lepdntG; décomposons la vitesse «/G en deux au- 
liCSf Tune oG, dirigée suivant cette normale, et 
l'autre &G pnrallFMc ait plan tangent : la seconde ne 
sera pas chanj^ée par te choc, et lu première sera 
changée en une viteaio eO égale et contraire k oG. 
Ihmc, si Ton achève le rectangle Gbde, et qu'on 
prolonge la diagonale Gdd'ime quantité G^ — Gd, 
la vitesse du point G , après le clioc, sera G/, eu 
grandeur et en ditoetion j por conséquent, l'angle 
de réfleiion I1G{, tetn égal a l'angle d'incidence 
BGf , et, do plttfi la tiloaio du mobile aura la mémo 



-+ 

plus qu'ils sont indépendana do la forme de ces 
corpi et de leur mouvement do totation, et qn*ila 

snpposrnt ?puleni(_'Tit (jiie !t'? centras de t;raTit«' cfi s 
deux mobiles se meuvent, avant te cboc, sur la nor- 
male au point de cootocL 
474.'Si Tou auppoto V lot éqnationa (8) de» 



1/ eoa =s — I oot HGL, 

grandeur avant et opt*a le ehoo. Ce eai etleeloi 

d*on corps élastique qui vient rencontrer un ob- 
stacle fisoi doué également d'une poiliilo élai> 

ticité. 

495. Loraqno let meliilot ioot dea apbèrea ho- 
mogènes, la condition que la normale BKH' (fig. 101) 

passe par leurs centres de gra\il«' G et G', e^t lou- 
jours remplie. Par conséquent , si ces corps sont 
porfaitomenl diaatiqooa , ila éciiangaronl , on ao 

choquant , leurs vitesses dans le sens de la droite 
qui va d'un centre à l'autre, et conserveront, sans 
altération | leura vitesses perpendiculaires à cette 
droite; et, quand ils viendront lirapper nu obata- 
clo fîtc et aussi parfaitement rlastiquf, ils gc ré- 
cbiront en faisant l'angle de retle&ion égal à 
l'angle d'^tneidenco. 

C est sur ces principes qu*ost fondolejon do 
lard, nmis il faut observer que non seulement ils 
supposent l'élasticité parfaite desiondM et desM- 
U${ mais que la non-oUération, par le oboe, de la 
% iteise dea mobile», aoil parallèlement à leur plan 
tangent commun, soit parnllèlcment aux bandes 
qu'ils rencontrent , n'a Ueu que quand on fait ab- 
straction du frottement provenant do leur rotation 
• t du glbacment d'une surface sur l'autre. On va 
voir, par l'^pinpb-, que l'anjjlc de réflexion dépend 
de U roUliuu du lu liiUe , et qu'il n'est plos égal à 
l'angle d'ineîdenoo, quand on tioni oomptodo fret» 
tement de la bille contre la bande. La même chose a 
lieu dans le ricochet d'un boulet : le frottement de 
ce projectile contre le terrainetsa vitessede rotation 
influent ausaisnr l'angle do réfloiion, qui peutélro, 
pour cf itr TJison, différent de l'angle d'incidence. 

Cette question nous fournira roccasion d'expli- 
quer eommeni on doli avoir égard au frottement 
dana le èhoo dos corpt, et de compléter eo que 
nous avons dit, sur ce fj'-nrr de n*sistance , d.in$ le 
second paragraphe du chapitre précédent. >ous el- 
lon* d*afaord eipoaer loi principes qui nous guide- 
ront dans cette matière délicate^ on y est conduit 
par l'analogie; mais ils auraient besoin, ainsi que 
les conséquences qui s'en déduisent, d'être confir- 
més par des espérionoes direotea. 

476. En forOMUl les équations d'équilibre des 
quantâiéi do mouvement perdues dana le choc, par 
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Icf deux m«w«« Met M, nous n'atooa poilll l«io 
compte des qoantiKt de iii«i»em«iii produitct p«r 
ks poids d« CM corps pendant la durée <le la per- 
cossioo, parc- q«e cette durée étant très petite, 
CM quaatilés, qui lui sont propoitî«iinell«i» «ml 
avMi tri» p«titei, «I peuvent être négligées par 
leppevt à «elles que les mobiles reçoivent de leur 
chor mutuel. Mais il n'en est pat de œêroc, comme 
nous i avons déjà remarqué (n» 363), à l'égard du 
ftottMMBtqvi e lien pendent le «lue, lorsque les 
surfaces des deui mobiles en contact glissent Tune 
stir l'autre. Quoiqu'on n'ait pas fait d'obsenrations 
sur r intensité de ce frottenent, on pent rappoeer, 
pu indttOtion, ip^il mit les lois générales du frot- 
tement des corps soumis à des pressions propre- 
ment dites, puisque la pncnssion n'est autre chose 
qu'une pression d*i»e très grende intemitd, eser^ 
eéepcndent un temps très court. On peut donc ad- 
mettrp que peiiJ.iiit !^ (Inrcc riu rhor le frottement, 
à chaque instant, est proporliounei à ia grandeur 
de la premen nermale, qui appuie, à cet înelent, 
leadeuz mobiles l'un contre l'autre; qu'il est di- 
rigé , pour ique mobile, en sens contraire de la 
vitesse relative du glissement de ce mobile sur 
l'autre, et indépeadentde le gfeadeur de eette vi- 
lcSM}et qu'il disparaît, ou devient négligeable, 
quand le {lïMenent ndienge en un timple roule- 
ment. 

Or, la quantité totale de nBontement Imprimée i 
H suivant la normale KH (fig. 100), a été représen- 
tée par W, quand ces deux mobiles sont dénués d'é- 
Isaiicité, ou par l&N, quand Us lont perfaitement 
^imiqins. SI deno, pendent tooto le durée du 
èhee^ le surface de M t'isse, dans uneniéraf Jireo 
tion, sur celle de M', et qu on appelle Q la quantité 
de mouvement imprimée à M par le frottement, en 
•cne contraire de cette direction, on aura Q=lill, 
dans le cas des corpsdénués d'élasticité, etQ=2*N, 
danî le cas des corps parfaitement élastiques } h 
eunt un coefficient qui ne dépend quede leneture 
des eurfecM de > et If, en point de conUct K., et 
pour lequel nn pntirra prendre celui qui a été dé 
terminé par l eipérieuce, relativement à des pres- 
sions ordinaires (o» 469). 

Sî le gliseeoaent • lien dent «m eens pendant tme 
partie du choc, et dans le sens op|>osé pendant l'au 
tre partie, on aura Q = A {JS' — R")i désignant 
par N' et V les qnentlcée de me» 
perlepeccttUlon pendant ces deux parties du choc, 
de sorte que N ou 2N soit leur somme R' + î^", et 
en supposant R' > K". i>i, a la iin de la première 
partie, le gliieenent se chenge en va ilmple roule- 
nM> p| ^ «m prendra Q = en négligeui t I( frot- 
t entent de la seconde espèce, qai euni lieu pendant 

la seconde partie. 
Bn eppelent ce que Q devient reUtivement k 

■', il est évident que Q' sera, dans t les cas, une 
quantité de mouvement égale et directement oppo- 
sée à car la prMsion normale que 



m pendent tente le dmée dn duc, 



eelde 



grandeur que eelle de ■ eor V, et le eitesee teU* 

tive du glissement de M' sur H est toujours égeleet 
contraire h celle du (glissement de 11 sur M'. 

II résulte du la que pour fonner lee équetîem 
d*dquilibre dee qnentitée de mouvenient perdues 
pendant le choc par le corps M. en nv.mt égard an 
frottement , il suffira de joindre à la quantité de 
mouvement If ou 2N, imprimée fc ee mobile suivent 
mnele ILfl, une eutre quantité de menvc- 
meutQ, perppnfîi<"ulfl!rp à KH. et Piprimée comme 
on vient de le dire j et que pour obtenir, en même 
temps, les équations relatites i B', il feodte Jeie- 
dte à la quantité de mouvement M OU SN, dirigée 
suirniit KH', une quantité de moevement Q* égale 
et contraire à Q. C'^t ce que nous allons foire, dans 
le ces du ehoo d'un projectile spbérique et 1iobm> 
gêne contre un obstucle fixe. 

477. Pour fixer 1rs idées , j« supposerai f^ueTob- 
sUcle fixe quels sphère M vient frupper est un plan 
berôental, et que eetu ephète toînran, eeent la 
dUNI) eutour d'un axe horixontal , perpendiculaire 
à la direction GH de son centre Ht? gnvité la fi- 
gure 103 représente une section du plan tiie et de 
M par ce piuu vcrtieel. Tout dtent eeesbleble de 
part et d'autre de cette séction, le point G ne s'é> 
cartera point rie cf» dernier plan pendant le choe, 
M contiuueru de lourucr autour du diumctre per- 
peodienleire k ce même plen, et le méeM peint de 
contact IL glissera, pendant cette percussion le lang 
de AB, inleisection de œ plan veitiuel et du plan 
fixe. 

ImaMietemeni event lu choe , reppélle n la vi- 

tesseborixontale de G, dirigée suivant GD, ft sa vi- 
tesse verticale , dirigée suivent GiL, et l'oegie 
d'incidence HGK , ' 



Le mobile H étant supposé parfaitement «laslique, 
ainsi que l'obstacle fue qu'il vient frapper, il 
perdra d'ebetd, en ee eeeiprinent, se queiettld de 

mouvement verticale Mft, puis il reprendra, en revê- 
tant à sa figure primitive, une quantité de mouve- 
ment égale et contraire; en sorte qu'après le cboc, 
le centre de gravité G eun une vitesse verticale 
dirigée suivant le prolongement GE de GK Si donc 
on appelle, ii cette époque, a' sa vitesse konsoo- 
tale, dirigée suivant GD, ou en sens uuBtieiie, 
selon qu'elle een posiavu on n^ative ; que Gl* 
soit la direction de ce point, et qu'on désigne per 
y l'angle de réBexion £Gfl', on aura 

é 

tang = ^ 

La droite GH' sera située à gauche la verticale 
EK, comme la droite GH, ou à droite de £K^, seloB 
que la quantité a! sera positive ou négative, feur 
que rengle de Hiesiun suit <gel k l'angle d'inci- 
dence, il rendra que cette f itcsse é eott posittee et 
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^gale à a; h différence y' — y de ces deux Bn::!ps 
•era toujours de même signe que s' — a; el le 
poinl 6rAragMdcn «fiiuid b vîImm im néga- 
tÎTe, 

Soit aimi • la vitesse nnî^ulaire de rotation de M 
•Tant le choc, laquelle Titesae sera coosidérée 
comie iMwilive oa eomme aégilive , wlon qa*«Ue 
aora lieu rfans le sens indiqué par la flèche ou 
dans le seos opposé. Désignons par «' ce que dé- 
viant eette viteMe angulaire après le choc. Le pro- 
blème consisien&iMtMrMiMrleevaleiandaflFatrt' 

d'apré» rclle-ç de a et a,. Selon que la Titessc abso- 
lue du point h, sera positive ou négative, r'til-k- 
dire, dirigée inivmt KA on niivant KA, pendant 
une partie de la durée do choOi on | f ■"ti rt M dv» 
rée entière, la solution présentera difTérens ca^ 
distincte, que nous allons euminer succesaiTeneat 
dim t» Dttmdro MUnat. 

478. Je supposerai , m praate Km, qM It vi- 
tesse du point K soit positive, ou dirigée suivant 
lUij pendant toute ia durée du choc. En appelant e 
itnyMi GKda oettovitoiMtm m wn- 
meocement, et a' -f> e«' à la fin ^ de sorte que ces 
deux quantités devront être positives. La quantité 
totale de inouvement imprimée à H suivant 6K , 
loil pendent que le mobO« se «omprime, soit pen- 
dant qu'il revient à sa figure primitive, étant égale 
à 2M6 , la quantlt<- ile iitoiivement provenant du 
frottement, et dirigée suivant kB, sera SAMi, d'a- 
pré* le «• 479 } par coosdqnaaC, U vilatae borison- 
tale a' du centre de gravité G après le choc, sera la 
même que si la masse M y était réunie, rt que les 
quantités de mouvement Ma et Zhllb y tussent 



207 

I appliquées, an NMi eontiaim rnm da r«iitn{ «a 
qui donna 

«' =S 8 ^ SU. 

En observant que 8/6 Me» est le moment d inertia 
de M par rapport i son aie de ratatioo, et que 
ZkMbc rst If moment, par rapportait méllieaxe, du 
Trottement dirigé suivant RB, on Tprra , «ans diffi- 
culté, que la diminution « — a, de la vitesse 
•ngnbic» de totation aan dëteminée par Fdqiie» 
tioo 

f lk>(«~n'} = 8Ulla} 
d'oùrootiM 

c 

De ces valeurs de a' et il résultera 

o' -f c«' = o + c« — 7*4; 

et cette quantité o^ -f devant r<rc positive dans 
le cas que nous examinons, il faudra que la quan- 
tité a + a», anaai paailife, loU plus grande que 
yuaim aesie nonauum Mnn Imw, an awa 
a 

tong = j — = tang — a*, 

pour déterminer Tangle de téflexion yf «Taptie 

l'angle d'incidence y pt le f-ocfticicnt A. 

Si la vitesse absolue du point K. est constamment 
négative, ou dirigé suivant KB, le frottement sera 
dirigé suivant KA, et il suffira de ollOBgerkt li- 
gnes des termrs niultipliés par h, dana Iti failliulai 
du ces précédent, qui deviendroet 



o' = a + 8W, s= • 4. 1 tang >' s= tant > <f SA. 



tw qoeoe eas ait lieu, il fiadra que la vitesse 

initiale du point K soit en sens controirp de ofUe 
de ti j ce qui suppose que la rotation priaittive ait 
Iteadan* le aen* appeeé à oelei qui eit indiqué par 
k ièchee. A oanse de 

a> -1- ss « 4. a» + 7Ai , 

si fandra, en antre, que eatte qnantitd native 

a -|- l'rmpoitf sur le terme positif 7hl. Dans ce 
second cas, l'angle de réflexion surpassera l'ongle 
drineideitce, tandis que, dans le premier cas, y' était 
moindre que y. 

La vitesse du poinl K ( t n:t jiositivc ou commen- 
cement du ohoG, si i-llu devient xéro à un certain 
Instant de sa durée, et qu'elle reste ensuite niUle 
jusqu'à la fin, on prendra, d'après le n* 474, 
M [h -\- ^"^ pour IVîTct total du frottement, en 
désignant par à la vitesse verticale de t> à l'instant 

ntffaitive on peaitif e, selon que cet instant amvm 

pendant que le mobile se comprime ou pendant 
qu'il revient à sa ligure primitive. On en oondura, 



c oienie dena lepremiev ees, 

Hf par rail^ 

Ung y» =s Ung > - i^JJ!). 

Si la vitesse <lu point K est léro dès le commence- 
ment du choc, on aura b' = — 6; et le frottement 
étant nnl, on 4e la seconde espèce, pendant toute 
lu durée do la percussion, il n'inflnara paasur lea 
valeurs de a\ law; y'. Si, au contraire, la vitesse 
de K ne devient nulle qu'à la lin du choc, on aura 
V = et cas fonnnlea eolneidaront avec celles du 
premier cas. Gdnéraleniont, U valeur de if sera in- 
connue, et l'on saura <îfnl»'ment fprpllr' tie peut 
pas dépasser ± 6; mois comme on suppose nulle 
la vitesse finale du peint i;, il Ikndra qu'on ait 

7 

a' + cn'=:«^.«» k (» + *')= 0; 

9 

98 
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et par conséquent , 



a {a 4- <!•) 
M* + tf) = 7 i 



na - 



a = — Ci 



— ïi 



Lt ▼itcne du poioi E éUnt potitive dans une 

première partie du choc, si tltc drvicTit në-utive 
dons la i>artie suivante, et que i soii la vitesse 
▼erticaie, positive OU ii<gattv«, de G, à rimlMitda 
m ehangeotent de signe, les quantités de moute- 
joent imprimées h M, suivant lo direction de KG, 
«root M (* + b') et M (* — *') pendant ces dcai 
pwlin de !• pMtilm.iroprét 1« B» 47fl, 4» prai- 
dra donc MI(» + IO— P»»' quantité 
lotulc <!e moavenieat produite par le frottement 
ftutfant la direction K.B ou IlA. , selon qu'elle sera 
positive ou négetive; d oonuM oette quantité se 
réduit à 2*16', on en conclut que les formii!r<i rela- 
tives à ce quatrième cas se déduiront de celles du 
prenier, en y mettant f au lieu de h. On y chan- 
gera le «igno de h, oonoie dana le second «s, li 
kTlIOMOdoK a d'abord élé négative, pour deve- 
nir ensuite positive, lais la quantité i' n'éuatpas 
donnée, ces formules ne feront pas «omutllie le 
diMiaeti^ii on r««g«D«etiea de Tangle do ré- 
flexion, et Ton saura seulement que Tune ou Pautre 
«st moindre que dans le premier ou le second cas. 

La question serait encore plM cowpliquéOi oi le 
projectile tonrosit ««tour d*nn ese q«i de fût pu 
perpendiculaire, cnintrif tio^îi l'nvons supposé, au 
plan vertical dans lequel le pouit Ci se meut avant 
le choc. Le frottement ferait «Ion oortir ce point 
de sort plan pendant la percussion ; et non seule- 
ment Tun^'le de réflexion (i.lTércr.ut de l'nnglc d'in- 
oidence, m«i» encore ces deux auglcii ne seraient 
plut ceaDprie dene «a pieu vertieel 



479. MainlenaiH , ptnir montrer, inrlpp^ndamment 
du frottement, rtufluence du cboc sur le mouve- 
ment de rotation, proMM ma eieaple liaiple, deai 
lequel Unonnale «« poi«t de oMUctdes deax 
mobiles, qu'on peut ref^urder comme la direction 
da okoO| ne passe pa» p«i le centre de gravité de 
Ton de ees dons corpo. 

Supposons que dans le choc Taxe instantané 
de rotation df ^ coïncide avec l'un des axes prin- 
cipaux qui se coupent à son cculre de gravité, par 
exemple, aveo r«»e fi* (fig l»)î on «nim «lon^:^ 
«i}sO<Siq»pMOiiS aussi que le point K et U nor- 
male commune aux dcui surfaces en ce point, 
•oient compris dans le plan des axes Qm et Gf| oe 
qui rendra «allée les deî» 4|Miitiléeeeteaey»Ee 
feissnt 

^=0, 4s=0, c = 0, cos>=0. 



daiis les deu dernières é^Mlieu (l) ou (4), o« es 
oeoelut p,=:0 et .«,s=0,euPsOetQ=«}ea 

sorte que, dans les deux cas des corps mous et d« 
corps élastiques, Taxe de roUtion cotocidera en- 
core, après le cboc, avec l'aae Qâ, et te choc cfaea- 
gcim settlettent la vitesse de rotation sans changer 
l'axe instantané, conformément k 00 que nous 
avons dt-ja vu dans le n" 437. 

.Prenons pour le corps W une sphère homogène. 
La direeliea dn ohoc pestera per sea oeaira d 
vité; on eara doae, comme dans le n» 479, 



ofeQS^^syees.^, V cee = ef cas y, V eas >' s= C oos j 



en ayant égard ewi snpposilteas préeédeates, l'é- 
4|a«tiaB (S) se réduira k 

(a CM C — èeesa)*;^ + u, eos « + •» *=os C 
4- «; eoe + a^, ose^* + oosy = 0» 
et, ea h eeaibiaeal avee les équetiens (6), oa eadé* 



^ J -fracosC — 6cos •) r,-f»icos •-f- 

H « 



Henons par le point K r^rs parallèles aux direc- 
tions des vitesses * et de G et G' avant le choci 
soient t ti f les angles que ces peralMIes M 
aveo SB} 



-f- W ces»' •fa'cosC'4- cosy =0. 

a cos C — 4 ces ■)* ^ 



« cos • -^ 9 ees C =-1 eee ^, 

V coe«^«|-e'oeBC'<t*i^casyA— ■l^ceeil', 

pour les composantes de I et salvaat oeHa pertie 
de la aesaMla au peaatIL} et eu éliminant r, an 
moyen do la qiiritnèaieéqaatiaa(l),f-éqaetiflBfiè> 
cédeate deviendra 



M N 



-f ;a cas C — * eos «jr 



+ # cos * — coe :s= «î 



d'où l'on tire 



BM c cos » — fl cos C)r -^ « co» ^— * cos t] 
^~ (U-f 9l'}t: 4> MH' ^4ceé«— acoeC;" 



Au moyen de cette valeur de K, les trois premiè- 
res équations (l) ou (4), selon (|vie lc& mobiles se- 
ront mous ou élastiques, feront conuaitre les trois 
composantes »», , e,, aa D, V, W, de la «Messe 
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de G après le choc , et let trois premières équa- 
tl«m (9) oa (A) <MlemiiMroiit d« nina eellet d« 
la vitasia fimlailefi'. Qaant à la valeur de r, ou 
da R , alla sa dMnin 4a la qoitriéma éqoation (l) 
«n(4). 

U qoantité H dail toaJaufB èira patMva, eamnia 

nous l'aTons déjà remarqué ; et quand sa «aleur sera 
ségatiTe, il n'y snra pas de choc entre les deux 
mobiles. Le dénominateur de cette Talmir est posi- 
tif aiati qiia la faelaor nPC da son nmo^taur. 
Les qiiaTiti(<!s I et I', contenues dans Pautre facteur, 
•ont aussi positives ; Ips qtiantltés a, l, cas «, cos C, 
aeil| cosl*, pourront être positives ou négative*; 
at iaan ligaat Mroirt dannd» dans ahaqna en pai^ 
ticnlirr \ cause de p 0 et g— 0, r sera , abstrac- 
tion faite du signe, la vitesse de rototion avant 
la choc Poar savoir le signe qu'on devra lui don- 
oar dans U valanr da N, ja «aoiUêra «m paint titoé 

5iir Vnxr G r ri l'unité de distance du point G ; la 
vitesse de ce point, parallèlement k Taxe Qy, sera 
»-|*ravaHt la «hoc (n» 467) j d'où Ton conclut que 
fa paiiia r-dawia êlia paaitiv« ou ndgalitra, Mlon 
quf mouTemcnt de rotation primitif auru eu lieu, 
de 1 «se Gs vers Taxe Gf ^ou de Taxe Gy vers Taxe 
Bg^ e*aai-è-d{yc) dam la tam da la flécha « aa dans 
le sens opposé. Après le chaa, la rotation aoia 
lien dans le premier sens ou dans le second, 
aeiun que lu valeur de ou de R sera positive 
on néfaliva. 

480. Jusqu'ici nous avons supposé les deux 
corps X at entièrement libres ; mais sMIs soni re- 
tenus par un point on no axe fixe, la délermioation 
Umn «onvanana aptit la elioc dépaadta ton- 
Jonn des roémet priadpaii orso diflfcira qna par 
le nombre des équations qu'on aura k considérer. 

Par exemple, si le mobile H est retana par uu 
point 11m 6, lot tioiapvcniiiasdqiiallona du n* 468 
ne seront plus nécessatra» pour rëquUlbre de M et 
daa quantités de mouvement perdues, pendant le 
dioC| par tous les points de ce corps. Ce point fixe G 
no aenpaaloi^onri, eanunapféeddammattl, looe» 

Irc de pravitë de M, et les inlëgrales/«(Jiii,yy<l»i, 
Jsdm, ue seront plus nulles ; mais lessîi quantités 
u, 0, w, Wj, seront téro j et en prenant pour 

Gy, tk», laa Iroia aiaa ptineipan» da > qui io 

coupent en cv point G , les trois dernièrai éqoa- 
tîons d'équilibre se réduiront encore i 

N (o coa C •— oot *) 4- C (r — rj = 0 , 
N (c cos « — a cos >} + ^ (9 — 9i) = 0, 
H otw > — a cos () + A — |i J = 0 , 

«amo dani le numéro eité. In y Joignant laa aiz 

équations (8) relatives nu rorpn M' , que je conti- 
nuerai de supposur entièrement libre, et Tëqua- 
tian (9) dam laqnrila on Cora «^=0, vpiO, ur,=0, 
on aura les dix équations nécawUrsf pour détermi- 
ner la valeur de If, et les mouvemens des deux corps 
après le choc, lorsqu'on les supposera dénnés d'é- 
laalicild. <Hndll« aaroat paiialionanl «lafUqaes, 



00 remplacera les trots équatiuus précédeotea par 
lat trois daraUies équations (4), et Ton fera uaaga 
des équations (6) au tien des dqwtkins {2). 

Si le corps W est retenu par un aie fiit G : ^ qui 
ne sera plus un axe principal, la quatrième équation 
du n* 40Bsera aanla ndeenaira poorrdqoililneda H 
et des quantités de mouvement perdues psr H. 
Comme Taxe de rotation coïncide alors avec Gx, 
avant et après la choc, on aura |i = 0, j = 0, 

p,sO, 9,= 0; et les trob eompeianlos do la vi-* 
teasedo é étant aussi onlles, oetto dqmtion se f4> 

dutra encore à 

Il (a CM C ~ è oos •) C (r — r,) B Ot 

C étant totîjnnr? le moment d'ineiiio portappOlt fc 
l'axe Gx. On la remplacera par 

CH (a oos € — » COS •) -f C (r — R) = 0« 

lorsque les deux mobilr's «;eroTit pnrfnitrmpnt élas- 
tiques; et en y joignant l'équation (3) et celles qui 
répondant au corps H', on aura toutes les équations 
wfcaiiiifes pour détominer H al las saonvemens 
des Acui mobile? nj-rè'* le choc. 

481. Au lieu de deux co^ seulement, si trois 
ou un pins grand SMNnbffo de mobiles se diof|nant 
simnllsnénent, on fasmciu ha équations d'équili- 
bre des quantités de mouvement perdues, dans le 
choc, par chacun de ces corps , an le coosidérant 
iaoléatent, après avoir joint aux quantités da non* 
vement perdues par tons ces points, d'autres forces , 
inconnues N, H', N", etc. , appliqués aux points de 
contact de ce corps avec tous les autres, et diri* 
gées, de dahais en dedanS| suivant la nernmle b sa 
smfaaa. Pour tous les mobiles, ces forces incon- 
nues seront en même nombre que les points de 
contact àe ces corps j car elles représenteront des 
quantités da nanvanent égalas at oantvaites pour 
les deux mobiles qui se toucbent en chaque point. 
Mais, n rinstiiiit de la plus grande compression , 
c'est-(>-dtre, u la fin du choc des corps dénués d'é- 
hslicit^ réqvetien (S) awa Uan pont dieqno point 
do contact; d'où il résulte qu'on aura toujot^r<; un 
nombre suffisant d'équations, pour déterminer, à 
cet instant, l'état de tous tes mobiles, et les va- 
leurs da H, Wt K"f «te. Quand les mobiles seront 

parfaitement élastiques, on obtiendra la solution 
du problème , pour chacun d'eux séparément, par 
U conddtfiation employée dans la n* 470. 
4Bi. fleur donner un exemple simple de cotte so* 

bitinn générale, soient lî, Ifl', fj.^ Irs ni3S5;r5 He trois 
sphères homogènes, dont les ccutrci sont G, G', C 
(ûg. 104). Supposons que f» soit en repos avant le 
oboc, et que cette sphère soit ft u p é e simultanément 
par M et M', qui h toucbent nui points K et K' Si 
M etU' ontun mouvement de rotation avant le choc, 
il ne sera pas changé par la eboc ; et i» n'en prenant 
aucun pendant oette percossion, on aura seofement 
à déterminer, en grandeur et en i^irrction, les vi- 
tesses de G, G', C, après le choc, au moyen des vi- 
tessce et «ks direelions do 6 «t <>' onporavant. 



Digitizod by C<.jv.' .ic 



»f «vuttoehoe, pir o,£, o, les 
d« la vitMse de G, ptrallèlct i troii 
axes fixes fi recJftngulaîres Ox, Oy, Or, et pnr a', 
b', c', lu composantes de la vitesse de G , parallèles 
•osnénM u«. IqHpéMntoiis par v, u', v'; 
w', ce que devifliiiMat eu ais eemponatoi k Pin- 

Stantde la plus gmnffp comprfSîion, rt pnrw , r^, 
les ooDapoMntes suivant les niéiocs axes, de la 
TilMM d« C è eti imUitt. S&tÊtd tnssi C, y, les 
■nglw compris entre le rayoo K.C et des parallèles 
OUI aies Ox, Oy, Oa, menées par le point K, et a', 
C, les angles que fait le rayon K'C avec «les pa- 
«ilUlMè ew «SM, menéM par le pmnl E'. Appe- 
lons, à l*iaitant dont il s^agit, N la quantité de mou- 
vement cnmmnnir|néc à fi par M suivant K,C, OU à 
II par suiTant kû, et N' celle qui eêt eommuiu- 
q«feè#ipar V vtànaA V,'C, e« k V par isanivant 



deneaveMenlpeidiiet, et des ionaa H al IP, 



0, 
0, 
0, 
0. 

0, 



M (a — w) — R cos • : 
■ (A _ «) H oea C 
M (a — w) — H eaa y ; 

M'Jy— tr^ - W'cos C 
V{c'~w') — H' cos y= 0, 



H cos « -f- rî' ros *' — (UU = 
If cos c 4- N' cos £' — /<rj = 
II cos > + Pi' cos y' —tutf, — 

en observant que et L'A* aoni 
de KC et K'C. 



0, 

0. 
0, 



Laa aanfé^tieii» d'équilibre daa qnaolUéa 

«, cos M -|- cos c Wf cos y =r M ooa «H* * oaa C 4- v cns y . 
«, cos cos C'4- tp, cos y'= «'cos «' + !>' cos C -|- lo' cos y'} 

et Ton aura, de cette manière , lea oose équations 1 incoonaes H, K', it, v, etc. 

laeeiue I 



^inUK al K', 



8ii 



ifUiona 



eaa «coa 4~ cos C cos C -f> cos y cos y' = cos 4, 

«"cea «'oaa C + a* coa y' = 
X sera l*aogl« «OC, al «C V ra|wiMBteraiit laa vilaaata priniitiTaa da G at & auivant €& al €V. 
XnobaarvaDt 



I os' a -{- COS» C COI* y =1 1 , 

les équations (a) donneront 

n 

• oaa* «f • oeBC^.» ooa y as» 

■ 

- W 

«' oaa V 4- V cos C «pf eoa y sïs V « 

W 

, . H+R'ooa* 

«1 eaa« 4~ *« i^o* * + U'i cos y sa , 



•i aaaa^ + cos C cos y' s= 



ff + Hcaa* 



aivaoyen de quoi leséquatiori [h) deviendront 

m^k ~v {M ft) ^ « a cos i, 

WfJt' = N' (H' + ^) + KM' cos ^, 
dCoô Ton tire 

A (■' + m) - yMMV caa è 
(■ + i-)(R' + M)-WPcoa.# » 

_ y {H + A>) ■> — MUiV «» ^ 
— (»+#»)(■•+#.)-»'«».# * 

Taleiin qui devront toujours être des quantités po- 
sitives. Après qu'on les aura substituées dans les 
éqiiatioaa (a), on en déduira immédiatemeot lea 
valaua daa nonf «onpoeanlae «, v, aie., dea vitea- 
aaa de G , G' , C , qui awonl lieu à la fin du choc , 

lonque les trois mr»)>iles it-ront A^nné^ dVlastirité. 
S'ils sont, au coulraire, porfaitement élastiques, 

al qn'aa ddaifpBei i la 6a dn ckoe siamUMé do oaa 



cos» 11' -f- cos» c -f- cos» y' r=r 1 , 

trois corps, par U, V, W, lea composantes de la vi. 
tesse de G, par C, T', W, celles de la viteaaadaC, 
parU,, W,, eallaadola vilaaaol^ oa a«ia,fir 

h rons^drration déjà anployéa dOM lO Oi* ^l^om 

nrul «'(juations : 

M (u — U) — > N cos • = 0 , 
■ (« ^ T) oaa c = 0, 
M (» -*1V) H aoa y = 0 , 
— V) — If ooa 0, 

M'î»» — V) — W'coa C'=î 0, 

M' fw'—V/') — y cos y'= 0, 

N LOI, Si -f- 7i' ros a.' /M («^ 

fi COS £ rt cos c -J. f» (v, 
H ooa y 4- K' cos y' + fi (w, 

£n ajoutant chacune d'dlaalk oello q«i lui < 
po«d panai loa <i|naliaaa (o)* il «anl 



= 0, 



M (a 


' U) — ttl ooa • SB 


0, 


■(» 


V) — an caa C = 


0» 


H (o 


_W) — 2?5 cos y = 


0, 


M' (a' 


— l') — 21S' cos »' = 


0, 


H' (6' 


— V) — 2N' cos C = 


0, 


H'Cc» 


—•W') — ifi' cos y' = 


0. 


tu cos 


« 4- an* aaa «' ~ = 


0. 


2Rooa 


C4-»'omC— = 


0, 


an aaa 


y + ax' caay*— 


«i 



otUn 



ploaqnli 



eet der* 
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Ml 



Bières ëqnilioM Im vdMir piMdmtci da H et H*, 

pour ta àédair» eniuila immédiatement les va- 
leurs det oeuf iacMMiaet V, V, S', V, W, U„ 

La ▼itaMM IImIm dat points G, G'. C, teraient 
•More les mêmes, si les choc* da ■ et de M' contre 
M> W lieu d'ilr« Mimiltvitft, m snooédMeni à on 



tris petit intervalle de temps, de sorte que ces 
trais poiattM tafbsMntiiMsmsiUMBnlddplMéi 

ppndnnt rp trTnp<îtrps rnnrt. L(*S durées trfs cour- 
te» (les deux cbocs, simultanés ou successifs, peu- 
TflHt anssi être inégales, et Pintant da la plw 
grande eampranian n'élra pas lavèneaiupoïiili 
&atK'. 



CHAPITRE Vm. 



UBIIPLIS DO MOUVIMBITT D DH OOBPS VUXIMJI. 



8oît AMB (fig. 105) une corde parfaitement 
teiblai, tria pea aataDsibla, lionwgiM «t partevi 

delà métrif épnis'îPiir. trntîiîr «îijÎTant sa longueur 
par noe force équivalente ■ un poids donné « , et 
■Hadide par sat dam «ktrdoiitda à dat pointa fixes 
A et B. On néglige son p^da par rappart à « ; et on 
la regarde, par conséquent, comme r^ctiligne dans 
son état d'équilibre. Cela étant, supposons qu'on 
Pdoaita n tant soit peu daoatte directton, et qu'on 
teptiOM de petites vitesses à tous ses points ; cette 
corde osrillprn part et d'autre de la droite AHB; 
at U s'agit de déterminer, k un instant quelconque, 
aapaaitioBat leavitaMaa da aaa difléranta ponts. 

Au bout do temps quelconque #, supposons que 
cette corde forme h ronrbe AM'B, plane ou i dou- 
ble courbure , dans laquelle M' est la position qu'a 
pitea le point qnaiflonqpt ■. Soit P la {Hrojectioo 
4»H> aork dHiUn AU} Jabona 



AP = * + s.; 



et représentons par y et a les deui autres ronrHnn- 
nées de M', perpendiculaires entre elles à l aie Ab. 
Lw d^aeaoMna daa pointa do la aorda étant sup- 
posés tris petits, les variables h, y, £, seront aussi 
très petites, et la question consistera à détaminar 
leors valeurs en fonctions de s et t. 
AppalonaAfdiénMntdfnfenlieldo fat aowèo 

AM'B, qnî répond au pnint W, et i In r^pn^îtp de la 
corde en ce point, multipliée par Taire de la section 
perpendicnlaire à sa longueur en ce ninia point, 
4o aatio «pm «dis aoit rdMaaant de aa maaaa. Bona 

l'état d'équiliîirp, 1rs r!(*rnen<i de cpHp mnsîc sont 
proportionnels aux longueurs, puisque la corde est 
limiminaat d*Hn»dpaiiiam tonilantn, la longueur 
d« rdUMHl qoiftfpaad an point ■ «at dbr; an 



aaia done —, «n a^wlant f ot lia poids et fa 
longnenr de In corde entière, at p la t^raviti ; at 

comme ta masse de cet élt'mpnt np r^nit prit; rVinn- 

ger pendant le mouvement, on aura constamment 



9i 



Si cet élément ids était sollicité par une force 
motrice donnée, dont lea eompoaaotca partililea 
aux Dxos des coordonndea fnaaant représentéaa par 

X»dl*, Yidï, ï.idt, les rompn^anlfs <iuivantces axaa, 
de la force perdue pcniiuiU 1 instant dt, seraient 

par conséquent, pour avoir les équations d équiii- 
kvndaeeafiMnaa, fulaetont eeUoadni 
d«lae« 



d* y 



Z — 



di» 



;i la place de X, T, 7, fînns les équfitions (1"^ du 
n° 398, et y substituer pour tdi sa valeur précé* 
dente. Or, les quantités X, T, £, éUnt Ottllaa, par 
hypoCbiao, fl an rdanite 



''y p d* V 

d T — — — d* 



d* p d* * 

T étant la laoaian de rdMnt irfi^ eten ebaeivant 
qaetf*f« aat Teliatiaaedo point Vonquoloea dqnn- 
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TRAITE DE MECANIQCE. 



tioM rëfiMdaaI. IUm m imit iaUgnbtw qm 

quand on les a réduilcs à la forme linéaire, par la 
considération du pea d'ëteodoa dit vibnitioni d« 
la corde. 

484. L*Aéni6iit de U Ittiifwar da la coda étant 

dx dans l'rtal d'<'qtiil!})rc rt étant devenu d,i dans 
l'état de moarement, et les tensions qu'il éprouTC, 
dans ces dani éUti, ayMit « et T pour mesures, 
leur dîSSfrance T — > • devra é<re proportionnalle an 

rapport dr S'in eiteniion ds—ds k H lanf^Mlir ]lrip 
milice ds (n» SSSj; on aura donc 

q {ds — ds) 
^-""^ ds ' 
q étant un poids constant al denoë, qui dépendra 
de la «utUre «t de rdpaiaMiif de la eerde. D*aO> 
lann, ea a 

d^s s= (ds + du)» d!y + dfi 



da phu, ai mr ■adaneiil laa peiola de la 
àI1l| SMia aaiai laa dlMoUana de aea tanfaalaa « 

de 

a'éaariaiit pen de la dieite An, iea oMBtilda— # 

d^ 

dy 

— saNml de frit patîlaa ftedieiia; eo adgli^CBal 

ds 

leurs carrésj il eu résultera donc 
d( = d!dr 4" du , 



du 

T = • + 

ds 



de> 



d> y 

dïT 



a* 



OÙ Ton a fait| ponralifdfer. 



al ai Tas néglige dgaleananl laa 



du di 

— —, las éqoationa (1) deviendieiit 

d* y d« s d* s 

et eenme en a anaai 



du dif 

et 

dada 



P f 

Les variables «, y, s, étant séparées dans ces 
équations (2), on en conclut que les vibrations de la 
earda , fMrallèlea ans asaa de y* »% aèrent iodé- 
pm-lantes entre <•!!(•«!, rt rnfxi<!trront ensemble, 
tans s'influencer mutaellement. On voit, de plui , 
que lea vilmitiona iraMearMifa* seroot les nimea 
dans le sens des y et dans le sens des B\ en aerte 
qu'il sufTira de consid**rfT les prpmi«''res, par exem- 
ple. Quant aux vibrations ion^ihuUnaltt, nous 
vajena aussi, en comparant la preodèra det éqna- 
tfena (2) à Tune des deai dernières, qu'elles suivront 
les munies lois que les outres, dont elles ne différe- 
ront que par la grandeur du cocflicienl m* ^ qui 
aiirpaaaara dana ta rapport de f à «. 

485. L'ëqualiea ans dfSfceaeea pariMIaa éa le- 
«ond Qcdre 

d* y d* y 

dir~ °' ds^ * 

a ponr intégrale complète 

y « /"(* + «!) +r (3) 

/ et F désignant les deux fonctions arbitraires. En 
effet, quelle que soit une fonction -1, on a 



d» y d»f{ 
d»» 



' + aO ^ 



Ar* 



ces valeurs rendent identique l'équation donnée. 
Si latampa #a»t compté à partir de rortgioe du 

f et qa*en fe^|aide "^f^ — i 



comme nnoqnantildpeaitiipe, «-|-a<sata nnequ 
tité poailive pendant toute la duiéedn oieoiamaei. 

?>( r-— -nf nrif rjunnlitT- négative, nu tmp ^tianfitr 
positive cl moindre que i. Si donc on désigne par t 
nna variable peaitive, il anffira, pour pownir liiM 
usage de la formule (3), de connaître laa mleurs de 
et F ( — f), depuis f=:0 jusqu'à f =x , et celles 
de depuis ; = 0 jasqu'à { = /. Or, on détermi* 
nera, oonme on va le troir, oea «alewa de/^ et 
f (d;0< P^'' condition de rinmiiïlité de* ponli 
A et B pendant tout le i 
l'état initial de la corde. 

1. Supposons qu'on ait, & l'origine dn , 
'» 



dt 



d» 4 (j j: ai) _ d« 4 (# 

dl* ~~ ' 
d'où l on conclut 



dki 



CVS deux fonctions fs ttp's seront nulles pourx=0 
et pour «r = /, et données, depuis s = 0 jusqu'à 
s = par la figure initiale de la eetde et d*afaia 
lea vitesses imprimées, à cette époque, à ses difé* 
rens points. F.n ffiisant < = 0 dans la formule 
et dans sa dtflércatielle par rapport à <, on auia 



et sî Ton fait 



dfs 
ds 



dF« 

dî' 



— y » xdx — 
a 
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m 



et ^*0B Mita i M Ii«a4e4r, on «• dédain 

/•f=lff-f F(= f (4) 

La fonction ^ coatiAulra une con»tiint« arliilraire; 
mais il ett éf id«ot>gi*elle dîtparatini dans la f«r- 
male (S), ifui te compote de la lomnie des valenra 

de f( rt F*, relatives àcicus Talenrs différentes de f. 
On peut donc faire abstraction de cette constante , 
•t supposer, pour fli«r1«t Idées, qae la fenolion 
»*éTaiiBMltll>| quand i = 0. Les c({t)iiiIoi)s (4) fe- 
ront alors connaître les valeurs de/? «t Ff, mais 
aeakmcfii depuis t = 0 jusqu'à { =/, puisque les 
Canelkn» cft *■« M»* d«finé«t qm dam ett 
iiitarvtlle. 

L^ç f>oiuts A et B étant fi^e?, il futnlra que les 
iraleurs de y qui répoadeol a ;r = U et j soient 
«omtaamaBt amllcs. la iuiaiit «I se f , m inra 
duoo, d>«fr«i réquIiM (t), 

pour toutes les Taleara de la variable positive {, 
la tcrta de la première de ce* deux équations, 

les valeurs de F ( — f) seront (•:.'alrsrt dr-si-jne f-nn- 
trairoà celles de Si lu» utet dans la sevoude 
éqootioa 4* ^ pUcodo et qu'on !• ro- 
tronebe ensuite do lo pieniiére, il vient 

ce qui fera cuaiuitre fi^ depuis j = U, jusqu'à 
# ss « , quand cette f ooclion onre été déterminée, 
depuis ^ = 0 jusqu'à ;= 2/. Enfin, en supposant 
; et mettant <— < à la placo de dans la seconde 
équation (fi), on a 

- {) = _ Tt 

Fkr «inséqueat, les valeurs de/'(2i — depuis 
f A 0 jusqn'à t = i, on, ce qui est ta même ofaose, 
«cllo àeft depuis { = / jusqu'à ( =21, scrontoon- 
nues, d'après les valenra de I{, depuis {aaO jus- 
qu'à t =1. 

AJnrf, les valeurs de/l^ et ff étant données par 

Ift équations (4), depuis ( = 0 jusqu'à ( = ^ les 
équations (5) détermineront celles de /"(/ 4- t) et 
de S {r-i)t depuis f = 0 jusqu'à |f = oo . On coo- 
Mlln doneloufes les valeurs deeesdeosfonetioua, 
dVà dépendent celles de y, pour tous les points do 
1^ oorde et è on instant quelconque du roouve- 

«ont. Loi veleuie eotrospondenlei de— et — , 

* * * 

«t, fu «aita, celloo do —, estonteuasi connues : ot 

Ift 

lot velours do e et — s'obtiendront de lo même 

dt 

nonière. Plsr conséquent, on connaîtra la figure de 
lo oorde, et les vitesses transversales do tous ses 

points à un instant quelconqti'^ ; 'ce qui est la solu- 
tion conpièle du problème , en ce qui coaicrne le 



mnTivrnirrt Hc la rordo, porpendioulairoacut i Sa 
direction naturelle. 

Il n*y a rien, dans la question, qui puisse setvir 
à dét^ruiiiicr les valeurs /*{ — f}, non plus que cel« 
les de qui répondraient à ( > /j de sorte que 
ces parties des deus ronctions arbitraires, dont l'u- 
sage de la formule (S) n^exige pas la eonnoissance, 
resteront t'tut-à-Xait indéterminées. 

487. Pour connaître la valeur de y qui résultera 
des équations (^i), (4), ^ô), je considérerai succes- 
sivmneot lo partie deectta valeur provenant de la 
figure initiale de la corde, ou de la fonction sjr, et 
cell« qui provient des vit(>ss4><i initiulesdoaes diffé» 
rens points, ou de ia foncliun ^'x. 

A Forigioe du mouvement, soit ACB (fig. 106) 
la projection donnée de lu corde sur le plan des * 
et y, de sorte qu'en prenant sur AB lo partie AD=x, 
l'ordonnée correspondante OC soit 9s. Après avoir 
prolongé AB, je tieoe lo courbe WCfk% égolei ACI^ 
mais iiivrrspniRnl placée, de manière que, si l'on 
prend = BU, l'ordonnée O'C soit é^ule et de 
signe contraire à DC. Sur les deux prolongemens 
dn AA', je répète indéfiniment bi courbe ACICA's 

en sorte que A'C'B'C'A" soit !a position que pri n 
drait ACBC'A', si cette courbe glissait paralléie- 
mout à Taxe dos «, jusqu'à ce que A vtut en A' et A' 
en A", et qnoAC,B^Cj^At soit la position de A'C'BCA, 
afirès a^oir glissé de même jusqu'à ce qne A' vint 
en A vt A en A,; et de même au delà de A" et de A|. 
Gala bit, si l'on prend dons abscisses 

AE JT +0/, AE ~ S — Ol , 

dont la seconde pourra ôtre positive ou négative, et 
qu'on élève le» ordonnées correspondantes £F 
Ot Wy positives ou n^tivea, leur demi somme 

sera la partie de y dépendante do la figure initiale 

de la corde. 

2^ iiuppoâons que les ordonnées de la courbe ACB, 
an lieu d'être les déplecomens primitifs des pointa 

delà corde, représentent niiitntcnunt leurs vitesses 
initiales , divisées par a; en sorte qu'eu preuaol 

1 

AD s «, on oit ne = — 9' m. Traçons nne autre 

a 

eourbe ACB{fig. 107), telle qu*à PabseÎMO A]>=s 

1 

réponde l'ordonnée DC = — Jf^lsdt = L'tn- 

a 

légrale commençant oveo «t *t l> fonction ff» étant 

oussi nulle, quand t = (>, cette rnnrb'? touchera 
l'axe des * au point A. Si l'on prcud AB — <, et 
que m soit rordonnéo correapondante, on aura 

et ta tati^fhtc en H sera parallèle à l'axe des abs- 
cisses, à cause que Ton a 9' s <= 0, quand < = i. Je 



ao4 



TftAlT£ DE ilECAMQUE. 



trace la oourlw H(?A' , égsle à ACH, et placée de 
manière qu'en prenant BD' = Fî>, on nit IVC'—hV, 
paii je répète iadéfioimeot la courbe ACUC'A', sur 
lc« dens prolon^Mmiit AA', «onm dan* b 
eoDitructiuD piiéeédaate} «t cala iail, ai Toa pvMid 
d«ax«baeiaaea 

AK s= » + «1, A&' = • ^ «f , 

dont la teconde pourra élrapMÎliveonji^galiTe, et 
qu'on élève les ordonnées corrwpoiMiaatMk Ut ct 
&'L'f poaitivea ou négative*, on 



1 ÇLL - E'f), 

|war la paitia de y ^ réiolle d«t vitoMM Initiaks 

des points de la corde. 
La valeur complèto de y sera donc 

(w+rp) + f oti-i'io; W 

et la mènae consiiuctioa donnera la valeur corres- 
dy 

pendaDle de £a effet, eo a 




Â~7^ d» A» ^+ , Vd» +"5^/ 

Or, si Ton mène par les points F, F' , L, L', (6g. 106 
etl07), les tan^jentes F/T, F'/, li, L'f , et les droites 
Fx, F'«, U, LV, parallèles à l*aM d«a « et dirigées 
la actia dea s paaitivea, on aam aiiaaï 

^=.t.ag*FA !±-=t«,g*Ff, 

dju, . -, d.yi/ . 

_-a= taog «U , -jg- = Ung *L'f i 
il en réaullera dsonc 



db o 

— = — ^tang sVf — tang «F/») , 

d» a 

— (tang + Uog irU)t 



{*) 



formule dans laquelle les angles seront toujours 
•igus, nuis poaitifaott négatifs j ce que la figure in> 
diqueraponr ebaeun dea pelota F, F', L, L'. 
On constraira de la même manière Ica valeurs 

dM 

de sel 

d< 



488. Il résulte de la construction dea * 

présentées par les rif:;!irr'<; 106 et Î07, qii" qnnnf? îf» 

produiia< augmente de 2^, TordouDée y et la vitesse 
du 

— , ezpriaadea par leafimanlla (n) et (1), tepcen» 

di • 

nent les valeurs qu'elles avaient eaparavant. Il an 

ds 

est de même è Tégard dea valeurs de a et ~. Par 

d» 

conséquent, la corde revient au même état, pour 
sa forme et pour les vitesses transversales de tous 
ses points, au bout de chaque intervalle de temps 

it 

dgal à — . Dana le vidai ctaa 



A et Bfigenwuaaasant figea, la < 
dooe «M auite indéfinie do petiteo 

dont b dnré» aérait pour dwqne oacillaiiea en^ 

o 

tière, Pallée et le retour compris. Mais la résistance 
de Tair et la comaïunicattoo d'une partie du mou- 
vement do la eetdo à ses pointa ostiéoseo A et 
afl'aiblisscnt graduellement les amplitudes de ses 
oscillations, et finistent par les anéantir, sans alté- 
rer sensiblement risochronisme; résultai sembla* 
bloà eelni qno nous e prdaentë le mouvoeBeal da 
pendule dans Poir 190), et que je me contente 
d'indiquer comme une coDaèqueoce de raoaljse, 
confirmée par l*observation. 

Si donc on désigne par T la durée d^ono vibra- 
tion ou oscillation cntit'rc d<? la corde, et pnr n le 
nombre des vibrations qui auront lieu dans Tuoité 
de temps , oai 
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9* 
9* 



» f 



le ion d'une corde sonore est d'outant plus clcTé 
qu'elle fait un plus grand nombre de vibrations en 
un temps donne ; il est donc déteriuioé par le aooi* 
bre n, lequel est, eeasme en voit, îndépendent de 
la !jr.inilcur des uin[ititu(les, supposées très pelilef. 
Pour une même corde, ce nombre est proportion- 
nel à la netne carrée de la leusiou pour deux 
cordes d'une mime matière et d'une mène ^aia- 
seur, le poids p est proportionnel à la longueur l, 
et le nombre n, k tension égaie, en raison inverte 
de cette longueur j enfin, pour deux cordes d^ 
même longueur et égaleasent tendues, n est en ra^ 
son inverse des racines rarrét ? de leur poids. Ces 
dillereutcs lois ont été con firme es depuis tongtemps 
{jur Texpérienoe. Toutefois II y ■ dea caa dont naos 
parlerons bientôt, où la corde, à raison de son état 
iiMliul, se divise en parties égales, jointes par des 
points qui demeurent immobiles pendant toute la 
durée du mouvement j ce qui élève le ton propor- 
tionnellementaa nombre de ces parties aliquote*. 
Si les points de la corde a oni pas de vitesses iat> 
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m 



tMl«» OD «un 



1 1 ig 

y = — El 4 t'S\ 

9 M tU 



Baeeatidéniit aTecatlentioa U forme de la courbe 
reprëseatéa ptr !• figure 1 M , ati toi» tottiM 
!«■ fois que al Mft m nraltipla quÉlcoDi|ae4e^ l« 

^tMM~Mniinillaeilaoa>rd*i«fw«iidr«h nême 

dt 

figure, nuit située dan» des positions altcrnotÏTe- 
MMil tormei IHme dernilie. ÀCB (fig . 108) éUnt 
M figure, quant < =: 0, M im «ocore figure et 

sa position, quand ai sprn un miiliîpîe pair de/; 
nais lorsque at sera un multiple impair de /, la 
eovde prendra h petitiM inTerae ACB, telle qu^en 
faisant AVs BD, oaait T) T. z= _ DC. Dans ces 
deux positions extrêmes ACB et AC'B, les vitesses 
transversales de tous ies points de la corde seront 

■éro; etla corde emploiera letemps-i T d'une demi> 
vibration, k passer de Tune à Tautre. 

48B. Bd gMil, Im partÎM dM Hgm» que repré- 
sentent ies figures 106 et 107 ne sont pas les pro- 
longemens analytiques Tune de l'autre; ces lignes 
forment des courbes dùcontinuês^ c'est<à-dire, des 
eoorbes dont tons Iw points n« sont pas «sso^ttis 
è \a même équation entre l'abscissp et l'onlonnëej 
nuiSjSux points dejooction A^, Bj, A, B, A', B', etc. 
(fig. IW), A,, H„ A, H, A', H', etc. (Bg. 107), de 
dons portions diffirontos, U tangento est toajows 
commune aux doii pnrtîp^ ad)accntes. Lo courbe 
relative à la forme initiale d« la corde, et celle qui 
représente Ib loi des vitesses imprimées i tous ses 
points, peuTentaussi être des courbes discontinues, 
pourvu qu'en chacun tirs jioiiîts ou leur forme 
change, la tangente reste néaumotus la même pour 
les dens parties adjoeentes. 

Cette restriction est fondée sur ce que par leur 
nature, la force accélératrice d*uu point matériel et 
la vitesse dont il est animé, sont toujours des quan- 
tités finies, esistentes et nesorables ; en sorte que 
dans les problèmes de Dynamique, les fonctions du 
temps qui ciprimcTit Ip^ vitp'^sf? ft !es forcesaccé- 
lératrices des ditlcrens puiuts U un aiobUe, ne doi- 
vent jaoMis devenir infinies. Ici, la condition re- 
lative aux vitesses est remplie ; car les vitesses 
tran^vors^lp? ^'fxprimcnl pnr !a formule au 
moyen des lau^eiitesde eetUtiisaDgles, multipliées 
par la constante n; et par bypotbése, ces angles ne 
s'i'Ièvcnt jamais a 90o, et sont, ou contraire, tou- 
jours très petits. Quant BUT Torcf* arrélératrices , 
elles deviendraient infinies, liuus les points où deux 
pestions de la corde se ooupeniient sons nn angle 
fini, et ces forces croîtraient sans limite, prés de 
semblables points de jonction. 

Sn effet, soient m et tn' (fig. 106) deux points de 
In corde, très rapproi^és de M', et dont nous ren« 
drop<; rnînitr Ici distnnf-es à ce point infiniment 
petites. Considérons, à un instant quelconque, les 



= — (Ung «r/"— tang #r/). 
8 

(forces quiagissent sur la portion mSL'n' de la corde, 
e*esl4-dire, les tensions qui ont lieu I ses Mtréail< 
tes, rt sont dîri-ées suivant les parties mh et wftf 
des tangentes enm et m'. Représentons ces tensions 
par H et H', et par fà la masse de mM'm'. four que 
la foiee «eeélératrice, perelléle k Ai, de cette pe- 
tite masse, tip r!r%icnnepas infinir, quand sera 
infiniment petite, il faudra que la diiférence H — H' 
soit très petite et en nioins proportionnelle k /«.De 
pfau les eomposiAtes de H et K' perpendiontsiree 



à AB et parallèles k Taxe des y, seront H 



-El 



en sobstitoint ~ à —, i 



le tfi 484, et désignent par 



m] 



les 



forée 



velenrs de — qui répondent i ai et es'* le 
Motrice qui tire #i vers AB, enra elors pour 



leor 



Pour que la force eceéléretrice eerrespondante ne 

soitpas eilrèmement grande et ne di-vienne pas in- 
finie, quand la masse /* sera infiniment petite, il 
son donc oécesssire que cette différence soit aussi 
très petite, et ennnlns proportionneUo k |i; 

commp les quantités B et II' difTC-rent d<îji très peu 
Tune de l'autre , il faudra qu'il en soit de mtoie 



àPégnrdde 



dont la différence 



devra être infinimeot petite, quand les points m 
et wf seront infiniment rapprochés de W, Donc, en 
uucnn endroit de la corde et i aucun instant, lee 
tangentes mh et m'A', en deux points infiniment 
voisins, ne pourront se couper sous un anj^le fini} 
ce qn'îl s'agisseit de faire voir. 

Cette copdosi on aura cncorc Ueu, Icnque le 
corde sera composée de deux parties de matières 
tlillérentcs : à leur point de jonction, l'ordonnée y 

et son coeAcîent dUTétentiel — devront avoir con- 

stammeni ono véflie valeur pour ces deux parties; 
c>- qui fournira, connue \n finit»; des points cxtrè- 
tues, deséqualtous ludi&peu&ables pourla détermi- 
nation des fonctions erbitnires, et sens lesquelles 
le solution du problème seimit indétenniaée*. 

' ''»jn, pour Mite »oluû«m, U Jmofiutl é» tVÊnk M^lHAiiifw» 
XVllt* rshMT» m» M>. 
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4fO.D*Alerobert a résolu le premier le problème 
dei cof')?^ vibrnntes ; la solution quM en a donnée 
e»t celle qu'on fient d^xposer, et qui est fondée 
lur IMntéfFation, toui ffmne llnia, de réq«elîon 
d* y d* y 

„ . — — a' -r ; mais au moven de la formule (a) 

dt* da* ^ ' 

do 3^1, on petit aoni réModre cette qucetio* 

d'une autre manière. 

Qnéllec que eoient let fonetfauM domtfet fc et 

f pourvu qu'elles soient nulles , quand jr = 0 et 

qoeml dP = /, oD e, diaprés ia fommle citée, 

pdur toute» lee Telewt de depvit # es OjMqa'à 



«sf inclowveiiMnt, c^eat-i-dlie , pour toute le 

longueur t^f In rort^p; t (*tnn( un nombrf» (Entier et 

positif, et le» caractéristiques X todiquant des som- 
mes qui s^éleadentè tootet lee felewe de depnîe 
s = 1 jusqu'à . Vm eiilve cétf, tonle eiiiie»» 
sioD telle que 

y = (A sin «e< -f- B cos mat) nn («s C), {i) 

satisfait, comme il eeiftetle de le vériier, à Téque- 

tioii4 



(•) 



A, B, C, dtant des ces 
cele, si Ton prend 



sin — -r— 



=7'C/: 



fs'ds' 



f's'd* 



)twS 
sin ce 

\ •«■* . 

]-— sut — r-ai 



iwat 



*ira< 



eeHe valeur de y eetUen I loolee le» ceudîtieM 
du problème, et en iMfermere , eonidqueiHBenl, 

le solution. 

En effet, chucun des ternies des sommes 2 satis- 
fen idpeféiB«nt fc I^équetieu (e){ per couidquent, 



f aetitfereiitt 

tion est linéaire. Si Ton fait x = 0 owx = 1 dans la 
formule (d), on a y = 0, quel que soit t ; ce qm 
remplit la conditioa de lefisité^de» points extrènaa 
de le eerde. IoIIbi le femnle (d) i 



et si Ton fait < = 0 dans ces Taleurs de y et—, elles 

dt 

deviennent t« et f 'jt, en vertu de l'éqoation {a) j ce 
qqi aelidiiil à l*élat îuitiel de la corde, den» loule 
eegdnénUM. 

Cette autre solutiou du (irobléme est dne à La- 
grange, qui a aussi fait voir qu'elle ooiooide avec 
Mlle de d*Alflmbert. 

Avant Lagrun-/ , D. Bcriiuuilli avait déjà réKltk 
le problème des cordes vibrantes, en premuit pour 
H une valeur composée de termes compris dans la 
intmole (t), et eanijeltt» à devenir nul», quel que 
iOît <, pour «=0 et pour er 8^1, e*eit<4-dife) eu 
ftoren de Teiprefliieii 

y = (a sio ~ + B eee^si» — 



iwat . „, 2ira«\ . 2irjr 
B' cos — j— Jsin-y- 



I 



A"mii ™ -|-B"cos —J »in— . 



etc. 



dans laquelle A , A' , A" , etc. , B , B* , B'' , etc. , sont 
des constantes arbitraires. Il aumquettk cette ee- 
lution, pour être complète, la détermination de ces 
coeffîrirti';. d'après un état initial de la corde, donné 
arbitre! irenif nt ; ce qui était, sous le raj^ori de IV 
naly se, la difficulté prim^pele de le queitioa ; cette 
formule {f) suffisait, d^ailleurs, pour faire connel- 
tre les difTcrcns modps df* Tibrfltion«! transversale» 
de» cordes sonores, et les lois de ce» vibrations. 

41^1. Lee formules (d) et («) mellettt eudvi d e u fte 
les lois du mouvement de la corde vibreslc, que 
l'on a énoncées ''mi* le no 488j elles montrent 
aussi que 1« ton peut quelquefois s'élever, comme 
on l'a dit deMce noiaére, ci le nerohiyi de» vibn- 
tion»deM l'unité de teoipei devenir on multiple 
fit" <;fi valeur générale ^ sani que le tension de la 
corde ait été changée. 

Bn effet, suppoaon» qne le» valeur» dt •n' et ifm' 
leîent telles que Pnn eit 

pour toutes les valeurs de s' qui ne sont pas des mul. 
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tifta 4*an nombre donné «; eondiliom qaa Ton 

peut rcmpfir tl'iirif infiiiitr de mnnirrrî dif!"'-rf ntrî; . 
formules ti («J ue renfermeront que de* 

MMt «1 flOMini* d«i nmllïplaa dp^f^f j para«M<- 

quent, Tétat et la poaitiandok eovde ttàmiaaàÊMà 
Im niAiMs toutes les foit qM «1 •ngOMnlcra d*tti 

21 

multiple de — ; et d'après U valeur do a, celle du 



inaMgnIiM valtlîiSAà*', «a* 



nombre », d'où dépand l'élévation dn tan (n* 488), 



sera 



c'eet^-dira, qa*il m «MUfan augwaaié dana U 

Mpport de m à l'unKé, 

Oaos ce cas, ia formule (d) ne contiendra que le» 

tiam daimnlMplaada'i" ; «■ awa dam aonaUs* 

mtnH f «0 poâr laa iwinto dqnidiataaa ff,^ W, 
W*^ 4to., da la corde [Sg, KM), qvi répandant à 

•s~<»| = — , = — , etc.; en sorte que ces poiia^, 

an nombre de m — 1 , demeureront immobiles, 
comoie les points extrêmes A et B, pendant toute 
b d«da d» BunivaaMnt. Four actta raiian, an ap- 
palle les points N, T', etc., des nœud* dt vibra- 
H9tU. A l'origine du mouvement, i's n'auront reçu 
ancone vitesse, et u'auront pas été écartés de la 
droite AB. Laa parUaa da la aorda AOf, HCR', 
H'C"?»" etr , dilués alternutivement d^un côté et de 
l'antre de AB, vibreront comme des cordes isok-cs, 
dont In lon^eura AU, NN', Rit", etc., sont toutes 
t 

dgalaa è «>, «t dont laa vilnatiooa iaochranaa at 



va laaip» dgai 



21 



La manière la pins simpln de salisfairf nni ron- 

ditioas etpriioées par les épations (g), es^a prei^ 
4ra, par esemplQ , 



htim 



— 9i 



h ('tant nnr ron^tanln donnée. Cela suppose que les 
points de la corde n ontposreçudevtteMes initia- 
las , et qu'il Torig iaadn mouTamenCalla était fermée 
de as parties égales et situées altemativeiaent d'un 
côté et àc t'nutre de AB. Chacune de ces parties de 
eoorbe est ce qu'on appelle une trochoïdi, qui a 

panr lonsmiir —, ft p«iir Iw^tavr h, Dana «• caa, 



la faimvia te rédvît «n unA tanna da U pra- 
miàf parties qui répond à <s=«i. In afcolnant 



. , mwx mirât 
y =: Ji ain ooi —y } 



la figure de lu corde est donc composée, paodjtpt 
tonte la durée dn mourenant , d*un nenilire as de 
tieeboldea, d'une largeur constante et d'une bat|» 
tanr variaMaj at elle oalneide avee la droite A^» 

I 

totttea laa feia. qna nteat nn nultiple impair de — . 

Cette solution particoli<^ du problème des cocde« 
Tïbrantea est eaUe qne Tajior avait dannéei avant 

que la solution générale lût connue. 

402. Tout r<> que non» aTor»i dit par rapport aux 
vibrations transversales s'applique immédiatement 
aux Tibratiena lonf iândinaiaa. Il tnfflra, pour avoir 
i un instant quelconque Teipression de la variable 
«du n" 483, de mettre tiaiis rflle qu'on a trouvée 
pour y, la constante • du n" 484 a la place de a. On 
prendra alora ponr fs h dépiaeemant dn peint M 
(llg. 106) il Torigine du mouvement, suivant la Ion- 
pueur de la corde, c'csl-à-dire, la valeur initiale de 
IP; et f'x exprimera la vitesse initiale du point V, 
suivant IB ou K.4 , aelen qu'elle sera peaitive ou 
négative. Ces fouillons |* et ^'x seront don- 
nées arbitrairement , depuis s ~0 jusqu'à x = l ; 
et si elles changent de forme dans cet intervalle, 
U fandia qna , peur les valawa de • en eela ans* 

tera , cliacnne de cei forriior? et son rnefficient 
différentiel aient cependant la même valeur dans 
les deux parties adjacentes de la cordOb 

n résulte da Ui qne ai Vou appelle T la dmda 
entière irmie vibration longitudinale, c*est>i-dîre, 
rint<Tvalle entre deui clats identiques de 1» corde, 
et »' te nombre de ces vibrations dans l'unité de 
tempe , nena aurena (n* 4fl8) 

Ce nombre itf et le ton de la corde qu'il déter- 
mine, ne dépendent pas de sa tension «; cep*>nd8nt 
l'observation indique que ie ton longitudinal s e- 
léve un peu qmnd U tanaian angUMatei eiroon- 

stance qu'on peut attribuer à ce que lu longueur 
de la corde , comprise entre les points A et B. res- 
tant la même, son poids |> diminue quand on l'utend 
davantage. 

493. En comparant ce nombre n' à celui des vL- 
brationa transvcrsalea da la mime oordej oo a 



en sorte que, toutes choses d'ailleuri égales, la ton 
provenant daa vifaratiena lengitndmalaa aère plue 
aigu que eclni qui répond aui vilmtiena tienavei- 

ialaa, dan» la rapport de |/fè |/«. 
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Le |ittid< g «st la tmaioo qiiPil fkndnit enplofer 

pour doubler la lontrMPTîr nnltirello i^p la rorde, en 
•uppOMnt que li loi de son extcnsiou fût con- 
■teoto* In «Sitti tî Pm inppote que, pour une ten- 
•im doiiiiée A , la loagueor d*aa0 parti* queloon- 
que de la corde anj^raente dans fe rapport de 1 -f- ^ 
à Tuoité, l'élément adjacent au point M, qui éprouve 
•afloaHiTcmeiit les teuMma « at T dan» Pétat d'é- 
qnililm at dani l'dUt d« noafenaat, augnaotars 

l« JT 
dans les rapports de 1 4* — et de l •{ à Tunité j 

A A 
leslonpuciirs dr et ds, dans ces dcni ëtats, srrnnt 

donc entre elles comme A •^i^restàA-^^icn 
aorta qna 1*00 



d'oftPaatûra 



fLZ-t — ^) 

i» 2 • 

en négligeant le carré de la fraction t. D'après les 
▼aipurs de — dk et de T— • da 484^ on 

aura donc 

A 

« = -i 
i 

par conséquent, q irrn In tension qui répondrait 
à If ou qui douJiierait la longueur de la corde, 
il ian allongemairt ereiaiatt tonjoura uniformé- 



Comme la tension «d^une corde sonore tst tou- 
jours très éloignée de celle qu*il faudrait employer 
po«r en donbUr la longwar, 0 B^am^ 4|iia le rap- 



part 



de à « ait tei^oiin tréa «eodddim- 



Ua. On peut le déteminer, à pritri, d'aprii PaK 

lani^ment de la corde produit par la tension «, et 
mesuré directement ; oar ai Ton appelle y cet a^ 
longeoiant, on aura 



paiiq^Jfaatodni qvi répondila lenaionAi H 
mt iohitHnant cette valeor de«etoall«def dans 

»' 

TeipieBiioB de — » Q vienl 
m 



d*oà Ton conclut, idciproquement, 



pour ta valant de rallengeneoC d*eprèi ceU* 

n 

de — . 

Ce rapport trr? simple da nombre des vibrations 
longitudinales à celui des vibratioas transversales 
d*one néme eorde, a dté térîfië par sue esp^rienee 

que H. C«|;niard-Lutour a faite tur une corde trda 
longue, dont les vibrations tran-iversales étaient 
visibles et asseï lentes pour qu'on pût les compter. 



4Q4. Cette verge sera homogène; et, dans son 
état naturel, je la aoppoaerai pritmatiipie on cf lia- 

driqi"" : !.T fî.Mirc 110 représente alors une section 
faite par le lilet moyen AB, c'est-i-dire, par la 
droite qui passe par les centres de gravité de toutes 
lea sections de la verge pcipendienloire à an le*» 
gneur (n« 314}. Si la verçe est, par exemple, un 
cylindre à base circulaire, AB est son axe de figurei 
aen dianaétre eat Ir^ petit, at dans tooa lea eae, las 
dioMmîma des aeetiona normales sont trte petites 
par ripport à la longueur de cette droite ; m«is elles 
sont, cependant, asseï grandes pour que la verge 
résiste à la leiion, et aoit ce qu'on appelle nna 
verge ilattiqm (n* 306). 

Dans le mouvcnifnt lon gitudinal de cette verse, 
que nous allons d abord considérer, tous les points 
appartenant k une mène section normale anrant, 
à chaque instant, la même vitesse parallèle à Al { 
en sorte qu'il suffira de détermitifr le montemani 
d'un point quelconque M de cette droite. 

Vrenons anr cette droite im point fixe C ; et, dan 
l'état naturel de la verge, représentons par jr ladifr 
tniiff CM , ffui si'ra positive on néi^ativf , <çi;lon<jne 
SL upparticiidra a la partie LU ou a la partie CA de 
AB. Dans Pélat de mouvement, aoit V, en bovt dn 
temps i, la poaition que prendra ce point fsi« 
sons MM' = «; et considérons u comme une qtiao- 
tité positive ou négative, selon que ce dépUcement 
anra Ijan du cdiéde 1 ou dn edié de A, desarte 
qu'on uit toujours CM' — X U. Il s'agira de dé- 
terminer la valeur de t», en fonction de « et t 

Appelons j> le poids de la verge, l sa longueur AB, 
et fia gravité. Dam PéUt oatiwel delavei|e,la 
■maae de Péléonotqni répond en points, etqni e 

pdx 

4g pour longueur, sera=— y. Cette OMuan ne dwa* 

géra pas pendant le mouvement ; et si Tétéraent est 
sollicité par une force accélératrice X, dirigée dao» 
le aena WB on VA, selon qa*dle aera positiva an 
néptiwe, ta fetoe perdue pendant Pinatantdlrscn 



di n\ 



Désignons par T la tension du même élément qut 
agUà son mtiéniilé V, et tira uneqnanUlé peii* 
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IU« «« négitiw, idoii qu'ail* «un li«u dadedao$ 

dT 

«n Mtvn, OD du deliort en dedans ; T ^ dx 

dt 

esprimera la tension qui agira , en soit contraire 
do T, à IWm Mtrteité 4e cet éléiMDl; il sera 
donc tiré, àêm 1« mw HHI, ptr no foreo ëfolo k 

dtr; et, poar Téquilibro de eolle force ot do h 

dr 

précédente, il faudra qu'on ait 

ce qui «'accorde a«ec Téquation (a) do n« SIO, 
Aos deux boQtB A et B, il ftadre, en entre, qne 

la Taleur de T soit r^'ale à une force particulière, 
qui agira suivant AB à l'extrémité A, ettoivontle 
proloogeuieul de AB à rextrémité B. 

4SS. Le longaenr nalwelle de Tëléiiient que 
nous considérons étant ds, et sa longueur devenant 
dx -\-dm^ quand il est aonmia fc la leiuien T, on 



aura 



T » 9 —1 
dm 



g désigmat m 

P 



eeitttaiii, dool b vekur, 



t = -. 

ai ren roptéMnte par Jf ralleageneirt total de la 
▼erge , lortquMle est souœîie à une tension eoo- 

atante et donnée A (n° 463). 

Je supposerai qu aucune force donnée n'agit sur 
leo peinte de la verg«| en feiaaIeriXassO dans 
l'équation du raouveaientj et en j 
M valeur, il en résultera 

eàl'on a l'ait, pour abréger, 



<keaiira,eo 

«lu 



du 



.= -. . = _. 1 = ,.. 

en ddaigmat par • la eitoMe dn peint V , et per « 

la dilatation de la verge en ce même point. Quand 
la valeur de « sera négative, cette dilalalion se 
diangcra en une contraction j et la tension T agira 
dana le sens l'A en dene le aene VB, edeo qu'il y 

aura efTectivcmcnt, dilatation ou contrcictlon. 
L'état de la verge, à un instant quelconque, sera 



dene conira , lonqn*eo awa ddtennind ■ en fone- 

tion de x el t; mais pour dbtenir sa valeur, il 
faudra joindre à l'équation (l) celles qui répondent 
à Tétat initial de la verge et à ses extrémités. Or, 
quand tsss 0, je inppoioraî qn*en ait 

de sorte qne fe et aolmit dea feoetient dennéea 

arbitrairi-ment , depuis x = 0 jusqu'à s — l.^ en 
prenant pour 0 la position initiale de A. De plus, ïi 
chaque extrémité fixe de la verge, il faudra qu'on 
ait •= 0, pendent toute k dotée dn nenvenient; 

et T expritnprn !;i pression qiir rt' pnlnt f^xr mirn '\ 
supporter. A chaque extrémité Libre qui ne sera 

sollicitée par aucune forée donnée, il faudra qu'on 

du 

ail de même T = 0, ou — = 0, pour toutes les va» 

dx 

leurs rfr f 

480. On résoudra ce système d'équations de la 
même manière que celles qui répondent aux cordes 
vibrantes, soit en partant de l'intégrale sous fbme 
finie (le !'f*qiir\tinn (l), soit par des formules sem- 
blables à celles du n" 4M. Voici en employant ces 
femnlea les résnltata qui répondent aux diBiran- 
tes hypelliisee qu'on peut faire eor tae eitrénùtéa 
de la verge. 

lo Si les deux points A et B sont fixes, il faudra 
que lesfoocttooe données f« et soient nuUea 
pourx=Oet pour«ssJ|etreiiauia,conin] 
le numéro cité, 

« =s ^ Z sin-y ^s'dx* J sin-^cot— 



tWX' 



sio-^-T- f's'ds']- 



sin-^sin -j— . 



Totttea lea fois que at eugmenten de 21, cette 

valeur don et celles de v et « qui s'en déduisent, 
et par suite IVtnt de la verge, redeviendront Ie« 
mêmes qu auparavant ^ par conséquent, si l'on ap- 
pelle T la diuéo d*nne vibratioA entièro, et m le 
nombre dea f Ibiatiena dana Punité de tempe» on 
aura 



21 




en sorte qur le ton sera le même que 51 la verge 
était une corde flexible vibrant lougitudinalement, 
a» Si le point A est ftse et le point B entièraount 
libre, il fiudra qne lee fomctiena $» et e's soient 

nulles, quand jr = 0, et que Ton ait sussi-r— •= 0 



ain 



quand « ta resptesston de « sera aiory 



9i — 1 



sm< 



un 



— > 1) wgl 
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le* fommefl 2 «'élaBdttt l«iij««n ft towlw Im 
fam^n HoaibnMilitr^ 4tpiiUft=l joaqu*à i=ao . 
En effet, tous les termes de cette valeur de m latis- 
foot à réquatioa iU rempliuent, quel que 



•oîi *, Iw cooditieu « ss 0 quaod « = 0 «i ~ = 0 

quand * — qui rëpondmt à M WÊtmA cal ; «t, 
pour < s 0, on «n dédait 



du ^ / n 

- = »'x = -I (/ 
*t IV/. 



(21 — 1) ««' 



fl 



fs'dx 



{2i — l) ms 

iî ' 



( (2t 
sin 



1) m 



^'x ds 



) 

tut 



Cl 



ce qui est effectîTeroent irai , en verta de Téqua- 
tion (7) dn n* SM. 

La valeur de u et celles de v et de « qn*on en dé* 
duit, redcvif iiflront Ip^ m<Hnes, toutes Ifs foi» que 
ta augmentera d'un œuitiple quelconque de 4ii par 
«ODidqaeat, si Ton appelle T* la dfltded^ttae trOira*- 
tion entière de le Tcrçe, on IHotervalle compris en- 
tre f\ru\ r(>tnur««oiitécntlfi de le verge an méve 
état, oit aura 

41 

T' = — 



Cette durée sera donc double de celle qui éveil Ui 
dena le pienier oae, «t te wnelire dee vibrmiioae 

dans l'unité de temps sera Sfiilrinrnt nioitip. Donc 
le ton longitudinal d^ine verge &ie à uu bout et li- 
bre à son autre extréBité, eti k «m fOllM ea dc«p 
■eue du tea de le mène veff» ise ptr eee d«n 
bouU ; ce qni eife eVeetiveaieBi eoafitmé per ro- 
périence. * 
3« Enfin, si la verge ettli]»relk»etde«s benU, 

lea valeurs de — devront être nulles pour c* 
de 

peiir#=l, etronenn^deMoeeee, 



* ' / /' .jj. A * i»x . »»0< 



1 2 a'éteadant, comme précédemment, à 
toolee les valeurs du nembre entier depuie «=1 
|eeqti*àls=ao. 
Celle vetenr de « •etiiiiiit , effeeliveniettt , ft t* ë- 



quation (1) , ainsi (m'à ki condition — =r 0 pour 

» = 0 et pour jr = qui doit avoir lieu, quel qua 
•oit <] dans ce truisicme cas. Pour (==0^ elle denoe 



u — = — jf^ + y ^ ^ -|- ♦* y ces— , 

— = -jj ^x'âs' + — ï ca%—^t^*dx'j oos — 



ce qui «'«kticorde avec la foTOHtle (8) du 329. 

Lonqae^^ f Vde' n'eet pi* léro, le verge, in- 

ddpendamment de ses vibrations, a un mouvement 
progressif et unirorme, dont la vitesse, commune à 
tous ses points, est égale à cette intégrale divisée 
pirl. Si en le suppose nttlle, le verge devieodie eu 
mloM dlel, peur iee eelem de Imî dtWreMttl 

• n 

«oIk éllee, d*M «miltfple de ; en lerle qae la 

a 

durée de chacune de ses vibrations, et leur nombre 
dee* ronité de tempe , aeront lea nèmei que den* 
le premier cas. Il en résultera donc que le ton d'une 
verge fixe par Ips deux bonts, esta r«inw<oi» de 
celui de la même verge entièrement libre ; ce qui 
est ewei eenferiM à FaspérleMe. 
Ad reale, il ne e'egit ^ deni ce qui précède , que 



du ton fondamentaif ou le plot bas, d'i 
dlealiqne. Le renerqne dn ais 491 enr Iee ■•ndt de 

vibrations et sur les élévations de ton qui Irsir cor- 
respon Jcnt, s'étendra sans difficulté au mouvement 
de celte verge, dans chacun dea oei qa*on 
d*c 



407. Quand le verge deol nom 
inenvenkeni longitudinal, s'étendra indéfinit 

de port pt d'ntitrp dîi point C, on n'aura pin* à tenir 
compte de ce qui arrive à te» deux bouU et les 
valeurs de U vitoaae v et de te diletalie» e, eelali* 
vea à un point et un instant quelconques, se dédui- 
ront immédiatement de l'intégrale de l'équation (I) 
août forme finie, dans laquelle il suffira de détenu- 
ner lesdensfenelkini eiliitndvee,d*^prèi leevelmit 
initidet de » el e, q«i menl dennéee en fonctieee 
de m» 
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GelUiinléBntocfll 

= + «<) + 4(» - aO; 

f et 4 iniliquajil let deoi fonctions arhitrairei. On 
«• déduit, à un ÎMtonl qoelcoa^ie , 



dv 



II) . d\{»^ut) 



Four I = 0, j» mppoM quW ail 

Ont tooMqmnow esntidérona, cetdM» foiw> 

Uons sfroiit données |)our loutcs les TsUart posi- 
tif es ou uégativet de In vamble, en raisattIfxsO 
dilM Im formules précédentes, on aura 

rf^ dp* d|» 



d'où Ton lira 

«I par contéquent, 



I I 
s Sa 



d» > + a/) 1 ^ l 
^(x — <() • , , ' 



^ab qa« ioiciit 1 el jr, on an» doi 




r = ^ /(* + o#) + i A* 


-01) 


+ lp(, + al)-lF(« 


— atj , 


l 1 

+ ol) /•(, 

2a Sa 


- o<) 


+ f'(« + «'J + fn» 


-al), 



(8) 



ibtimites qui feront eennaUve rétal do la verge à 
on intUnt quelconque ; co qnî «tt k lolnlion com- 
plète du proljlèmp. 

48ë. Ces équations (2) reoferraent les lois de la 
propagation des oodai sonoret la long d*uae verge 
élastique, et, généralement, dans une barre solide, 
horoogène, d'une longueur indéfinie , et dont les 
sections perpendiculaire» 4 celte longueur toutpir- 
tonl loi mêaws et d'une petito étendue. 

Le son partant du point C, la bane aara été 
ébranlée, à l'origine du mouvement, dans une 
étendue peu considérable , de part et d'autrn de ce 
point. la désignant par «■ la longwmr de l'ébran- 
leaeiic priaitif, i«a fonctione /« «C f « feront nnllet 



depnis jaaqu*à«=oo , et depuis — ^ 
jusqu'à X ~ — 00 ; elles seront dunnécs arbitraire- 
nienl et indépendanimcnl rtuie de l'autre, pour 
toutes les valeurs de r comprises entre ^ m\ 
et Im fanetioo» /"(* + c<), f{% — o<), F (* -|- o<), 
F (c — . ai), n'auront aussi de valeurs diSérentea de 
»éro que tjuand la quantité s -\-ato\is — ol, con- 
tenue sous le signe/ ou F, sera plus grande qoe 
— et ptoa petite qno a, en ajant égard euft 
signes et on regardant a eonune me quotité poli- 
tise. 

D'après cela , dés que ai aura surpassé 3», on 
aura « = 0 et « =. 0 pour tous tes points eon^s 

dans IVtcnriTic de l'cLiraTi Irraent primitif; eu sorte 
que le mouvement de cette partie de U barre ne 

S* 

dvon ^fi» pendant un lempa é^l à—*. Pttor un 

o 

point M situé ati delà de cet ébranlement, du cité 
des m peeiliTeS} on aure 

•>-i f(» + «OasO, F{*+e#)=Oi 
et les équations (8) se réduiront i 

t • 

. = -./•(»-•#) F(a-«|), 

1 I 
9a , 2 



d*oâ il résulte 



r = — er. 



Tant qu'on aura « > at -|- c«» valeurs de v et « 
seront nulles; elles le redeviendront dés qu'on 
aura m < at — •; rébranlciucut parviendra donc 

au point M. au bout d'un temps égel à aa du' 

rée sera — j et la partie de la barre qui sera ébran* 
a 

lée à la fois , et dont M fera partie , aura 2« pour 
longueur. Les mêmes résnluis auront lieu du cAté 
des g négatives. 
Ainsi, de part et d*atttre de l*ébranlenient priai- 

tif, il se produira une onde sonore, d'une étendue 
constante et égale & celle de sou ébranlement, qui 
se propagera uniformément avec lu vitesse a. 
Les vitesses propres que prendront suoeernlvement 
les points de la barre , ne varieront pas avec leurs 
distances au lieu de l'ébranlement priniitiT; en sorte 
que l'intensité du son, qui dépend Uv la grandeur 
de ees vitesses, sera constante, et ne s'aAiblin pas 
en se propageunt; rc r\\n tient à ce que cette pro- 
pagation a lieu dans une barre c|lindriqtte on pris» 



rétendtto d^nne onde sonete, le vitesse ne 

sera pas , comme en tmii les points de Tébranlc- 
roent primitif, indépendante de la dilatation cor- 
respondento : Tune sera proportionnelle à l'autre , 
en vertn de l*éqnetion e s — at| qui montre que 
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la vilesse e du point quelconque N ctt uaefraelion 
de !• viteflM de pr«|MC»tkia ^ exprînéeper le dila- 
tation #qui r(5pon(I nu môme point, et (|tie le mou- 
vement propre de M «ur* lieu en sens contraire ou 
dent le lens de ia propagation, scion qu'il y aura 
en ce point dilatetiea on eontnietïen. 

Il est important de rpraarqticr que c'est à raison 
de ce rapport entre v et t, que chaque onde sonore 
prodnitene separtage pat en dens entres, et se pro- 
page dans un seul sens. Si ce rapport existait dans 
toute l'étendue df r»-hruMlemiMit primitif, le mon- 
vemeot ne se propai^craii aussi que d'un seul côté. 
Ainsi, en rappotml qn'oneit /k = ^aFs, lei 
d^OM (a) ee iddnitont à 

1 

• =5./^C« - ♦ — fi* - 

a 

pour les valeur! de s négatives et plus grande» que 
— abttraetioa faite do signe, on non donc «=0 
•I «B 0 { en aorte qoe le moiifCMnt ne ae piopa* 

fera pas au Tt-branlement primitif du côté 

ûtis négatives. Il eu serait de même du côté dea M 
poaitivea, ai l'on supposait fs =aJs, 

• = 1 f (* + ni) + 1 fi» 
M t 



D'après ce qu'on a vu dans le u« 496, la vitesae • 
de le propegetion d« aeo dans tme berre iodéArfe, 

pourra <;ç conclure tte la durée des TibratioTis \rm- 

gitudinales d'une verge élastique, de la méroe ma- 
tière et d*nne longnenr donnée. In «apposant oelto 
verge 6ie ou libre à ses deux bouts, la valeur de • 
sera égale au double de sa Irn^'iirnr divi^ép pnr la 
durée de cliacunc de ses vibrattuu», laquelle durée 
se déduira de leur nombra deos rnnilé de temps, et, 
par conséquent, du ton le plus bas de la vergm : on 
doublerait lt> résultat de cette diviaton | ai l« W|0 
était fixe à une seule extrémité. 

4M. An tien de a*étendre indéHntaMot dans le 
sens des x positives, si la barre est terminée en ne 
point B, situé en debor& de rébranlemfnt primitif, 
le son, après être parvenu en B, sera rctlccbi vers 
lo poîntC; «til ao foraeni un écAo aïoo point B, 
soit qu'on leanpiMse fiu, on qa*il ioit entièrenseot 
libre. 

Je représente par c la distance CB, qui sera pins 
grande que «. Hani ta eas on 1 est on point Cm, il 

faudra qu'on uit conslaniTnriit r — 0 poTir t — c. 
Or, on remplira cette condition en remplaçant les 
fonnnlet (2) par eellea-ei : 

1 
Z 



+ -fC' + «') H' 

z » 

1 1 

2a 

1 1 
+ - F,* + «0 + - F,« 

» 2 

sans que ' OHeTpri-ssions cessent de représenter l'é- 
tat initial du la barre , et sans que la vaLur de « , 
qni déduit d*e|iid» las équations 

du ém 



ds 



caste de talisfaire à l'équatioii (1). 

So effet, le ▼ariabta« n^étant plus grande qne c 
pour eoeun point de la barre, et o surpassant «, 

on n 2e — .r > <» , et , ronséqtiemment , f {'<îc — x) 
= Oet f (ac — s)—0; d'où il résulter —fs^l 
#= F«, qoand <s=0. A eaoio de e > on eaussi 

ol) = 0 et F (c 4* ot) — 0, ce qui donne 
v= 0, pour jT = c cl quel que toit I. £n&u, on a 
dv ds 

identîqnenieni — — ; et la valeur don, dont ta 

ds dt 

différentielle complète ett vdt-\-idt^ sera la aomroe 
4*ttn« fonction de c — ■ of et d*ane fonction de 
« ^ ol , qui satisfera , par conséquent , i l'équa- 
tion(t). 

Cela posé, pour un point H tel que roneit«>«, 
le* quantités /(s J^nf) et F (s + seront nulles, 



ol) + - F(»e - » - o<J, 
Z 

1 

ai) /(2c _ s — ni) 

2n 



n<) +— F(?e — « — m), 
S 

etlesTaloms précédentes de o et «se réduiront à 
«' = «^ + »,. • = 4 — t 

a • 

en faisant , pour abréger, 



-/(*-o^ F(*-oi)î=o', 

3 » 

a 1 

- F Se — M^mi) f{U — « » or) s o,. 

2 a 

Lu quantité v cessera d'être nulle '(u^iid on aon 
at> X — tk \ elle le redeviendra |>uur a< = « ^ 
te temps continuant do croître , cessera d*éln 
aéro pour ai = Se — * — • , et le redeviendra 
pour af = 2c — * + * ; d'où l'on conclni que le 
point M éprouvera deux ébranlemens séparer 1 uude 

8<e-o-H)w 
rentre par un inicrvaile de temps égal è. 

o 

Le premier aéra le son diroet, et lo second tasse 

féfléchi } ils aonmt Ton et rautre la i 
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éUf ^ M propagerotflinrM te «to« vitesse a , et 
eoURne, d'après leiensdclttMOfiagaUon, Tan ré- 
pondra à c' et l'autre à — r,, nn mit (jn' I v aura , 
pour tous les deos, le méine rapport enire U li- 
to«e propre du point H «t 1m dîbtaliott pmHive on 
négative dont elle sen «OiWBptgnée. On trouvera 
les mêmes résultats en supposant que le poinl B 
•oit entièrenicQt libre , auquel cas oo devra avoir 
«ontamiaat • = 0 pour # s e. 

Ces !ais <îo lu propaf;ation et de la réflexion du 
son dans aoe barre solide, ont également lieu dans 
!• eu 4o Tatr contenu dans un canal cylindrique 
OQ priMiMtM|iie, trèt étroit; ««IIm dm Tilmtiont 
lon-idHInalrî d'une verge élastique , qtt^OD a ex- 
posées daot leu» 4â6, conviennent aussi aut yj- 
ftnrtiani da fair renfermé dans un tuyau d'une 
langueur doantfa, onwt m tmoi I tes ezteéai- 
tés, c'est-à-dire, anr sons dfis fUtet , en faisont 
abstraction, toutefois , des raodificationt qui toat 



400. Les formules du n'^ 496 s'nppliqtient au 
ic éa dcox ou plusieurs Termes élastiques, far- 
Taiie néma matièra, ayant la néoia aealien 
normale , et dont les filets moyens se meuvent sur 
nue mène ligne droite Pour cela , pendant toute 
l> dwéa du contact de ces cor pa , oa las coosîdé- 
ran comme une seule verge ëbatiqae, ejrtindrique 

on pri<;m Inique, dont l'étal, variable d*uo instant 
à Taulre, sera déterminé par ces formules dans 
loato aa longueur, excepté dans une étendue do 
grandeur iaseMÎblo, depavt at d'autre daa poiota 
de jonction. 

En effet, considérons seulement deux verbes 
élastiques dont AX alFB (fig. m) «oient les aieU 
mojcns. Lorsqn^en io fapprochant I raiaanda la 
différence de leurs vitesses, In distance EF de leurs 
extrémités £ et f sera devenue insensible , cl ne 
•nrpaaaera plua In nfon d'activité dea forces mo- 
léculaim, Im moléenlea extrémea da Tuno daa 

deui ver<;es rommenreront à nj^ir sur celles de 
l'autre , et réciproquement ^ cette action mutuelle 
aubaialon, en variant d'tntenaité, tant que U dis- 
Unce EF sera aBO^ndre que le rayon d*aetiTité; la 
force totale pourra être répulsirc ou attractive; et 
c'est réellement dans cette action à distance inscn- 
aibla, daa pointa atrèmaa daa dam corps, que 
consiste le phénomène du choc. Or, 1» loi daTao- 
tion moléculaire en foiirtinn ffe ! i distancr nous 
étant inconnue, onnepuurru diilcfiiiaier la va- 
lawdelF on fonction du temj.i. , uuu plus que les 
variations de vitesse que les points extrêmes des 
deux vergaa éprouveront an vertu de oetta foreoj 

* Ftyn . »or ce poial, mm KlMir* w 1* Mtmmm *t 
émMipÊtê éÊM$ h» ttijaa* fjlimdrù,»,, «t tur la TU n, d^, 
liHraaiiH k mM,^ M fM(i«.il« tome II <tt( U*mmn$ d» fJc: 



en sorte que si s et/' sont des poinU de AS et FB, 
•lloés i daa dManeea ^ S eC T, inaeniflriea m 

mnini-lres qnu !c rayon d'activité moléenlaira, ht 
vitesses des points mntprieU s[>parten«nt n«x tran- 
ches qui ont sE et if pour épaisseurs , seront in» 
connues pendant taoln la durée dnèfaon. Ma «tt 
cî. î'i rfr e c( et dans tonte l'étendue de Aaet/1, 
Téquation (1) du o» 405 aura Jien , et l'élat de cm 
dont parliaa da la verge totale se déterminera , | 
on insUnt qTideonq«a,«n moyen dn Intégrale 
de cette équation, s.iWant l'hypothèseqne l'onfeta 
aur lea deux bouts A et B, fixes ou mobiles, cVst- 
**dire, m moyen des différentes formolea dn 
n» 496 , dani laaquallea nn n*nnni plua ^% méUn 
d<»s Tflieors oonvanaUoa pour leafeacllMM ariii- 

traires PM et f'#. 

•01. Im fnreea mnléeiriairea variant très rapi- 
dement avM la diatanen, Il a*Maahqno lea vitaa* 

seç inconnues des points crtrèmes àr% dcm vcr-ei 
varieront de même ; de sorte qu'a on i n 5 ( a n t quel- 
ean^e les vitaaaaa des points BetF pourront dif- 
férer beaucoup de celles des points s et f, qnoiqnn 
les distances «E et ff soient insensibles. Il eo sera 
de même à l'égard des vitesses dea poinU e et 
compaféearnnei Pautra, ^ nona délerminerona 
d' iprcs lr„r5 valeurs initiales etqui seront inégalée 
et pourront même atuir des signes difrércrs ; mais 
on démontrera , comme dans le no 489, que la len- 
sionT, poaiUvaounégative,dovraé(resonsiblenient 
la mémp rit rr<; points e et/", sans quoi laforceacoé* 
lératrice de la masse de grandeur insensible, com- 
prise entre les sections normales en ces mêmes 
points , devinndraii «itrènemant grandeet onnMM 
infinie. 

Avant le choc , nous supposerons que chacune 
dea deux verges a la même vitesse dans toute son 
l'tcnduei dans cet état, U tenaionT aera nnHe 
[ niir tous tes points des deux mobiles ; au com- 
mencement du choc, c'est-à-dire, lorsque la dis- 
tance EF atteindra la rayon d'activité moléculaire 
on aura donc T = 0 aux pointa • et /, eommedana 
tous les autres. La tension, toujours égale pour cea 
deux points extrêmes, cessera ensuite d'être nulle : 
noua en déterminerona la valeur j et l'on verra 
qu'elle redeviendra xéro après un certain inter- 
T!>!le de temps. Or, si à cette époque les vitesses 
des poinU «vif perroellent que les deux verges se 
séparant, o*eet-è-djre, ai cea vitesses sont dirigéea 
en sens contraires, ou bien , si elles sont dirigéea 
dans le même sens , et que la vitesse du point qui 
vu devant soit la plus grande , les deux verges se 
sépareront effectivement , et le cbœ aera terminé. 
Mjis si, f» l'époque dont il s'agit, les vitesacadea 
et/* ne remplissent pas Tune de ces deux condi- 
tions, le choc recommencera, pour ainsi dire^ la 
tension, égala eut pointa «et /, reparaîtra j pui» 
elle redeviendra nulle ou bout d'nn noavel inter- 
valle de temps; et ainsi de suite , de manière que 
'«'fi" ne »e sépareront pas , et vibreront 
- une verge unique, dont la loogoeitr est AB, 

4U 
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Ainsi , k oendiliMi néocsMiM «t toffisante pour 

le choc se termine , et que l'onc dc$ dciix \cr 
ges se détache de l'autre, etl le coacours de ce* 
deux circonstances : l« il Mt néetuûr» qu» !• 
temion soit nnUt tin |wiiits • .et afin que les 
deux verges ne s'appuient pas l'une contre l'autre ; 
2c il faut, en même temps, que les vitesses de 
ces deux poiols soient dirigée! en Mot eoatnir« , 
ottbiCDfqil^eUntoiflDl dirigées dans le même sens, 
et que edl« da point qui «• d««a»t «oit U pku 
grande. 

Quant aux deitt fcotiti A «t B, MOf supposerons 
lucccwîTiniMifit qnHls sont librw ton» Iw dans, «t 

qu'un seul est libre et l'autre fixe. 

60d. Désignons par c et e' le* longueurs AE et 
FB des dea< verges , et par / k diftanoeteUlo AB ; 
do Mrtequ'en négligeant la distance insensible EF, 
on ail C Hh = ' pendant toute la durée du choc. 
Soit H uo point quelconque appartenant k AE ou 
PB; innédiatemont anoitlo ehoo, appelom m la 
distance du point H à un point fixe , pris sur la 
droite AR . et qui sera la position du point A k cet 
instant. Au bout du temps I, compté de cette épo- 



que , soit # -I- « la distoneo dii 
00 peint fixe; 



point là 



é» u d* u 



(0 



a étant une constante qui représentora It TitoOlO 
do la propagation du son dans la matîAro dont l«o 
deux vér^es sont formées (n* 408). 
Onatusi en même tempo, 

du du 



point ; 9 désignant une constante donn^' f La dlla 
tation qni aeoooipaf no la vitoi«e « se déduira de T, 
1 

et anta — T pour valeur. 

Ces trois équations auront lieu pour tontealw 
valeurs de * , depoia » s= 0 jatqu*à « = excepté 
celles qui répondraient à des points situés entre § 
et f, et qui diflereraient, conséquemroent , de o 
d'une quantité inteniiblo en ploa ou en moioi. 
008. Itonrf =: 0, on aura u = 0 dans toute la 
inguetirtlr \B; nin^i, 11 fivnrlra uifiprimer le tfrmr 
dépendant <ie f * , dans les formules du n'^ -lyo. 
Examinons d*abord le cai où les deux boots Aet B 
sont entièremant libres. 

Soit h !:i vitesse commune 'm tous les point» de 
AE, à l'aistunt ou le choc commence, laquelle vi- 
tesM sera supposée positive, ou dirigée do A venB. 
Soit aussi V ta titesso dos points de FB , au même 
instant , qui sera positive ou ni^-ative , selon que 
les deux verges iront à la suite ou à la reoconiro 
rone de l'autre. Ces oonstentes A et A' seront don- 
nées, et leur différence fc —fc' derra Hrc unequan 
Mvi jjosittve , afin que le choc ait lieu. Dans l'ex- 
pression de u relative au troisième cas du n»4i6, 
il faudra prendre pour ^f* une fonction qni soit 
égaie àfc, depuis* = 0 jusqu'à une valeur deo 
un tant soit nioiudre que c, et égale ii A', de- 
puis une valeur de * un tant soit peu pins gionds 
que c, jpsqtt*à« s»<, ou,senslhleni«nt, «sao+rf. 
Onauia alors, ssnoonenr appréeisblo, 

y" '♦Vdr' = + 

tV oos ^ *r' = - (fc - *'J sio-r-i 

0 • iv * 



.nowr ktîl^se e du pointH, et pour la tension T, . 
;positivo on négative, qui aura lien en-oo même i et, à cause de f*' =0, l'cxprcssiou de «t Uevitudia 

t PI 1 iwe ùrx twat 
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• = (*e + AV) - + — - 

^ ' ' ^ ir' a 



SwC M-* 

[h — A') S — im ^ cos — 



sin 



]« sommo 1 s'élcndant à toutes les valeurs du nombre entier et positif » , depuis • = l jusqu à 

Un aura donc , dans ce premier cas , 

l * ^ * . Are *r» «irol 

• ss — (Jte + W) + — (A — JkO ï — »i« -j- «o« -j- «>■ -J" » 

's *. - ' . ire . »»* . wa* 

T s= (A — A') S — sin sin — sin — . ; 

ira t * 

et si l'on appelle m et m' les masses des deux verges 
proportionnelles à leurs longueurs c et c*, le pre- 
mier terme do oetto valeur do « est la vitesse 
MkU.fla'A' 

~ de leur centre de gravité. Si les deux 
m m' 

vitesses h et h' sont égales et de même signe, un 
aura constamment v = A et T = 0; et, en effet , 
les deux verges vont alors à la suite Tune de Tan 



tre, avec une vitesse commune, et sans se com< 
primer. 

Les séries périodiques et convergentes que ecs 
formules renformeot sont oomprises parmi eeilm 

dont on sait déterminer les sommes rxactcment 
Pour toutes les valeurs données de x et < , ces 
sommes se déduiront, sans diSoutté, de la for- 



1 I 9 I 

— * =; sin t — — siii at 4. — sili 3t — — sin 4t -f- etc. , 



(3J 



.eu 



Ly Google 



au 



dÉas laqDellê • ttH «ne variable fenfennëe entre 

les limites ■* ezcIfitiTeinent. On povm donc 

calculer If»? valeurs eiactes de la vitesse r t-t tîc ln 
tension T, à chnque iii&Uni et en uo point (|uel- 
emiqaa de Ae et /B; ce qui est k lotulien oont- 
plile dv problène. 

Il 7 • piusiean neaiéret de parvenir k le for- 
mule (3). On l'obtient, par exemple, en différen- 
tiant par rapport à x, réquation (8) du n« 320, 
•près Y «voir mis s* pour fx \ ce i|ui donne 

' = - 7 * C/. " ""-r-r ) — • 

équation qui a lieu pour les valeurs de* moindres 
que et dans laquelle la somme 1 s'étend à toutes 
les valeurs du nombre entier ^ depuis * = 1 jus- 
in*à < = eD . Bn dbeCaanl notésntioa pw 1m ré- 

•= — (Ac + JkV) 



glet ordinaires, on a 

/ coa-— . ^ ss cos s« : 

•/ • SI *0 

nawmdone 

— — — j . 

2/ • ' * 

résultat qui coïncide avec l'équation (3), en faisant 
nx 

t 

604. En vertu de la seconde éqnation (2), lu va- 
leur de T est nulle; non isculement quand (), 
mais aussi quand / est uu multiple quelconque 

de — ; elle l'est aussi, quel que aoit <, «lu deos 



0 et s = I. 
t 

Siftit iéro«aininultiptopnird«— ,lnpn- 



boote A <A B , qui lépmidait h m 
Siftit iéro«aiinnu 

mière équation (2) donne 



• = — (Ac + AV) 



à cause de c 4" c' = ^ et cos »V = ( — 1)î. Or, on 

^ ir(c'— *) 
pe«t prendre ^ ipent Idena la rommle (S) ; 

etUmvéiiiltn 

i I Êi 

tê l'oo a • < «*«etpk-diM, li 1« poini ■ appar- 
tientiA») on poom nnHtpietidnpQnr I bqoni- 

•(•' + *) 

-ï , qui sera 



done 



' ; on aura 



i t 2/ ' 

et ces valeurs réduiront l'éqnotion ' 1} h r — Si, 
au contraire, le point M appartient a f & , on aura 
#>« et Bl — «< en ponnra donc ptendie 



• , 



k caïuede 



•m 
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ia form ule (3) donnera 

i t } 

et, au moyen de cette valeur et de oeile de 
S ^Hl^tin *'^^^*^ , réqaatioa (4) le «ddnin 
eessV. 

Les vitesses initiales b et A' des deux parties Ae 

et fB de la verge totale, sont donr ainsi rérifiées. 
Ou voit, de plus , qu'elles Qut lieu non seulement 
quand «asO, maiaanaai tontea leafeia que #eatiBi 
l 

multiple pair de — ; et comme à cesépoquea T est 
a 

<éro pour ta verge entière , il s'ensuit que , pour 
toutes ces râleurs de f, les deux parties de la verge 
se trouveront dans le même état qu'au commence- 
ment du ohoe. 

On peut remarquer que la première équation (3) 
serait en défaut, si on l'appliquait à la vitesse ini- 
tiale du point £ ^ car si i ou y fait t 0 , et qu'on 
ait aaaeleaBant « s e, il en idaoltafa 

. = i (Ac + A c') + ~ (b - h') xLJlni ^ 
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Or, d'apvls ri(|wlMm (S)i oo » 



on aurait doDO 9 —h'io% qui iM ■erait vni 
dault «tt de V s à, oà Téltlda la paaHeootrai 



pondante à «1 M pMi différer de celui du r{><itr> de 
la verge. Hait noas «vons dit que , dans le cas gé* 
nértl , cette partie et celle qui répond à F/'oa font 
pas compritesdeoi ktdqoâliMM damoMeanot. 

Si i est un multiple impair de — , la première 

a 

éifution (9) donna iaunddiatement 



• = — (*c + AV) 




Or, en comparant cette valpurdev à la formule (4), 
on voit qa'ellea se déduisent l'uae de l'autre par 
l'échange des lettres h et h\ e et c'; d^où Ton con> 

tiple impair de — , les points qui répondent à une 

a 

valeur de jt moindre que ^, auront la vitesse h\ et 
cens qui répondent à x > e, la vitatM Jk) o'eat^- 
dita, qoe si G est hb point toi que Ton sU AOsse* 
etGB = f, rt qu'on prenne g et <7' àr-^ (îistnnres 
insensibles de part et d'autre de G , la vitesse h' 
aura lien dans la partie Af, et lavilasM hdsnsin 
partia/B. 

505. Il ri^s^ilto i!e cette diseii«;^ion qrîp si l'nn a 
C = e*. la partie Ar aura la vitesse /i' au bout du 
I 

tai^ t = — , el la partie /B , la vitosae A BU iMDt 
a 

du mémo temps} et commaà eat înslant la ten- 
sion T est parlent vf^alf à îtTo , et qne, par hypo- 
thèse , 00 a A > A', il s'ensuit que les deux verges 
se edpennmt Ttine de raotre (n^ 601) ; on sorte 

quO) dans ce cas , la durée du choc aura élé — , et 

a 

les deux mobiles , pnrfaitcinent élastiques et pl'hix 
eo masse I aorout lait, après te choc | échange ém 
taon vîtatfa» avami la cfaoe. 
Rëciprnquemeatyd las longiiaovt a at d'août 

difTércnt^, le cho« nefinirs pus , «t lesdeui ymm 
élostiqnes ne pourront pas se séparer ; car les epo- 

•veo oelies d'une vitesse commune et égale , soil 

à A, soitàV, pour les (Iptiï extrémité» E et F, ou, 
plus exactement , pour les deux points 0 etf. 

■aiarîlNma s' > auquel cas le point 6 ap- 
partiendra i /H, et si Pon supposa que la verge 

élastique soit rnii|H><» en ce point, rlé sorJc q-tc la 
partie liBsoit elle-même formée de ileux parliez id 
at 6B,4pt avaient nnn nèmt vitasseV avant le 

tas^. Bn aSM, à «at iaaiMit, la tension T wa 



nulle , et les vitesses V et h des points g et 9' per- 
mattcoat U di^ooctioa des parties àG et GB. ÀpcAs 

I 



,Amkla dnvéaann dttf— , coainn daa» 



le cas de 0' = 0, la partie GB sa 1 
tassa kj et les parties A£ et FG , avae la 

commune h'. T n même chose aurait encore lieu si 
les trois parties A£, FG , GB, étaient elles-mêmes 
coupées et divisées en d^antna poitiona ^aba an 
inégales , pourvu qu'avant le choc tontes les por- 
tions de AEcvrssent une même vitesse A, et tou- 
tes les portions de FG et GB une viteaae oom- 
V. 



Ainsi, supposons, par exemple, qu'une verge 
liMsacéne) prisnMtiqne on of lindrique , soit coa- 
^ pée en un nombre n -f~ n' Hc pnrlir<î Claies ; et im- 
primons une V itesse ili aux « premières parties, avec 
Uquelle elles viandiant eboi|nar la aéti* de» é 
antraa parties, qvi aatoat an tapa» avant oeHapcr* 
ctissinn Si n surpasse »»', aucune partie tip «se sé- 
parera , et elles seront toutes transportées daus le 
sens dn ckoo , en oseillant suivant «ette diraetionii 
et faisant entendre le ton conaapondant à la lon« 
gueur entière de !n yrr'^r, libre par se? Afnx hauts ; 
mais si Ton a »' > 1» , les parties antérieures, au 
nombre de n , se ddtaclwrani daa anlMS , pour sa 
mouvoir avec una vilaaan ci—winw «t dgâla è A» 

et les »' autres parties dempureront pi» r'>po* et 
juxtaposées. Ce résultat , étendu par aualugie a une 
sdviada fpliéras , comprend le pkénooiènia dont il 
a été question dans la n* MS* 

506. Considérons maintanant la aaa on la point A 

est Cwr. Avant lechoc, supposons qnetn partie AE 
soit en repos , et que tous les points de U p^rUe 
FB aient une vïtesioeomuMine et négative, que wnh 
représenterons pat A. Il faudra alors (aire usage 
de iVipr'îssion di-v relative au second casdoD ^ 496, 
dans laquelle on fera f's = 0 depuis * = 0 jus- 
qu'à n s= e , et s' s sss ~ il depyis « = e jnaqa% 
«s=c<f'e' = /. A causa de m =3 0, pour taota 
les valeurs do s , il an téaulteva 



■ =n 2 



«• « (té — l)» 



cos 



(2« — l) irc . {2i - 
• sin — 



9i 



sin 



(2» — 11 wat 
_ 
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d*oà r» «in 



4k 

— ^ 2. 



2» — I 



COI 



«a 



at — 1 



CM 
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(»• - t) wM _ tfi - I) wa# 

iT— if ' 

— Ti — — 5r— ' 



formules dans lesqncllf's les çî<rirs 5ont dn geor« 
de celles dont ou sait <lélermiuer l«s êoinroef , et 
qoi feront eoamttrteiaclMMiit la vilcsseet Uten- 
•ioD, i ehe^ inetaal, «n on poiai éotmé de Ae ou 
de/H. 

Oa eiDploiexa , à cet effet , U formule connue 

■ 1 1 

^ssowl eMM-K.eee«l4.cle» (») 

4 3 5 

qai a lien pour tmitcs les yaleurs de • eomprites 
entre ± ~ ^ cicIusiTeracnt, et qui sa déduU, per 
eseoByle, de le formule (7) du a» 336, en le diffé- 



M, il «if 



r«BtMiit «pite 7 «▼«Nrnii m •« I 

reinnt enwtte — s= 1. 

2/ 

/5n7. Fn tpHu delà seeonde équatioo (fi), la ten- 
sion I est nulle en tout les points des deux verges, 
lenqiMt < est edrp ea m multiple quelconque 

21 

de — . 

5i < est léro ou un multiple pair de — , la pre> 



(«) 

« L « - > « ^ 5 J» 



M, oequi eil la même chose , 



« L « ' 

no, - 0 ' + 0 l 
«-1 iï J» 



(7J 



i eause dee+e" «/«tMoi^-jii^ 

Or, iTapiés TéUt initial ûêê 4enx serges, cette for- 

mule , en tant qu'elle se rapporte à f = 0 , doit se 
réduire à v = Opour« < «, et a e = ~ ipour 
«> •{ ale*eild*alwrd ee qu'il s'agit de vdrilSer. 



lapreneat' 
NansMIa 



r(*-e') 



pour i dans l'équation (6), 



sfciiJioo.^il:iilLîilLîl- " 

û 7* 



ktontittle (6) donnera 

du uiuybii de quoi et de la valeur prtfeddaola de 

rédtitra I e = — 4, coinme cela doit être. 

2/ 

Lorsque i est uu multiple impair de —, la valeur 



Q««»4 en a e < e, on peut anni preailM 

g — pour s ^ ce qjui donne 

et wt fonralei réduisent, ellaeli<vaoi«nt, l'équa- 
tion (7) à e= 0, Quand on a x > e, on 
81— « — « e* < f } en prenant doue 

, 

et observant qne 



de 0, dounée psr la première oqunlïon (5), est 
^ete et de oigne ooatra ire à celle qui a lieu quand 

91 

t est léro en un multiple pair de — } il a^ensuU 

a 

Cl 

Aodc qn^au bout iPnB tampa égal è — , «om le» 



points de Ae ... < 
de/3, des vitesses positives et t-r;n1cs!t Jij et comme 
à cet instant la teosioa T est partout égaleà séro , 
il aa téittlfe que la verge m se détachm de U» 
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et contraire B f ell i^ qu'elle avait uviinl le cho'' 

Ainsi le choc de la verge FB contre U terge AB, 
qui s^appuie Cd A contre un obtiade fiw, dwera 

Zi 

IMndaat un t«iDjw égal à —, et i«n «onfonne à ce 

a 

« ët< dit, dans le n<> 362 , sur U rëflesion d'un 
«ai|Mi iwifatteiiicftt élMdqM. On peut i 



qoer qu*9» mtllm do dhoe, c*i 



d'un temps égal •on • s= 0 , d'aprèa U 

pretnitTC équation (5;, poïir loiilfs les Taleiirsde 
en aorte qu'à cet instant la vrrge cboquaote F8 
aura perdu tonte sa Tileiie, et la verge Al n*«ait 
Msii auciiD noufement* An néme instant, m 
aura, en vattn d« la seconde équation (4), 



«a|_ M— 1 



(2» - I) , (s - c) 
SI 




d'où l'on oonoluia , pnr le mémo oalenl que pour 

FéqnalioofT), T» — --on T sO; sokm qn'on 

a 

aura x < c ou jr > e. An milieu do oboc, la ten- 
sion est done nnlle pour toute félendne de k ver ge 

choquante \ mais la verge choquée est condensée 
Mnirorrnp'ment ; et c'est la pression qu'elle exerce 
dans le sens AE , ou de dedans en dehors , qui fait 
rebondir la verge dioqnanle. 

( VI,Di^tf»^on $ur Ipf tntpfjraUs det iqiiatimi 

u u£ difjerencci partielles . 

608. Si l'on excepte un petit nombre d'équations 
•ui différences partielles f celiei d un ordre sopé- 
rienr en premier ne sont point lat^^raliles sons 
ferme finie , lors même qu'il s'agit d'équations li- 
néaires. Pour résoudre le» problèmes qui condui- 
sent il ces équations , on est donc obligé , le plus 
eonvent , de reeonrir k lenra int^ielee en séries ; 
et il fiiut alors qu'on soit certain, dans chaque cas, 
que la série dont on fait usage a toute la généralité 
qne comporte l'équation donnée aux différences 
parltelieSf et qu'elle renferme des fonetioM arbi- 
trnirLs m nombre suffisant pour exprimer l'inté- 
grale complète de cette équation. Ur, il n'y a pas 
de règle générale à ce sujet : ce nombre peut être 
moindre qne oeini qoi marque Tordre de réquaUoo 
donnée , ou des dilTi'rcnces partielles les plus éle- 
vées qu'elle renferme ; il cliange avec la quantité 
•anent les puissances de laquelle la aérie est or- 
donnée ; et il peut même airiver que toutes les 
fonctions arbitrairp<; c!i<:puriiisscnt , et quolo série 
ne contienne plus qu'un nombre infini de constan- 
tes arbitteire», sans qu'elle, cesse néanmoins, d'ex- 
primer rintégrale complète. Ce sont ces diverses 
circon<itrHi' cs que nous allons examiner, d'abord 
en gëiteral, et ensuite plus particulièrement, en ce 
qui oonesnie les équations lînémxes auiqueUes 
on est conduit dnns la plupart des praiblémesdo 
Séeanique et di PIiv<;ir|T?»- 

60Ô. Soit u une fonction d'un ijunihrr quclconqufi 
do variables indépendantes <, x, y, s, etc. Suppo- 
que cette foueliea doive aetisfiiro è une ^na* 



tion donnée aux différences partielles, que nouare» 
présenterons par L = 0. Quelle que soit la valeur 
de SI, on peut tonfonte la ceneetoir déve l op p ée en 

série ordonnée suivant les puissances de l'une des 
variables t, x,y, a, etc., ou, plus généralement, 
d'une antre quantité i dépendante d'une ou plu- 
sieurs de ces variables toit donc 

• = PS» + QIC + R6> ^ etc., (a) 

s, c, y, etc.,P, Q, R, etc., étant des eipnsans et des 
coefficiena indéterminés. Si je substitue celle va- 
leur de u dans l'équation l ss 0 , que je développe 
ensuite l suivant les puissances de S, et que j'égslo 
séparément à téro les cocfTiciens de tous les terme» 
de ce développement, j'aurai une série d'équations, 
dont èbaoune renfemiere une veriable Indien- 
doute de moins que L = 0; et si je parviens à ob- 
tenir les valeurs les plus f^énéralcs de • , f , y, etc., 
P, Q , R , etc., qui satisfassent à celte suit4: d'cqua- 
tiens , la série («) sera anisi la valeur le plus géoé- 
raie de u qui satisfera n l'équation I, = 0. Selon la 
quantité I qu'on choisira , on aura ainsi différentes 
expressions de « en série, qui seront toutes, s«w 
des femes éqnivalentea , rintégmle eomplétedt 
L = fl;cn sorte que 51 rrltr intéTr.ilr peut ousii 
s'exprimer sous forme finie, chacune de ces séries 
en sera un développemsnt diitfrent, et pourra teu- 
jours s'en déduire. Toutefois, lorsqu'on sera par- 
venu , d'nprA^ 1'^'^ riiitrr^ conditions du problème 
qui aura conduit à l'équation i. = 0, à déterminer 
tontes tes quantités arhîlidraa qnennntieHAala 
série (e), il faudra qu'elle soit convergente poor 
qu'on en puisse faire u^rr^'f ; et si elle tirvieot di- 
vergente pour des valeurs de on devr» changer 
cette quantité, et remplacer le série (a) par oae 
autre , ordonnée suivent les pnissenoesdNme va- 
riable (liff'Tnite, 

Cela pote, en prenant pour L = 0, dc!i équations 
linéaires de difffrons ordres, on verra que Im eorf< 
ficions P, Q, R, elo.f déterminés de la manière la 
plus {générale, peuvent néanmoins renfermer des 
nombres inégaux de fonctions arbitraires, selon 
que le série (o) sera ordonnée suivant les puto- 
sances de telle outdie verieUe l{ et t'en vsrn 
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même, conime oou* Tavoni dit plus liant, qu'il | 
pourra arrÎTcr que toutes les fonctions arbitraires 
disparaissent de cette série, qui ne renfcndera 
plw Bloft qm dM cooftentn nrbitraires en nom- 
bre infini, et qni n'en sera pas moins Vintégrale 
complète de Téquation L = 0. Le caractère dis- 
iioctif de cette forme singulière de rinlégrale com- 
plète , sans aucune fonction arbitraire, d'une équa- 
tion linéaire aux difTérences partielles , consiste en 
ce que tous les termes de la série qui la représente 
se détarminent indépendeminent les «ne dci au- 
tres, et satisfont séparément à l'équation donnée, 
de nwnièreqoe U «eienr gdadielede « eslla somme 



t)'nii noabf* inflai de telenn jMyticaUèMi deeelle 

fonction. 

610. Soit, pour exemple, l'équation très sim« 
pie, liaéeire el ent difftffeaces partieUes dn second 



du 



d* u 

^ dit* ^ ' 



dans laquelle a est une constante donnée. Si l'on 
ddvdeppe le «alenrdeti snhentlea pnissanese de t% 

on trouve pour la série U pllM gdn^te qnî SStîS> 
fasse à cette équatioa 



fir dteninnefonotionarbitisira. Sons celteforme, 1 présente la veleor de «qnt répendà l=:0.aais 

rintégrale complète de l'équation (&)ne comporte | si l'on développe la valeur généfele d«» suivent 
donei|a'am seule fonction erbitnire, laquelle re- i les puissances de s, on tronve • 



s* d-^t *^ d* 4< 

~ TTâ ~ôdt 1.2.3.4 a* dt» 



l.Z.d aUt 



adt ^ 1.2.3.4. 




6 a*dil* 



4<el -^t étant deux fonctions arbitroires , qui ex- 

d» 

ptimeot les leleni* de « et — , rektives à « ssO. 

dx 

Par conséquent, sous cette autre forme, l'intégrale 
eompUte de l'équation (<l) reafeme deus fonetions 



erbitnûrcs. 

Ces deus séries s^obtîenneot par la méthode des 

coeiBciens et des exposans indé*rrniiii(!s , eu fai- 
sant successtTeme ut 1=1 ett=:jc dans ta scrte(a). 
On les déduit aussi du tbéorème de Taylor j car on 
n , d'epris ee théorème , 



^> 4- j*^' «" -1- U'" -f etc., 



1.» 



1.«.3 



par * une valeur particulière de < , et 



du d* Il M 

ponr cette valeur I = Or, l'équation (i) et ses 
différeotielin sacoessives par rapport k I donnent 



dit* * 



d* 0' * U 

ds* d«« 

d»V* d>C 

ds* de* 

etc. 



La quantité U reste» dene seule erbitraire » et l'on 



^ ** . a» (#—•)» d» U 



ce qui oèlnelde avee In série (c), quand on prend 

séro pour la constante», c*est-ii-dire, quand on 
développe suivant les puissances de 1, et que l'on 
fait V = fx. On obtiendra seniblablement la sé- 
rie (d). 



Ces deux séries (e) et (d) peuvent , au reste , te 
trsasformerruae dans l'autre. En effet, déveiop^ 
pont f* snivent les puissances de :r , et soit 



f# = A + Bjr + - 



Cx» 



+ 



TTâTâ 



Ex* 
1.2.3.4 



I ci 
1.2. 3.4. ô 
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oà l'on désigne par A , B , C, Il , E , Cfc^f det 
ooBiUntes «rbitrairM i notu aaront 

S MP Ejt* Fjt* 

» • ^ 1.8 ^ i.a.a ^ * 



dx 



«le. i 

m aoyen de quoi !• lérie (•) dm iandr* 

Em* t* 

« =s A 4- Col 4—-— + etc. 

1.8 

/ Fa» <» \ 

+ ^^B + Da< ^-j^^^t^y 

+ (C + E«« + elo.) -21 

+ (l> + F., + ,U.)-^3. 

* + «le. 
Or, *t Poit fait 

A + + "7:7 + = 

Fn« /> 

8 + OM 4 U etc. m 

4' eti't seront detii ronctions urhitraires «i 
pendantes l'une de l'autre i on en déduira 

D + Pal + lie. ss 

«d^ 

He. ï 



et la valeur précédente de u coïncidera avec la eé- 
He {<!). On transformera semUablemettt c e tt e e6- 
rie {d} dana la aérie (c). 

SU. Ikiiitefumtf déngneae, k PeidiiHiifiei |«r« 
ta base d(^s togariihnioa n^pirleoSi et 
f = 90, La iérie (a) deriendre 



let ceeflMeM P, , B I ele., I 
del, et les etposaoa «, C, ^ etei 
eenitaolfli. On eem dene 



dt dt dt dt 



^eae» +C« Qe^' -|- y* Re>* + ele. 



Bii «bititnini «ee 
égalant ensuite les 
bleideos letdeus 



dm* réipetioB (»),«! 
des tcrniee aenUa- 



dP «Kt dK 

— = ec« P, — =eC« Q, — SB K, etc.} 

d< d» dl 

par eonidqaanl « Ici expoMat • , € , yi de. , Nale- 
tentarbUraimf et Tmi auia 



P=Ae— Q =B.*'^' R=C''>' rte, 

en désîgoant auMÎpar A, B, C, etc., des reofto» 
tel arbUraiica. Deoe il en léiuttcn 



n A.«** + B.»*» + C«>* V + etc., (.) 



pour Tintégrale complète de l'équation (6), or- 
dennéesnlvauttespotmaBee» de reiponentielle e*\ 
série qui <>st aussi le dévcloppfment de celle inté- 
grale, ordonnée suivant les (luissances de c'. Or, 
on voit que cette série (e) ne contient explicile- 
mentanenne fenetieo arbitraire ; qii*elle renferme 
Mnlemeot deuxaériet Infinies A, B, C , etc. , «, 
C, ^, etc., de confiantes arbitraires ; et que chacun 
de ses termes satisfait isolément à Tégaation (à). 

Bn défeloppencnt ectie eaptefiiende « tnivant 
tel pnîaMttoef de en a 



» = Aa** + Ba'"" + C«>' + «te 
+ (Ae« e** + K« + C>« a>'4-ote.>rf 

+ (A^ p** + Be» a** + C>4 //*+eto.)î!il 

etc. i 



«t si Ton fait 

Aa*' 4- Ba^' + Ga^'* + «le, =s fa, 
a«icrD nne fonetien arbitraire, on anra 



A.-a^'+BCa^ +C,.a>' + t^, = ZJ^, 



d* ff 



A«* a** + Bf» a*'+C>« a>* + etc. = — , 
etc.. 

et le «érte (a) eolncidere avec la térie (e). On fera 

de même coïncider la série («) avec la série (i), en 
dcvelii[)i).ml la ] Trmii'rc suivant les [luissanccadca, 
pour la rendre cuiupurabte à in seconde. 

1(19. Ghacnne dea deux «érics (c) crt (e) peut 
être exprimée sous forme finie , an mejeu d^nec 
même intégrale définie. 

D'itburd, en désignant par n un nombre ml ier 



d> px 
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pOMtif, on évidominent 
Soit «naai 

en désignant par y une constante positive , tt met- 
Unt m y' g" et ^/y à la ptacc de m ct<i«, les limi» 
tes de cotte intégrale ne seront pas changées , et 



DTRAIIQDE, SECONDE PARTIE. 

roneure 



dToù Ton tire 



1 .a.s...«M — 1 



». 



en différantient • fois de mile fier rapport à 5 , «t 

faisant ensuite 3= t. Au moyen de €«• mlems , la 
formule (c) pourra s'écrire oIum : 



4„* at d* f» 



et, d'après le théorème de Taylor, elle se réduira à 



♦s 16«» o» » Jt»» 



Qoello qna soft la constante on nadianganipae 
non plua le* Umilw da l*inl^ralo / ^ 

en j mettant a |/'a< an lieu de on aura 



donc 



/ce 
—00 



d'où I on tire 



1 

On exprimera do même les autres exponentielles 
qui entrent dans la adri» (a},lai|n«Uo deviendra, 
de cette manière , 



= * [Aa* + ^ «0 + Ba^ (' + 



+ C.>(' + '-K«} + etc].--i.. 
Oti si nom faiaona , cainnwpliia haut , 

A«** + B»^*" + C«>-^ + etc. = M, 
nous aurons en même temps , 

Aa*(' + ^ Ba + »• l/^iï) 

+e> ^' + ^^'«"^) + etc. = , + 2. 1/^), 

ce qui fait coïncider la talenr précédeatedo naToe 

la formule (/). 
Cette diiMtion {f) est , soi» forme finie , Piald- 

grale romplèlc de l'ûqtiidion (6); elle ne renferme, 
comme on voit, qu'une seule fonction arbitraire, 
qui se déterminera immédiatement d'après la va- 
leur de « reletÏTe à t= 0. Toutefois, cette forme 
de l'intégrale complète suppose que cette valeur 
don, qui sera celle de fx, croisse avec la variable 
daaa m moiadm report que et que le pro- 
dvil «-«>M e'dranooiaso penr s sss ± « , sans 



quoi la quantité comprise soua le signe / croîtrait 
indéfiniment avec pour tontes les valenia dol 
différentes de léro, et Tintégrale définie, dont lea 
limites sont « = ±00, aurait généralement one 
valenr infinie , ce qui est inadmissible 
Si nons faisane , pour un moment , 

dfx d* fx 

dddnirona dordqoatioD 



d' u » /•» _ 

en intégrant par partie , et supposant que le pro» 

duit de et f • {s + 2m |/iïj s'éTsnonisse au 
dans limitca , on a 



"* a (x + 3. yat) dm i 



41 
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du 

ce qui fuit coîiici<ier la valeur de — arec celle de 



a —-1 etMtiiff il, pnr coaséqueot,i Vëquation (i). 

En partant de la $étit (d), on parviendrait à une 
intégrale loni fonne finie de eelto éqnetioi»! OMini 
■impie que la formule (f), et qQiooulleiidnitdem 

fonctions arliitraires. 



613. L« valeur connue de la quantité A, reofer- d'où Ton conclut 



mée deni Icefennnlee fMréoédentetf est |/îr!On 

rolilîent, par pntpf »• , »'H cmplovniit snci t-^slve- 
ment deux variable» différentes sou» le signe /, de 
manière qu^oa eit 



«0 m^m» M 1 

9 d»f k\ 



f. 



y* 



à cause que les deux variables s et y sont itMfi 
dantea Tnne de Tautre. Si donc on fait 



d*eît 0 féraltece 



_ ^ M 

l/"* «'^'«'y» 



rt ?i Ton regarde x, y, s , comme les coordonnées 
courantes d'une surface, sera le volume terminé 
per «Matiirimoe deTéTolotion , et prolongé indéfi- 
ainent anlMir de son axe de figure , qui sera Tue 
des Or, on obtientîra la valeur de ce voltimc en 
le décoai|»o&ant eu un nombre infini de tranches 
Cf Itadriques , dont celte droite lera Taxe coinnran. 
Le volume «1 e l'une de ces tranches infiniment inîil* 
ces, dont les surfaces intérieure et extérieure au- 
ront r et r -|- dr pour rayons , sera égal au produit 
de M baee avrÀ*, multiplié par aa banleor m o« 

ê ** * le volume entier •*en dédniim, dfîdem- 

ment, ci> inU^^raiU di puis r ss Ojaiqn*àr=«î 
par conséquent, on aura 

= 2« * rdk* ss », 

et ss: [/^K - ce qu'il s'agissait de trouvefi 

Jé ferai remarquer qn'en prenant M = cei « , 
et mettent ■* en lien de al dens Véquation (c), on 
aura 



«ss (\ — ml»4-— ^î— + ctc.^ 

V ^1.2 1 â .3 ' / 

ou , ce qui est la même chose , 



CM», 



n = • coa «. 
L*éqttetion [f) devient , en même tempt, 

U^^y^ J 0 co»(ar 4- 2««)dlit; 
mada en a évidemment 
y** ces Sand* =^^J 



• cos 



/ 



s«n ffiivdtt s= n } 



d*eà Ton conclut 



8 cet» 



« *** CM Hmmdm j 



et en égalant cette valeur de w à 1 une des précé- 
dentei, on* 



cos t«itda» 



On peut donner une valeur imaginaire à la con- 
stante a. dans cette équation^ et si l'on y met 

^ — l au lieu de on aura 

e-^ + •) *. « 1/^7 

On a souvent occasion d'employer ces formules , 
f|ft: <^<> yirésentaient ici naturellement , et que Ton 
ol>ttent aussi par d'autres moyens. 

814. 1.08 équations aux différences peitielhe 
auxquelles on est conduit , dans la plupart despro- 
blème<i de Mécanique ou de Physique, sont linéaires 
à 1 égard d'une inconnue «, du premier ou du se- 
cond ordre per rapport «a tempe , et gé n é r alement 
à quatre vnriablts indépendantes, dontu est fonc- 
tion , savoir, le temps , que nous représenterons 
par <, et les trois coordonnées d'un point quelcon* 
que du«7itéme dont on •'occupe, qne nom dé- 
signerons par X, y, s. Si Ton excepte leur dernier 
terme , indépendant de « et qu'on peut toujeuie 
faire disparaître , dlei no eoHtiennent pee oeil» 
variable t explicitement, c*eft-à*dire, que due 
CCS équations les coefBciens ne sont fonctinn? f]ue 
de ar, y, s. Or, L =0 étant une de cea équations 
sans dernier terme, ri Ton prend I mB^, In a4rie(o) 



«=Pe** 4- Qa^* -f- Kc>' + etc. ^ (y) 

et si l'un substitue, dans L, cette série 
de M, il est aisé de voir qu'il eu résultera 

las (!•• -I* ll« H- 0)e*'+ (■'^ C^o*' 
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1, R, 0, étant do« quantités qai ne contiennent 
que rinoonnnr P, d'oi'i sr déduiront H', W, 0', en y 
mettant Q au lieu de P, puis A", H", 0", par la sub- 
«ttinlieii de 1 à la plaeede^, eleiMide raito. Ten- 
tée les quantités I, 1', ■**, elo., seront aulles, 
lorsque Tequatioa Ls=0 ru> ^rm que du pretnier 

ordre, par rapport k t. Bans tous les cas, cette 
éoMtion donnée Ls=0 se dénoai posera cncellei*ei s 

W€* -f R'C 0' 0, [ [h] 
■V + + 0«= 0, S 

etc. 

Par roniéquent, les exposam a r , -j , pfc. , «leront 
des constantes arbitraires j les coefficiens P, Q, 
K, etc., se déterminèrent indé|iendanunent l*an de 
Fantm, an moyen de eee df|nations (h) , qui sont 
toutes sem1)!rfV>l^»s; et tous les t^'Tmr'; r!f In ^vncfg), 
e*est-à-dire, de Tintégrale complète de réquation 
L = 0| ordonnée nifent lee pniaaaneee de Tespo- 
naniidine*, aérant dei intégralea pertleulîArea de 
cette m^me équation. 

Les équations {h) seront linéaires, comme L=0, 
per rapport à Pineonnoe qne efaeeone d'ellee ren- 
femera. Si L ne contient qn*nno oeido des trois 
coordonnera T , i/ . 3 , eties seront simplement des 
équations dilVére.nitellesi et alors la série (j) ne 
ranfennera <|ne des oooelantee erbibairaa, aevoir , 
•,€, y, etc., et les constantes qui seront introdui- 
tes par l'intégration dei oqniition? '■fc). Qniuid elles 
seront aux différences p&rltcllcs, ou pourra souvent 
lee traiter eomnie Péqnation LssO, et eipriner 
leurs intégrelee oonplètet en aérie d*iAt^(nlee pai» 
liculières. 

616. On peut donner une autre forme à la sé- 
rie {$% en y «bangeent les exponentielles en einne 

et cosinus. Solctit , en effet , ^ , ^, » , etc., d'autres 
constantes arbitraires, et p, r, etc., p',^,r', etc., 
d'autres inconnues. Si Ton met dans cette série 

± K l^^i ± M y ' l/— 1, etc., au lieu 

de mf C, etc.; qn*on y remplace P, Q, R, etc., 

^ ^ r' — 1, etc. i et que Ton prenne ensoite 
In fonuno dee valonra do « qui répondront ans 
denx signes de — l,onenra 

« = p cos A/ + y cos ttt-^r cos r# ■\- etc. \ 
-{- sin + ^ siii •f + f 

Pour le généraltlé de Pintégrelo de lisdi^ expri- 
mée indiférenimeni par cette dernière fernmlo on 
par la série (f/V it faudra que les constanten x, /ui, 
a, etc., ensst bien que C, ^, etc., soient réelles ou 
ieucflnniraa ; meisil y a dee prablioMO dans lesquels 
les valeurs détrrminées de x, fi, r, etc., seront 
loTiff»<! réelles, et d*autre$ i1an«> Ifîqiifls Rucune des 
«sieurs do «, C, y, etc., ne sera imaginaire. Dans le 
pesier oea,n conviendra d'employer le formule 
etden»lneM«ndiarefmnl»(y)) it Ion même qne 



réqoation Lss 0 aara fotégrable sous forme finie , 

il arrivera souvent, clans problèmes de Mécani- 
que ou de Physique, que l'expression de son inté- 
grale, au moyen doPnnoon Pantra deowdenxaé- 
ries sera plus profire qne l'intégrale sous fornae 
finie, k faire découvrir toutes les circonstances du 
phénomène dont oa s'occupera. Les questions rela- 
tiveeens petitee ooeillelieni dei pointa d'un corp 
élastique ou d'un fluide, qu'on a uu peu écartés do 
leur état d'équilibre , sont celles où i! <-onvtr)irira 
d'employer les expressions des inconnues sous la 
forme do loaério(^. 

loîiqnolee volenn générales de P, Q, R, etc., et, 
par suite, celles dep, 9, r , « tr , fi' . 7' , r' , et-' . ne 
renfermeront que des coosUntc« arbitxaires , U 
formule (O**éoriro ptnt liriéveeMntdo oetto ao> 
otAra : 

« = Sji ooe U Sjp^ tin Al ; 

les caractéristiques 1 indiquant dee eommoa qni 
a*élondent à tentée iœ ralenrs poteibles réelles ou 

iinnginaires d> > des mitres constantes arbitrai- 
res, oootenues dans f et p'. On pourra, si l'on vent, 
faira croîtra eee valeurs par degrés Inflnimmtpe» 
tits, otramplecer les sommes S par des intégrale* j 
innis cette autre forme équivalfiife «Ir l'expression 
de w n'a aucun avanUgci et il vaut œieui conserver 
la précédente. 

616. Indépendamment des équations aux dilfé- 
rences'partielles qui conviennent k tous les points du 
système, il y a toujours, dans les divers problèmes 
do Physique en de Véeenique, d'entrée éqoetionf 
qui n'ontUen que pour les points extrêmes; telles 
sont, par exemple, dans le problême des vibrations 
longitudinales U'une verge élastique, les équations 
rabtivee k le fixité 00 k PonUéra liberté dee deni 

bouts de celle verge. Ces équations particulières 
serviront, dans chuquecas, à déterminer les valeurs 
d'une partie des quantitéo orbîtroiroa qno renfbr- 
menleeério (y) en lBaéfio(l); quant kcdlet do 
ces quantités qui resteront enrore indéterminées 
après qu'on aura eu égard k toutes les équations de 
ce genre, elles dépendront do Pétat initial du eye- 
téme. Pour eo obtenir les viileiirsJ'aisoivl«danson 
grand nombre di [iniljli'-ines difTcrens, un pmcédé 
uniforme, que jo crois applicable k toiM les cas, 
•oit qne la queetion ne piéaonto qn*nno eonln in- 
connue M, et ne condniae qn*k nno Mulo équation 
L = 0, soit qu'il y ait k déterminer plusieurs incon* 
Dues dépendantes d'un égal uonibre d'équationi 
aot dtfféraneea portielleo, linéaire* et aimnHanéea. 
Ce prociédé général a aussi l'avantage de fournir, 
dans chaque piomple, la démonstration de la réa- 
lité des con»tdr)ti-s«,£,y,etc., ou des constantes x, 
/«, », etc., qui dépendent d'éqnationa Inneeendon- 
tôt quelquefois très compliquées, et dont il serait 
souvent difficile de déterminer entremeot la nature 
des racines. 

L^exemple que noua donnorone do Papplienlion 
do cette méthode, dem le pategreplio •niventi enf- 
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fif» pov raipliqiiar, fm ^*oa puMe Rem- 
ployer dans d'autres problèmes. Au moyen tir- rrUo 
méthode, on déterminera, sans aucune diflicultc-, 
les vibrations longitudinales des verget âMtiqut-s, 
dut les trois cas do 496, at Ton i«r« conduit , 

d'une rtinTiiAre plus direrte , anx mcmci fornii>'"S 
que dans ce numéro. Pour exemple d^ane question 
dépendante de plnaienn équationi ans dîfférenees 
partielles, j'indiquerai le choc lon{;itudinal de deux 
on plusieurs verges él(istiquo<i, formées de matières 
difTérentes ; question qui a été résolue dans le pa- 
ragraphe précédent, pour le cas partieulier de l'ho- 
mogénéité, et dont je aupptine ici la solution gêné* 
ralo, k cause de la longuear des formidei qni s'y 
rapportent. 

617. Siippeêoni qne le tempe I aoU eompté k 
perlir de Twisine du mevitement; et aoient 

ér 

a 

les valeurs de T inconnue u et de son coefficient dif 
férentiel par rapport h I, qui répondent à < = 0 ; de 

S(ffte que /'(r, y, z) et F {x, y, *) soient des fonc- 
tions données arbitrairement pour toutes les va- 
leurs des coordonnées x, y, s, qui répoudent aux 
pointa dPnn système dont on oonsidère les vibra« 
tions. Après qu'on aura déterminé toutes les quan- 
tités arbitraires que renferme la série (»'}, d'après 
Tétat iuilial do ce système, et en ayant égard aux 
éqnationa particulièrea qui penvent avoir lien à ses 
extrémités, il faudra qur rrttc sf-rie et son cocffî- 
cieni diflerentiel coînciut ri( , y<,\iT f = U, avec les 
fMetiflins/(<, y, i) cl F 1,^, y, a), dana les limites 
du systdnM. Ainsi, il foudre qu'on eit 



y* ») =*y + ete 



ce qui fonmira un développement , ou une trans- 
formation d'un genre particulier, pour ehaoune des 
fonclioiiî quelconques f{t, y, x ) et F ( X, y, S ) ; 
iraosfurmation qui ne sera pas identique, et n'aura 
lien que pour des ▼•leurs Unitéee des variables 
3f,e. 

Quoique le plus souvent on nr puisse pas démon- 
trer directement l'exactitude de ces équations (Jt), 
eependant line peut rester aucun doute à cet égard. 
En effet, d'après les considérations précédentes, la 
série (t) représente certainement rioti-i^riiic com- 
plète de l'équation L ~U, c'est-à-dire, ia valeur 
la plus générale de « qui puisse satisfaire k cette 
équation. Par hypothèse, on a déterminé les quan- 
tités nrhitraircs que celte série renferme, au moyen 
de» autres couditioiis du prolilémc qui u conduit à 
oetle équation li=0; ai oea conditions ne sont 
pas incompatible», et que le proldéme soit suscep- 
tiple d'une solution, il faut donc qu'uprès cotte dé- 
termination, ia série (»J exprime la valeur de w a un 
instant queleonque et eu un point quelconque du 
système j |ier oenséqnent , en faisant 1 = 0 dans 



«ette série et dana celle qn^on en dédiHl per le dlf- 
férentittien relative! t, «Uee devront représenter 

Al 

les velenrs initioles de « et —, o*est«à-4ire, les 

dt 

fonctions /"(j;, y, a) et F (s, y, a), quelles qu'elles 
soient, mais seuIeMirt peur les valeurs de x, y, s, 
comprises dans les Unités du système que Vtm een» 

sidèrf!. 

Dans l'exemple du mouvement loogitudinu 1 u'une 
verge élastique, les séries {k) représenteront, pour 
toute la longueur de cette verge, et dans les diffé- 
rentes hypothèses relatives à ses rttrrmiu-s, lea 
deux fonctions arbitraires qu'on a désignée» par 
t« etf'^ dans le n«4M; et ces séries celiuâdezeat 
avec leseapressions de çx et ffs, dont on u faitumge 
dans ce numéro, et qu'en avait démontrées aupa- 
ravant. 

6t8. ia oonelusten de tout ce «{ni précède est 
que, pour exprimer d«M «speeldème relatif ami 

petites vibrations des corps, et dans d'autres ques- 
tions de Pi>y&ique, chaque inconnue, au moyeu de 
la série (9) ou (t), il est néoesMîre d*avoir démontré, 
préalablement, que celte série représente la valeur 
h plus !:;énérnlc de l'inconnue qui puisse satisfaire 
a 1 équation aux diQ'erences partielles doutelle dé- 
pend, et, ensuite, de déterminer toutes lee quanti- 
tés arbitraires que cette série renferme, uu moyen 
des données particulières du problème, qui répon- 
dent aux extrémités du système et à son état iaitiolj 
ou bien, il font eonnalln, à priori, comme dsni 
le n» 490, des expressions en ■i'^rif» la valeur ini- 
tiale et arbitraire de chaque inconnue, dont 
les termes, multipliés par des sinus on 
d*ercs pioportionnels au temps , ou par des expo- 
nentielles, satisfassent isolrmmt à l'éqtiation don- 
née aux différences partielle» et aux autres équa- 
tions relatives ans points extrêmes du système. On 
doit regarder comme incomplète une solution daos 
laquelle on n'a pas démontré, à priori, la ■;coéranié 
de la série {</) ou (t) dont ou fait usage, ou dans la- 
quelle on ne vérifie pas, à posUriori, que cette série 
peut représenter la valeur initiale de chaque incon* 
nue, quelle que soit celte valeur, dans toute l'éten- 
due du système , y compris les points extrêmes. 
D'après ce qui précède, la première méthode sera 
toujours applicable ; la seconde ne le serait que 
dsn» tia très petit nombre de cas particuliers. 

^ V. Vibrations transversaies duHê v»r>j« éioêhquM, 

519. Les verges élastiques snt;i ^nsrtptiblcs de 
quatre sortes de vibrations , auxquelles rcpofident 
des tons différons , et qui peuvent coexister dans 
une même verge , droite ou courbe dans son état 
naturel. Ces vibrations sont lon,;itu(linales, trans- 
versales, normales, tournantes ou produites par la 
torsion. Les vîhiatîew normales consutentendes 
dilatatious et condensations ultcrnatives des sec- 
tions de la verge, pei|MndieulaixeB è sa lengaeur ; 
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•Um n*oat p«» MMOt» ëlé détennîuéM pu I* théo- 
rie. Les Iroi» autres espèces de viLratluns roiil été ; 
et TaDalyse m'a fait connaître, entre les tous qui 
Imr covrespoiid«nt,des rapports que Tespérience a 
confirmés, ou que lot phfiieieiu aToioat dëjjà ro- 
ni9rrji5»-s. Telle est, pur r-^cmplc, TobserTiitinn cu- 
xieuse que l'on doit à Cbbdiii, et suivant laquelle 
UDO Tcrge«noa*tr<o par oo bout «1 lîbM p«r rontro, 
rend uu ton plus grave 4*lilM quint», lonqu*on 
la fait vtlîTPr par torsion, que quand elle vibre 
loagitudàualement j cela revient à dire que le ton 
qa'oUo rend daiw le premier ea* eel le même que 
eeltti qu'elle ferait entendre dans le second, si sa 
lon rnviir ^tait augmentée ()an«i h? rifiporl de 3 à 2; 
or, ) ai Irouré que co rapport tic«rait être celui de 

2 I ce qui diffère à peine d'un vingtième 
dn léioltet que Chledoie éoeoeé ea nombre rend. 

Je reiiTcrrai, pour les dëveloppemeus de celte 
partie importante de la Ph|sique mathématique, 
an mémoire sor VÉqviHir» «t i» wumvmMt iêê 
«ffjpt itatttqmn, qae j'ai déjà cité (d« 306), et où je 
ntf «;nt«i nii^sî occupédes vihrntirins des membranes 
flexibles et des plaques élastiques, il suflira , dans 
ee Traité, d^evoir conaidéré lea caa let moioa com- 
pliqués de ce genre de questions , qui sont ceux 
de* frtrdes vibrantes et des vlLr.itu iis lnii^itinfi- 
nmiei des verges élastiqui» , auiqueis uou^ «tUuns 
emoro ajooter le cm dw vibrationa trantTcnmIea. 

820. Nous supposerons , comme dans le cas des 
vibrations longitudinales (n" 404) , qu'il s'agisse 
d'une verge homogène, et, dans son état naturel , 
piiemetiqiie eu eylindriqne; nous aoppeceroaa, 
de plus, qu'elle n'éprouve aucune torsion sur elle- 
même ; en sorte que tous les points de chaque 
filet longitudinal ne sortent pas d'un même plan 
pendent tente le dotée du mouvement. 

Soient A9B (ii f . 112) la direction rectiligne du 
lîlet moyen dans l'état naturel de la verge , / sa 
longueur, et jr la disteoce AH du point quelconque 
M à festrémité A. An bout du tempe i , luppeeem 

que 9 ^ oit trnn^prirtf' en M'; abaissons dO V lo 
perpendiculaire H P sur AB ; et faisons 

BP = Uy M'P = y. 

Si ces deux variables « et y sont suppose'"^ c**ii 
ttammeot très petites , et qu'on néglige , cun- 
•équenco, leurs carrés et lenrs produits , leurs 
valeurs en fonctions de f et jr dépendront , comme 
dans le cas de* l orde» vibrantes (n" 484), d'équa- 
tions linéaires dau» lesquelles ces inconnues seront 
séperées ; tes monremeos très petits , dons le sens 
longitudinal et dans le sens transversal, coexiste- 
ront donc sans s'influencer mutuellement ; et 
comme nous avons dc-lerininé , d'une manière 
complète, le monreMeut longitndinol, nous pour* 
rons maintenant en Tiirp abstraction. Je ferai donc 
w=:0, de sorte que tous les points du filet moyen 
osoilleront sur des droites perpendiculaires à su 
direction mturdle , et que o et y seront ) à un In* 
Btant qnekonqne, les ooetdeoiiéei coumnles de le 



oonrbe pleao hfWV, fermée per ee filet. Je ferei 

aussi ubstraclîun des petits mouvemens de dilata- 
tion ou de condensation qui pourront avoir lien 
dan» chaque section de la verge , perpendictileire 
b se longueur } le mouToment qu^il s*sgim de dé- 
terminer sera alors le même pour tous les points 
d'une même section j et il suffira de considérer 
eelni du point qui appartient su lllet mofon. 

L'équation de ce mouvement transvorsel se dé- 
duira de l'équetion ( / ) du o» 830, en f asttant 

d* y d* ff 

Y : — , ou simplement— — ■ au lieu do Y, A 

l'on suppose qu'aucune force donnée o'est appli- 
quée eus dilMreu points de le verge. Cette é^iim- 
tien scie dene 

étent une eonstsnte positive , qui dépendre do 
la metiére de le verge , de Tétendue et do le figun 

de la section normale. 

Uutrc cette équation (1), commune à tous les 
points du filet moyen , il y aura des équslioosr^ 
iatives à ses extrémités, qui seront les mêmes que 
dans le problème de l'i-quilibre. A cet é^ard,il 
pourra se présenter stx eus dilTérctis, selon qu'i 
ctaeeun des deux bouts la verge sera eneesirée, oo 
seulement eppnjfép, ou entièrement libre. Xais 
comme ces six cas se traiteraient de la même ma- 
nière, nous nous bornerons à en considérer un 
seul en détail, et nous aopposeroos que la verge 
soit entièrement libre à ses deux bouts A et B , 
uuii(|ue1s ne sera d'ailleurs appliquée aucune force 
particulière. 

Cele étent, pour toutes Im veleort de I, nous cu- 
rons (n* 8S0) 

d> V ' d* • 

kr«sttémitéA',et 

d> V d} y 

à l'extrémité B'. 

A l'ori^'iue du nioii^ euuiit , la courbe du filet 
moyen et les vitesses imprimées à tous ses points 
seront connues \ si donc on compte le temps t à 
poftir de cette origine , et qu'on représente par 
ç'r de<i fonctions données depuis S ss 0 jusqu'à 

= / , on aura , à la fois , 

Ces fonctions urbilraiies et f'x devront, toute- 
fois , remplir les conditions relatives à « = U et 
«■ = / , qui seront expfiméea par les équetions (3) 
et (3) pour le foeetionooi et par leurs dlflifccn- 
ticllcs relatives à f pour le fonelion v'*. 
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Ainsi , la question qtt« nons aorons k résoudre 
eoosislera à trouver la valeur dey, en fonction de 
tet s f qui satiif^tt aux équations (1), (3) , 
(4), dont la preroièr* «tt !• ceole qni «tt Iton pour 
tmtes les valeurs decesdeui variables. M ti?. au- 
paravant , il est bon de comparer , pour une même 
verge élastique , le coefficient b qui mtea d«M Té* 
qnilimi de «m nwnTiMnMit Innsvaml, «t le 

COcfTicicnt a contenu in» réqutîon de MB HIOO- 
vement longitudinal. 

621. En désignant par g la gravité, par p le 
poids de le verge, et par q la tenaien qo'il faudrait 
emplefer peor doubler m loag«ear I, on e (n* 486) 



9I9 



leprodidl de la dendlé do le verge et de Telre don 

P 

section normale sera égal à — j et diaprés Téqua- 



llon (f) da ii*Mâ,a*où Tone déduit T 
(1) dtt mmvement troniTenel, 00 e«ve 



glm f' * 



tu* du ,, ^ô) 



«, V , A, A', ayant le mêoie signiBcetion que dans 

le n" 314 , et la con'^tnrtto a t!n même numéro étant 
la valeur de rapportée à ruiiité de surface | de 
aorte qn^oiie 

î as 

en appelant • Paire de le aeelien normele de la 
verge. Feiaonaeiwai 



vu* de ^ «Jk* \ 



sera une ligne dont lu valeur dépoadra de l'é- 
tondueet de la forme de aon contourj et II en lé- 
aoUeie ^ 



d'où l'on conclut 



6' = ah. 



St \•^ sr'-fion normale de la rcrf!;e est un rec- 
tangle dont la base soit perpendiculaire au pian de 
la oourbe A' et la luniteor égale & <• , on aura 

et il en résultera 



01 



î>nrn le fjs d'une verge cylindrique , dont le 
rayon sera rc|)r<:&eiité par on aura 



s=!«». 4' = * = «, ossa |/is _ «• } 



M Pea dédain d*abeid 



et , ensuite , 



Supposons encore que la section normale de la 
verge soit un triangle isocèle, qui ait sa base per- 
pendiculaire an plan de la oonibe AWf et, peur 
fixer les idées, supposons aussi que ceplansnit 
vertical, et que la base du triangle réponde à la 
face supérieure de b verge. Ippelona x cette l>«se, 
et Si le hauteur \ new evreiu tonjoura 

• = As; 



Bab la valeur de beere ^«frente , aelon que la 

liiec supérieure de la verge tournera sa conra^ld 
par en haut ou par en bat (n* JI15). Dans le pcaeûar 
cas, on aura 

2s 4s K fU ^ 

8 a «s ^3 ^ 



d*«nil Mtere 



et.per 




Oinele teeond cas, oa anre 
4i 2« 



3 3 »s ^3 / 



on en déduira 



3 ' 



etf ensuite. 



Ces résultats nous seri iront, plus loin, à compa- 
rer entre ent les tons d*nne méîne verge élMtique, 
lorsqu'elle exécute des vibrations leagitndiaalwt 
ou des vibrations transversales. 

623. Maintenant , soient ji et ^ des foocLtoas de 
X , êtes une eenatente par rapport à f etè #. P>enr 
satia&ire è Téquatioa (I) , | 



y — ^ sin m* 5/ -f- 9 oof m* h%\ 

cette équation devant subsister pour toutes les 
valeurs de < , il faudra qu*Ofl ait 



et, en intégrant oaa doua équattona diferentieUes 
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du quatrième ordre , il «i«nt 

p = A sin m* -4" A' cos mz 

A, A', B, B', C,C', D, I) , i l.uH 1r s ImSt constantes 
•rbitraires , et ff désignant la base des logarithmes 

h «use de U fom« Knéaire de l*ël|MtiMi <!}, 



tt7 



tiUety téellet oa imaginaires, de s» et des huit au- 

irf^ ronstaotes A, A', etc. De p'»», cciif valeur dt» 
y sera l'intégrale complète de Tcquutiuu (1} , d a- 
prés Im oomiiléralioiw qv^m • «spotéet dam 1« 
paragraphe précédeot. 

Si on la substitue dans les équations (2) et (3) , 
qui ont lieu pour toutes ie« taleura de f , et, par 
cooiéquent , ponr Imtt les ternes des sommes X 



d* p d} p d* g ^ 9 ^ 

^=0. ^ = 0. ^=0. ^ = 0, 

pov«sO«kp«av«sf.ltt aMUentpearj^etf 
leurs velenn pNoddenles, il en idnlle d*eboid 

y B 1^ sitt «• »l + Sg ow «* tt, IfssA', BsA, D»C, 

et étendant les sommes S I toutes les valeurs fos- et , en oatre , 

A (2 sia ml — r>i + e-^) = A' (e»' + «-^ «• t oes mi) , 
A'(« »io ml + e-» — e— Ô a=A(«ooeml— e^ — t-mt^ , 
C (a sio m* — ««^ + •—*) + ' — « eoi mQ, 

C (i »m «If + i-( — r-e^J = C(»€eeml — — 0, 
€», OD multipliant membre à membre le» deui pre- i tiodS | et supprimant , dans les produits , le bctear 
niéfos on les deok dernières de ces quatre équa- ( commun A A' ou CC, on a 

4 sin* ml — (sX — 0» + C» — — = ^' 

on bien, on réduiseut , I tions prdc<dontet, seront dVilleurs 

(a-i + a— ') cos ml — 8 = 0{ (o) 



équntion qui servir i a iétcriiisuer le» valeurs de m. 
Les valeur» de A , A', etc. , qvi'oo tirera des ëque- 



B = A := E («"' + «-"' — a co» ml), 
B' = A' =: E (a sin 2ml _ a-' + a—»'), 
D = C = E' (a»' + — 2 cos ml), 
V 3s C'ss E' (8 siD tel — i>rf ^- e-«Oi 



E etE' étant dnui nouveUrs constantes qui resteront iodctcrminét-s , 
En faisant, pour uLréjjer , 

X = (a-* + a-"^ — cos ml) (sin ms j — ~ r-"w) 

^ (8 sio ml — ax 4- »-^) (oos m# + ^ «-^ + 7 , 

le voleur ptéeddenie de y dovîendre 

y = SX (E sin m> S« + V cos «M II)} W 



la aoinme £ s ctcudaut toujours à toutes les valeurs 
poaeiblee do E et V, mois seulemeot à tontes vo- 
leurs de m domi^ por l'éiioetioD (a). Pour toutes 
oes vuleuts^ on uuro 



0, 



=* 0, (•) 



pour X r= 0 et pour « = I ; et, quelles que soient 
les quantités m et s, on eora identiquement 



d*X 



= m«X. 



623. Il ne re&te plus qu'à déterminer les tuteurs 
dos oocfficiensE et E', relatives è ehaiioe valeur de 
Ui, d*ept«o rétet iuitiel do le verge; ce qu'on Ta 
faire , en 5niv:int 1r procédé fdnéiel dont U a été 
porté dana le 610. 



Remarquons d^abord que si m est une racine de 
Téquation (a), il en sera de même à Tégard de —m, 

m — 1,— m|/^ — l; de plus , le» Tnlpurs corres- 
ponduntes de X ne différeront entre ciles que par le 

signe, ou par un facteur^ — 1; d'où il résulte 
cpi^oD pourra rénnir en un sent terme , dans le 

formule ((), les termes qui réjuindont à ces quatre 
racines , et n'étendre ensuite la somme Z qu'à dea 
valeurs réelles et positives de m , on bien , i des 
valeurs comp os ées d'une pertio réelle et d'une par- 
tie inin^jinaire, s'il en existait, dont lu partir n'cllf- 
serait positive. Oo cette manière , si m et m' sont 
deux rMtnosdo Téquetion (a) dont on fera usa^^e , 
m' etei'* différeront de ± m et :t m* . 

Cela étant convenu, jemultiplif réqu ifion (1) 
par XdSf puis jUut^re dopais « = U jusqu a i = l; 
ce qui donne 
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lo inlégraitt |i«r patii«, on mun 



ut 



StT" ds d** dx* ds dx^ J* dx^ 



Les terflWt ettupri» entre les parenthèses rf-pon- 
dent à s= t , et ceux qui sont renfermés entre des 
crocheU , à « = 0 i ils se détruisent l«t dnt et les 
•utrei, en verta det éqaaAioos (a) , (3) , (4) , rela- 
tive» à ces limites ; el, (l'jprAs l't^quation C<i) , qui 
tt lieu poov toutes les valeurs de x , si Ton met 

mA X à le pleoe de wa» le tigne/ , on «un 

J a dsK / 

Ddiie,kcenie de 

di» ~ dis 



nous fturom 

d* .f\ydx 



LUnlégnle eomplète de nette éqaetion différen- 
tielle du eeeond ordre ett 

lud* = H cos m' 4* + H' s'» 4*i 

■ ctH' désignant les deux constantes erbitraires. 

Pour Ifs rlf-trrmMvr , je fais / -^l» H itis cette for- 
mule Cl (luns &a UillércnticUe par rapport à <j el, 
en ayant égard Otti éqpetiont (4) , il enrétnlte 



Quel qne «oit f, on ento donc 

J*^\^d»—J Xfjc <ii . ces i* 
1 /»* 

^ -7— / X*' »ds.%\n m* il. 



Je substitue la formule (6) à la place de y dans 
le premier mendnre do eelle éqmtina (o) { een 

COnd membre ne contenant que cos m> ht et 
sin m* i(, si m' est une racine de Téquatioa (a) , 
telle que m' et m'* diffèrent de db "* ^ dk *** i 
eomme on P« rappoid tout à rhenrOf il fendra qne 
le terme correspondant à ni dispa min o dtt prenior 
membre } ce qui exige qu'on ait 

J\xdx = 0i if) 

V désignant ce que X devient quand on y obange 
m en m'. Hais pour le cas de «Fss », oo condor e 
de cette même équation («), 

ce qni fera connaître les valeurs de E et E' en 
f u tu ns de m, au moyen desquelles la formule 

(6) deviendra 



y;x.d. »..y/'i» J 



dy 



Cette expreision de y et la valeur de — qui l'en 

du 

déduit, ne renfermant plus rien d'inconnu , elles 
feront connaître, à chaque instant , Tordonnéo et 
la vitesse d un point quelconque W dç la courbe 
A'M'B' ; ce qui e»l la solution complète du problème. 

L'intégrale P X' ds ^obtiendra , sous forme 
finie I p«ï le» ïèglea ordinaires ; les valeurs des in- 
tégrales J ' Xm*», et Xf'gitt, ne pour- 
ront, généralement, se calculer que par la mé» 
thode des quadratures. 



524. Si Ton fait <s 0 dans les osprasslons de y 

dy 

et — , on aura, d'après les équations (4) et [g) , 




1 Ces dons formules semblables auront lieu pour 
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dw iMetioni qweleonqnet m «t cealkiMt m 

discoDlioucs , mais seulement depuis x — 0 jns- 
qu*i x = t, et ea observant qu^elles ne convien- 
dront «ux valeurs ettrémes de j; que i|aand celles 
deeetfooelwn* rempliront la cooditiiNi énoaoée 

préc é demment (n • 530]. Onoique nous ne piii'; 
•iOMpas démontrer ces formules directcineut, 
•Un s*«i «ont pM mmm cerUîiies , ainsi qu'oa Ta 
«xpliqaé dans le n* A17. 

Dans le cas pnr<iriitier où tous les points delà 
verge ont reçu primitivement une vitesse Gom- 
auMat lUM vitcaaa proparlionnelle k lani» dia- 
Umw ft ««a miliaUf il est évident qu'élis doU 
prendre un mouvement de translation et un mou- 
vement de rotation, saus aucune courbure nivi- 
bralUNM. CaataoMi es qu'on p««t eencliwt d» esi 
dquations (k) et de la formule {g). 

En désignant par e st ^ dswi ^nntiléi oon- 
atautes , on a lilurs 

»» = 0, ♦'*=:c4.>(«-lj), 

at si Ton tlifTerenlic la seconde équation (Ht), el 
qe'oa «àt égard à rëquaaoo (d) , en en conclut 



Ll. 1 Xa,*! =0i 

lA ^'-^ ) 

i étant un nombre mtier et positif. Par consé- 
^osnl, le déveluppement suivant les puissauces de 
delà partie. 



de la formule {g) , se réduira à «on premier terme 

r 

<2 



eonde éqmtien (ft). Dene, k cewe 4» 9»saÙ el étt 
la valenr de «'e , la femrale (g) aan ainpleaont 

comme cf la doit être. 
6BS. A« moyen de Pdqnation ( on pani pireu> 

ver que l'équation (à) n'iidniel aucune rnciueconi* 
posée d'une partie réelle et d'une partie imaginaire. 
En effet,supposons qu'il existe une racine telleque 

f 1/^—1; >l y CD nne autre qui ne différer* 

de eelle-Ià que par le signe de \/-^ 1 , el aan 

f — ; on pomcn dene pvendrei daial*é> 

qiwtienC/), 

/el^ désignant des quantités réelles dont auciwe 
n*mt idro. On ania , en aiiraetempaf 



X =F + G| 



F — G 



F et G étant aussi des quantités réelles. Par consé* 
l'équation (/*) 



I^Mf en vmtn de la ae* 
4ais ^ (« _ 1 I), ces m* 



y]'(F.+ G.)dk = 0; 

éqnation impossible , puisqu'il faudrait , pour 
qu'elle eût lieu, qu'une intégrale dont tous les 
élémena sont peaitifii, et qui eneiprimelaaeaame 
(n« IS), lAl égale k Donc aomi la auppeaîlien 

d'une racine f -\- 3 î est inadmissible. 

Cette dernière équation serait encore inadmis- 
sible si/* ou g était séro ; mais alors un uc puurriiit 

plus prendre/" -f" 9 |/--ï et/ — g J/— l pour «s 
et m' $ car Téquation (f) anppeae que m' el a^* dif- 

fcrr-nl de i « et i m» ; ce qui n'aurait pas lieu 
dans le cas où l'une des deux quantités /' el se- 
rait nnllet 

636. Penr le teeiae m =: u de Téquatiea (•) , le 

terme corrcspondimt de la formule (j) se priV-ir nte 
sous la forme -1 ; on obtiendra sa véritable valeur 
en suppoMnt qne m soit aenlemeoft une quantité 
infiniaaenl petite* On aum alors 

M ss 1, ain m* M = m* if; 



et le terme dont il s'agit sera 



(3* - I) a*d, 4. I (3, - /) ffxds^ iï. 



11 répond à des muuvvmens de translation et de 
retetion communs k tout les points de la verge j 
nous en ferons alntractien; et mi n'afant point 
c^nrd h la ru< inr- m ~ 0 , toua iwtermea de la sé- 
rie (9) seront périodiques. 

■aie si Ton fait attention que Im différentes va- 
leurs de m sont incommensurables , on voit qu'il 
ii*emvera paS) en général, que toua 1« pointa de 



la verge reviennent, en mcmc temps, à leur état 
primitif, ou, autrement dit, uue verge élastique 
n exécutera pas dans tous les oas,coaune uneconle 
étendue, des viljutlons tran$versalr <; i ncliroucs. 
Pour que l'isocbronisme ait lieu, et puur que la 
verge fosse entendre «n se» uniqueet appréciable, 
il faudra que, d'après m OOuAure et las vitesses de 
ses points à l'otigine du mouvement, tous l«ter« 
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met de iu tormulo {£) duparaiMeot | excepté un 
feal« «I qp*^ w rëdiiiM k la I 



y ss X (B lin M* 6< 4- eoi Ml àt) , (i) 

où Ton ■ remis, pour abréger, les constantes £ 
et B' k la plaee de leon valeen inmin ploi faant. 
Lorsque la formule (sr)se réduira à un petit nombre 
de termes, la Terge fera entendre a la fois plusieurs 
sons distincts, dont les tons ne pourront pas être 
«ompniê enlte eux atacteoMiit. 
flB7. IMaignom far» uaeTaleiirnnniériqde de 

k 

ail tirée de l'équation(a), de sorte qu'onahaiss— . 

/ 

8eit T la durée d'une vibration entière de la verge, 
eerratpondaate à cette racine », et » le nombre de 
vibrations daoi VuaUi de lenspa. Diaprée Véqna- 
tien (i), on aara 



n = 



eu sorte que les (lilTrrens tons que peut faire en- 
tendre une vetge plîée dam la mèma sens, vibrant 

transTcrsolemcnl et libre par ses deux Louis , dé- 
pendront des valeurs de a , et le plus grave , ou le 
ton fondamental, répondra à la plus petite de ces 
nalcatt. 

!l pst évident rpir Id quantité 4' , donnée par la 
formule (5), ne depeud pas de la longueur /de la 
TCtge i s'il s'agit d'une verge cylindrique ettoiitd* 
lairef on voit aussi que cette quantité est propor* 
tionnelle îhi carré du diamètre. Pour deux vrrges 
cylindriques et formées de la même matière, et 
peut le ménie ordre de Tlbrations, e*est-k>dire, 
peur le même voleur de k, le nonilirc n sera dnno 
en raison dircclo de répaisseur et inverse du cané 
de U longueur. 

fil a'mit d'une Terge prismatique , «Ile fara en« 
tendre, ou général, deus sons différen*} adon 
«pa'eUe vibrera transvenalemant dana un aena ou 



dans uu uulre. Ainsi, en suppi'saut , par csempie, 
que la aeetian nenmle toit un reetaogle , et qu*on 
fasse vibrer aUMWaivuBeirt la verge, de manière 
que la base ou la lnuiteiir du rcetaii;;le sott perpen* 
diculaire ou plau de la courbe A'M'B', les valeurs 
aueMaaivw de • aarani entre diee oeeaM ectie 
hauteur et eette base , pour le même ordre de «»• 
brations. î orsque la section normale sera triancu- 
laire, connue dans le troisième exemple du ôZl^ 
ta valeur de ^ neaera pea la lême pendant dani 
demi'vibrations successives ; leurs durées seront 
donc inégales ; ce qui n'empêchera pas les vibra- 
tions entières d'être isochrones , en suppMant 
toujoura que b branle (y) ae réduiae k nnaaul 
terme. 

En égalant à séro le facteur \ de la formule («}, 
on déterminera les valeurade « qui réf 
mnidr de vilirationa , o*eai4-dire , m 

mobiles sur la droite AB, pour chaque valeur de », 
ou pour obaquo ion que la verge peut dire en- 
tendre. 

628, Lotaqua la verge élaatique que nous conti- 
dérons sera encastrée à son extrémité A et libre à 
son autre bout, le filet moyen demeurera taisent 
en A, k la droite AB, pendant tonte la dvde du 
mouvement; de sorte que les équations (S)dnpfe> 
blèoM précddantdevront être ren^iteoéea par 

x=0, y = 0, — = ©, 

On modifiera, en consdqvenee et eene eneune dif- 
ficulté , Vnnnlvsr prcrrdcntc; ct l'on trouvm 
u valeur générale de y '^'^ encore eipriruée par la 
fornule {§) ; naia lea valaura de m , qu'on y devra 
employar, devront être tiréea de Téquation 

(«ad ^ «-«Q «oa«l+»s=0, (aQ 

qui no diflSrede Pdquation (a) que par le signe da 
damîar temio : la valeur qa*o» prendre pour X 
sera en ttèaae teui|ie , 



■J- (a sin «i 4" — •""') (*^*" wjr — -j- «■»« — ^ 



Pour que la verge , vibrant ainsi transversale- 
ment , ne fasse entendre qu'un seul son, il faudra 
que, d'après son état initial, la formule (j) se ré- 
duiae k un aeul terme ou k la formule (s) , oomme 

dans le cas prccéd eut Si l'on dési^'ne par k' une 
valeur positive de in/,tirée de Téqualion (a')j parT' 

la durée d*uoe vibration eorreapondante k m s—, 

et par »' le nombre de vibrations daus l'unité de 
tempe y on euro 

et tout ce que Ton a dit, danale nnéro précé- 



dent, sur la comparaison des tons des verges li- 
bres à leurs deux bouts, s'appliquera également 
uu cas des verge» encastrées k l'une de leurs estré- 
mitéa : on déterminera auaai les nmuda de vibra- 
tions qui occurapa^neroul chaque ton rendu par 
une même verge, en égalant a iiéro la valeur précé- 
dente de X. 

529. Tour réaoudre, per epprosînetian, lea 

équations (o) et [a'), je désigne par<n 
lier positif ou séro , et je fais 

dans réquation (a), et 

aU= V=l(as+ l)w±r. 
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éam réqoation (a'}i » et 1* étnt, te qumtttéi 
poiitf fct «t qui m pevvmt pt* foipMMt ^ ». Je 
preiMb le» »igiiMtapérirai« on inférlenn devant 



cm wMvdIee inooaaiMf «don qaecest pair ou 

impoir; et, f)e rrtto wtnlCn, les él|11lltîeilB (a) 
et (a') deviennent 



fin /ss 



» 

.7 («+0».±'+,-7 



I) aprè» les limiies de X et I', il est ailé de voir 
que dweiuie de ces ineommes qv'iiiiefegle 
teleur ponr chèque valenr de i{ odfe de f j peur 

0, een v}et comne die tdpend à 

«1=0, il en faudra faire abstraction. Pour »=:t , on 
a f=0,D1797, en négligeant / dans le second mem- 
bre de la première équation {k) j et ai Ton y subati- 
tae cette première ipeleur epprachée de en awe , 
plne esaeleflttent, 

Eei veleute de f relattTM 1 1 — 2 , « = 3 , ele., ee- 

ront encore pins petites que celle-ci; les valeurs 
de X diUéreront donc très peu des multiples impairs 

de -j* et , d'à près l'expression du nombre n, les 

tons de la verge libre par les deux bouts lorme- 
eent, i trie peo prés , one eérie ereiennle oonnDe 
les carrés des nombres 3, 6 , 7, etc. La plus petite 
veleor de x, oorretpondente en een le plut giavci 



t 

I le cas de s'= 0, après quelques essais , on 
«rwoee, k on degré eolllaent d'eppfrâinwtlon , 



La plus petite veleor de »f sera deae 

En comparant donc soncarruà oaloide la valeor 

précédente de x, et observant que ces carrés sont 
entre eux comme les nombres n' et n des vibrations, 



— — 0,163 iS, 
n 

ponr le rapport du ton te plus grave de la verge en- 
eeilrde par an A» eei boote , k Minl de la même 

verge libre ^ ses deux eïfrdinit<?s. Irs a»itreï to- 
leurs de i' sont très petites; les Talcurs correspon- 
dantes de x' seront donc, à très peu près, les mul- 
tiples 3 , 6, 7, etc., de * ; et les tons delà verge 

eneailrte| leton leplus grave c&ceptc , formeront 
une edrie eroieeente ceoiine Ici carréi de ces 
lira. 



L'expérience a confirmé depuis long-teropt < 
ce que le Otéorleafaiteonnaître reUtiveewat aux 
séries de tons que font entendrr 1^5 rpr^ps élasti- 
tiqnes , libres ou gênées par leurs extrémités, à la 
position des nœuds qui accompagnent cet dîfféreaa 
aaodea de vilwalïonSf et aux rapports des loni, 
suivant le; lon::ut'tirs et !p5 épaisseurs. Hous alloas 
maintenant comparer entre eux les tons , ou les 
nombrea de fibrattona lianifcrMloi et longilndi< 
neica d*une même verge dlastique. L'observation 
a auss i conBrmé, a«r ce peint, les résnitau da 
caloal. 

630. feauppoeerai, ponrilaer lea iddea, qoele 

verge soit libre à ses dcui bouts dans ces deux 
sortes de vibrations , et je me bornerai à considé- 
rer le ton le plus grave pour les unes et ponr Ica 
evirea. 

En employant la plus petite valeurdeàtimivda 
dan* le nnméro précédent , on aura 

peur le nombre de vibrations transveraaiea dene 

l'unité de temps Si Vnn dési'^'no par », le nombre 
de vibrations longitudinales dans le mime tMDpS, 
on aura , d'apréa le Iroialdme ce» du v» d06, 

», — ; 

et comme on t ( = ab (n* 661), il en résnitera 

n = (7,12104) - , 

formule indépendante.de la matière de la verge, m 
moyen de leqnolle en cenelnm le ton tfeMveraal 

du ton lon'r'itnrliniil , ou réciiiTnqiirnr'Tit 

La grandeur rie la ligne h qu'elle renferme dé- 
pendra de la figure de la section normale, cl eeva 
proportionnelle , lentes ehoses d*enienrs égalée , à 
r«?paisscur. Cette dimension p<fint très petite rela- 
tiveroentà la longueur il s'ensuit que le ton dos 
vibraUont tranavemlea eere très grave par rapport 
k Tantre: ce qni cet conforme auv observations 
qu'onfuit \f plus communément. D'après le n" 821, 
si la verj^e csi un cylindre dont le rayon soit t, on 

• à = cl si elle est un parallclipipède , et 
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• Mii •uni U dcBii^iHenr,«i • » = 



» s (7,19104) — \ • = (7^M1M) 

Comme le nombre e*i iudépendsnt de la figure 



•I dMdimMittMdebMelion MnM]a,ii «W 

•ait que pour les mêmes grandeurs de • et de 1, le 

nombre de vibrations transTprsaJçs est p)n<; petit 
ddiii le premier ca» que dam le aecoad , daQt le 

rapport de ^/âli 2 *. 



* Pour la cowpiraiioo d* cci Cornoln i ' nation , m'^c 
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fiSI. Puisque les forces perdues par tous les 
pointe du ejiléme pendent le dorée de chaque 
instant doivent se faire continuellemeiil équili- 
bre (n" 350), si l'on applique h rci forces le prin- 
cipe des Titesses virtoelles, on obtiendra une for- 
nnle générale, de laquelle on pourra déduire, dans 
chaque cas , toutes les équations du mouvement, 
de même que Ton déduit toutes celles de Téquili- 
bre , de Téquation générale des vitesses virtuelles. 
Qnelqne nelnnlle qne paraieie cette oonilrinsieon 
du principe général de la Dynamique avec celui de 
l'équilibre, on ne l'a pas faite cependant h l'époque 
où le premier de ces deui principes a été connu , 
et quoique le leeond eAt été donné euperavent 
dnns toute sa généralité. Ce rapprochement des 
deux principes est dû h I,n grange, qui a réduit, 
par lii & on procédé uniforme les solutions de tous 
les pmblènies de Sécenique, on du nolnt te for* 
mation des pqtîntions diPTérentietles tlnnt ils rlé- 
pendeot. C'est ce procédé général que nous alluiis 
neintenant eiposer, en observant, toutefois, que 
l'ordre qui a été euivi dent ce Traité , où Ton e ré- 
Bohi ilirrrtcment les problèmes relatifs nui corps 
solides et aux corps Uexiblca , eu allant du plus 
•impie au plne oompoié , a paru plus propre h une 
élude approfondie de la Mécanique et è rooaeigne- 



ment de cette teienoe, que Ton m doit pas con» 

sidérer seulement sous un point if vu*» nhstrait Cl 
indépendant des circonslauces physiques. 

fiSt. Soientm,»', m", etc., leemaneedoepoinla 
du systémedont nous allons nous occuper. AttftOQt 
du temps!, rompté depuis l'originr mouvement, 
désignons par s, y, s, les trois coordonnées rectan- 
f nleiree de m , et par X , T, Z , loi eomponaloe do 

la force accélératrice appliquée à 00 point meté- 
riel, dirigées suivant les prolongement de j- , y, s, 
dans le sens positif. Convenons aussi de représen- 
ter per lee minée lettrée, evee des aeeena , lea 

quantités homologues qui répondent aux autres 
points m', m", etc. Les composantes suivant les di- 
rections de X, Y, Z, de la force perdue par ce point 
qudoonqne m pendant riatliBt feront 

par cunseqiieut, l'équilibre aura lieu dans le sys- 
tème , en supposant le point m sotUdté par o«a 
forces , et obsonn des autres points m', m", etc., 
par des force» semblables. Or, on formera l'équa- 
tion générale de cet équilibre , eu mettant dans 
l'équation (•} du n» S41, lea trois eempoianlee 
précédeolee k la plane do X , T, Z{ ce qui 
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hê tMioiM S l'élwMhai k tout 1m fieiato m/, 

m'', rtr , Ju système , i-t se composant, par cnnié- 
qoent, d'un nombre de parties égal «u aombra da 
et* pointt. 

Nous supposeront, connw dut le imniëro mlé, 

ijtie les Tmisons de ces pointe nuilériett Mfktospri- 
mées par les équations 

LssO, VssO, L»=Of de., (S) 

dana latqndlc* L , L\ L", «te.. Mai des fonoliims 

données des variables * , y, s , etc., ou d'une 
partie d'entre elles , qui peuvent aussi renfermer 
le tempe t expliciteoient. Si, par eiempie, le point m 
e»i utttjetti à dnnenrer enr «serarfece qui dnnge 
de forme graduellement, ou qui soit en mouve- 
ment dans l'espace, et que L = 0 représente Vé- 
qnatiefi de cette surface , L sera alors une fonction 
donnée de s, y, s, t. 

(1iinif|ne les forces dont l'rrjnntian fl) eiprime 
l'équilibre repondent à des quantités de mouve- 
ment perdues pendant la diurde dd temps (fl, et que 
pendant cet instant les positiom dea pointe «i, 
fn*', etc., rfinngent inCnioient j^t-u, on peut, néan- 
moins , supposer que cet équilibre a lien dans les 
potltiont que oea pointe occupent an boni do 
temps t, c'est-à-dire, que l'on peut faire abstrac- 
tion de leur '^)inn;;'omeTit de position pendant l'in- 
Btaoi <^ , qui ne saurait aiturer les quantités de 
moQTcment pefdaea pendant qa*il a^eiTeeloe, que 
d'un infiniment petit du second ordre, et les forces 
motrices correspondantes, que d'un infiniment 
petit dn premier ordre. Les déplacemens infiniment 
petite qoe anppof e le principe dea vileaiea Tirtuel- 
les, et qui sont exprimés, suivant les directions 
des coordonnées, par J^, fy, t», pour le point m, 
par ht'j iy', Is', pour le point m', etc., doivent doue 
alisfaite avseoiiditionada tfiléme, tollea qu'elles 
sont n In Ttii tîu temps t : yiar rnnsrqnent , il faudra 
que les équations (2) aient encore lieu quand on y 

+ y + 'y, « + + etc., 

k u pte«e de sr, y, s, etc., senefliife varier le 

temps I qu'elles pourraient rnrf(rnircx|)Iicit«neBti 
d'où l'on conclnt| comme dans le u» 341 , 



m. dl dl dL 

— — Jy + — 1^ -j- — te'4-ete.=0, 
dm ds ds» 

m.' dV éU dU 

— Ijr -f -I- - + — ly ^.««c. =0, 
dg dy de dt* 

dL" dl» rfl" dt" 

— /x-f — Xy-f — iz-f- — J»'+ete.=0, 
ds dg d* djc' 

etc. 



N(3) 



Au moyen de ces équations , on climincrn tl.ms 
le premier membre de l'équation (1) une partie dos 
quantités f s , l'y , etc., puis ou égalera ii zéro les 
eoefleiena de chacune dee quantités reitantea. Bn 
amplnymt , comme daua le n* Ma , U a^j^hode det 



(4) 



fimlenn luddleminéi, ea eata ccMidnit, de celle 
manièitt, an dqaatieae 

dl dV dL" 

m = «X + X — I- x' — J. X" 1- etc., 

df* d» d* dg 

d»y dL dV df 

m. \-k' l-x" \-ctc., 

dt* djf djf dy 

d> a dL dL' dL" 
m =aa -l-x — .f x'^ 4 x" + etc., 

dt* dx d% d» 

rf. dl dl' dl" 

m sm'X'+x _ + X' — + x" \- etc. , 

dt* dx' ds' d*' 

etc., 

dans lesquelles x , x', x", etc., sont des facteurs 
dont les valeura feront oonnaitre les forces prove- 
nant de la liaison dea p<^nte du ayttéme, et de la 

r<^'!islTii''f fie? «;iirf:if"^ fiit ilr*"» coitrl>e«! ^ur Icsquel* 
les ils peuvent être astreints à se mouvoir [aP 343). 

Les équations (2) et (4) seront toujours en même 
nombre que toutes les inconnues du problème , sa- 
voir : les quiinlites a , x', x", etc., en nombre égal 
à celui des équations (2), et les coordonnées des 
points m , m', m", etc., en nombre triple de celui de 
ccsmobiles, et égal au nombre de ces équations (4); 
elles suffiront donc pour déterminer, dans tous les 
cas , les valeurs de toutes ces inconnues en fonc- 
tion* du lempa. 

S33. Supposons que les forces d o p u ées qui agis- 
sent sur tous lei> points du système BU partogent OU 
deux L^roupes , de sorte qu'on ait 

X = P-|-U, Y^Q4-V, Z=R+W, 

x = i>'4.t', ï'=g'4-V', i' = R'4.W', 

etc. ; 

suppoaona auiai qn*eii soit parvenu à intérêt lea 
équatioua différentielles du problème , en afeal 
seulement égard «ut forces P, Q, R, P', Q', R', etc.; 
cl soient a, &, c, etc., les conatantes arbitraires qne 
renfermeront oea intégrales. On étendra celte sohi* 
lion aux forces i-omplètcs X, Y, Z, X', Y', Z', etc., 
au moyen âr !;i mt'thrnlc fondée sur la variation 
des constantes arbitraires, dont le principe a été 
espoté dana le n» 289. Les diffâentiellea dea quan- 
tités a, 6, c, etc., devenues variables, seront li- 
néaires par rapport à U , V, W, H', V, W, etc., et 
de la forme : 

da — \V -f BV + CW A' U -f. etc. , 
dft == A, U -I- B, V -I- C, W -f- A', U' -f- etc. , 
d»= A. ir B. V^. Ca W + A't + etc. , 
elo } 

A, 1, ele., éteni dea fonclieoa dea mênea incon- 
nues a , 6 , e, etc. Par là , les équations différen- 
tielles secondes du problème se trouveront cliangéea 
en un nombre double d'équations difTéreutielle* 
du premier ordre j mais eelle Irenafurmatiou aera 
principolemenl utile, lortque Ica forcea lecendal- 
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Mi Q , V, y/r^ V\ eta, Mnmt trt» pstilM pw np- 
p«rt nax forces primiliTcs P, Ç , R , P', etc. ; ce qxii 
permettra , dans une première approximation , de 
considérer comme conalantes les quantités a » & , 

«te., que reiir«nn«iit 1m eocfficiens A , B , etc., 
«t, «OttSéqueniment , de dt'dtiir'- tln^ formules prc- 
rèdentfi , pnr l'intégration immédiate ou par la 
méthode des quadratures , les parU«> tumblv d« 
CM tiiconiiiiM« 

Cest LnfTsnge qui n ainsi entendu à tous les pro- 
blèmes de la Hécaniqne la méthode de U Tarietion 
des constantes arbitraires , à laqodle il •▼•il i«- 
OMllé, •ulrefoii , la théorie des solutions particu- 
lières des c''qiinti()n<* (îifTt'reiitielles , et dont il avait 
aussi fait d'autres applications moins générales. 
Wm» il s'était borné h donner les esprcssions géné- 
ralMiles quantités U, V, W, V\ V, W, etc., en 
fondions liin'iùrcs dis (lifli'rpnlicl!» <: da ^ di , 
de, etc.; et il restait ù trouver les formule» inverses 
qui donnent dîraetmnent, dans le eas général , les 
ÀSereittielles des inconnui-s a, i, c , etc., en fonc- 
tions linéaires des forces U , V, W, < to., et à dé- 
montreri d'une manière directe et générale, les 
propriétés importantes éiKii Jouissent leurs coeA- 
oiens A , B , C , etc. C'est c« qui • été fait dans les 
mémoires que j'ai inséré» , snr ce «s"!''!. ''ans le lô' 
cahier du Journal de l'École Polytechnique, et 
daui le tooio 1«r des Mimviru de f JeodM'e dte 
ScitMU, et auxquels je me contente de renvover 
le lecteur, rurltiix de connaître cette théorie dans 
tous ses détails et les conséquences qu'on en a dé- 
duites. En appliquant saoeessiTentent les espvos- 
sions géuAwles de (2a , db,dc^ etc. , :<u prohlènne 
du mouvement d'un point matériel attiré vers un 
centre fixe suivant une fonction quelconque, et au 
^blèdie du mouvement d'un corps solide autour 
d*un point fixe, on oblictit les mêmes expressions 
pour les difTércntielles des constantes liomologues 
daos CCS doux problèmes , si dilTérens Vm de Tau- 
tv«; et par là les deux questions principale* de 
l'Astronomie, savoir, la détermination du mouve- 
ment des corps célestes, considérés comme des 
points matériels isolés, et la détarmiualioa du 
mottvemmt d« eus corps autour du leurs ountraa de 



gravité respectifs, se trouvent ramenéea am mê- 
mes formules et dépendre de In même analrse. 

634. 11 est évident que si Tune des équations (2) 
Oit BRU snitu dus autres, Tunedui quantité* a, a', 
X",«te., duvf» rester indéterminée, puisque alorî 
on pourra supprimer ou conserver arbitrairemeel 
cette équation superflue. Si a et h sont des oott< 
•tantes données, «t qn*on ait, par eiemple, 

L" = al -H bV, 

chacune des trois premières «îquations (2) n «jou- 
tera rien aux conditions cxpriuiées par les deux 
autfM, et, oonséqnannwut, Pnne doa trois i 



nues X, x', x'', devra rester iodétcrminuc. C'est 
effectivenicnt oe qui aura liaa ^ car si Ton (ait 

K + ua" = ,., a' + ix»=i#s«. 

ces trois inconnues se réduiront, dans les équa- 
tions (4), aux deus ({uaBtités #» «l jk', qui pourront 
seules ëlru déterminées un moyen de ces équations, 
et dont on pourra seulement déduire les taleui* 
de deux des trois quantités x, x', x". 

Si le point matériel m est assujetti i rester à dts 
distances constantes et données de trois pointsfîtcs 

A', A ' (Hl;. n:Oi sa position sera complètement 
déterminée^ ses coordonnées auront doue des va* 
leurs constantes; et les trois pramiérea équi< 
tiens (4) se réduironl à des équations d'équilibre, 
qui détermineront les tensions des fiU As», A'm, 
A"jn , par lesquels le mobile m Mm attacbé au 
trois points fixes. SI co point matériel est aMujeHî 
k dfTuriirrr 5 une distance constante d'un qua- 
trième point iîxe A l'une des quatre distances 



Àffl , A m , A"m, A'"m , sera détenainée d'après ks 
trois autres; Tune des quatre couditions données 
élaiH nin^i intc suite de trois d'entre elles , la ten- 
sion de l'un des quatre fils Am, A m, A"«, A"'ai| 
de meu rer a Indéterminée, d'après co qu'on vieut 
de dire , et conformément èc« qu'on avait dit déjà 
dans le 292. Appelons, en effet, /, F', 
les quatre distances données; désignoui» par a, 
b, c.lcstreiscoordoiméeade A, par a',6', c',< 
dttA', ete»}! 



L 
V 
1.' 



= [/{X - ay + (y - b)- +(,_«)• -.1=0, 



\/{, - -f (y - 6")' -H (s - c' 



+ (* - c')» - f =0, 

— r — 0, 

— — 0, 



L"' = \/{x - o'"}» + (y - + (» - <^ 
p>»iir les é<|iiHtioiis (:!) \ cl si l'on représente ]iar • i >t valeurs constantes do « , y , a , qui salis- 
fuitt il ces quatre équations, on aura 



mY 



- «) 



(C - 



+ 
+ 



- o') 
5 1- - 



(C - i'} 



- + — 



(C - A") 



fir 



> - C) . ^' (> - »') . 



" {y - 



= 0, 
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ponr Ut» équation» (4), qui lai»6«roni laiiéterminée 
Vuat des quatre quantités K , k', a'', x'", lesquelles 
•ont, coniflM on l'a dit dans le a* S46, l« teniUMM 
des fil» Afn , A'in , A''m , A'''wi. Maïs , quelque peu 
Mteosibles que soient ces fils , si Ton a é^srdà 
oalto ctiomMtafic« physique , le puiut matérial m 
famdepetitas vibrations, qui seront eonpléte- 
meot df^t^rminf^f^ , oinsi qtw los t«rMMiuB des 
quatre fils, à chaque instant. 

4iSi.Vowl«fsir«voir, supposons , pour is«r les 
idées, qatk lÎMce qui egit sur le point es sottie 
prsnntoiir, qne nous représenterons par y. En pre- 
nant l'iue des a Tcrticsl et dirigé' dsos le sens de 
Mtieferoe, ses trois oonposenies seront XsO, 
T sO, Zsf. Appelons « , i", i'", le* esie»- 
sionsqoe les qii«trf fil"» /, / , f t". («uroMveraicnt 
si le poiiU eLait suspendu verticuiemcut à leur 
e«titetlé IsHrienre { soient f, f, t**, le» 



Au bout du Iciups t , soient aussi 
» = • + y = C + e, « = ^4.1») 
«, y, étant les néoMS oenslantes que pré«édedi> 



tensions de ces luéines iîls au bout du temps t ^ 
pendant le mottrement j leurs tensions an 
tnnuit pour voleurs (n* t6S) 

gmi fmf smt" amT 



Le moliilr m n l'-tant plus ossujetti à demetirer à des 
distances coutlantesde A, A', A", A'", ou devra 
suppriner les ternes des équations (4) , qni ont 
, x', J^**, a"', pour facteurs , et ^ui provenaient de 
ces conditions ; mais , li'iiii autre côté, il f^udru 
joindre su poids de ce point matériel les quatre 
foreee précédentes, dirigées de ss vers A, deei 
▼ers A', de m vers A'', de si vers A " j ce qui re> 
vient à substituer , dan* les l'-qnutions (41 , les va- 
leurs précédentes de L , L', L', L , eu j iaisaiit, 



ment, et «, v, iv, des variable» Itvs petites, dont 
nous négli|{erous les carrés et les produits; il en 



i 



r =1 ((—."j "H. 



et, relativement à ces 



Uf «, le, les équations (4) seront Itiiésiras, et se réduiront i 



. „| C> — c 
ST+^L— 



+ iTS + 



1"." 



]■ 
]- 
]- 



Leurs intégrales s'obticnJrotil par les rci^lrs ordi- 
naires; elles renfermeront six constantes urbilrai- 
rss, qne Pon déteresinere de msnière qa*k l'ori» 
gine du mouvement les fils As», A'm, A"m, A'"», 
aient leurs longueurs naturelles /, l", P \ et que 
la vitesse initiale de msoitséro, uVst-ii-Uire, de 

dn de ditf 

manièie qoo les sis quantités«, •,«',—,—,—, 

tlt di dt 

seîentsulles quand <=0. Cela Tdit , ce» intégrales 



feront ronnaitre, h un instant quclrnnrjuM , Ir^ r i- 
ieursdoti,9, «>,oula position du point m j et les 
estensionsf , ^, ^tf", des quatre fils, siosi que 
leurs tensi<i(i<i au mémo instant , seront oussi dé- 
terminées. 1.1 même analyse peut racilcmcnt s'é- 
tendre au cas où le point m serait retenu par cinq 
OU un plus grand nombra de fils ettsebés k des 
points fixes. 

Si l'on «uppo^f nulles les quantités u , r , U' , et 
qu'on supprime, en conséquence, les premiers 
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Irrn-if; rîrs Crois dcniH-res des tepl équations pré- 
cétleiiteH. Ici valeurs de u, r, w, f, f*, f", qu'on 
dédttÏM de ces sept équations , répondront à l'étet 
d'ëquiUlir» du poids de m «k de* quatre fiU de 
laspension. 

fi3d. Root avons eipliqué, dans le n* SA3, cora- 
ment le principe de D'Alenbert o eoni lieu deiis 

le cas d'an changement brusqnc de viies<>e, résuU 
tant de ce que t\n forces qu'on nomme impuUions 
ou ptrcus*ii>H* , agissent sur les mobiles btcc de 
grande* inteneildif pendent des intervelles de 
temps citrëmemcnt ytrtits , et leur impriment des 
vitesses qui peuvent être très grandes | sans que 
les points de ces cor^is soient dépiseéi sensible- 
nwnt. L*éqvstion fournie par la combinaison de ce 
principe avec celui des vitcs^rs virtuelles, •'appli- 
quera donc également k ces sortes de cas. Ainsi, 
snppeoons que des forces de ee genre soient sppli- 
qaée* simnltandmsnt et» peint* matériels m , m', 
m", etc. , du système que nous considérous. Dé- 
signons par A, B, C, les vitesses données et paral- 
lètes enx axes des coordonnées , que ces forées 
imprimeraient au point nis'*!! teil libre , et par a , 
hf e, If-s vitesses inconnues qu'il prendra réelle- 
ment, suivant ces méuies tlireciions. Appelons 
A', B', C, a\ b\ c\ les qusntités homolognes rela- 
tivement eu peint m' ; A", B'', C", a'\ b", c", celles 
<]ui répondent au point m" ; etc. , Les quantités de 
mouvement perdues suivant les directions des 
ooerdonnées seront 

m(A-o), «1(3-6), «(C-c), 

pour le point m , et de même peur Ions les entres ; 
per conséquent , si l'on applique k ce systime de 
forces TéqÎMtion (s) du n» 841, en enn 

Xsi((A-«)*r+(B-*)ly+(C-e)**]=Oi(») 

la somme X s*élendant k tons les points du sys^ 
tème, et AS| Ijjf 1 l'a t étant les accroisseroens qu'on 
attribue aux coordonnées du point quelconque m. 

Si les liaisons des points du syslèiue sont iou- 
Joun esprîmées par les équstions (9), il faudra que 
Xr, ly, Xs, et les accroissemens lx\ ly\ is', 
tx'\ etc. , des coordonnées des nutres points u»', 
m' , ctc.,B«tisrassent aux équations (3) ; ou moyen do 
ces éqnetions , on éliminera done de la formule (6) 
une partie des quantités Ix , iy, etc. ; puis on 
égalera à séro les coefficient des quantités res- 
tantes. En employant , comme plus hsot , la mé« 
thede des feeteun indéterminés, lenra valencs 
feront connaîtro tes percussions qn'éprotiveront les 
liens niutcriels des points du système, par l'ellet 
«l'un chaiigttmcnt brusque de vitesse , et les per- 
cussions nornisles ans surfaces ou eus courbes sur 
lesquelles rt-s ]i'>iiits sont astreints h se mouvoir. 

637. Loibqu ou voudra appliquer l'équation (5) 
k un changement brusque de vitesse produit par 
le choc des corps du système entre eus , ou contre 
f!çn (il)^r;trie<> Tixcs, il y aurs plusicufs obsctvationa 
importantes à faire. 



Soient ^ cl }V ffi;'. 114) deux de ces corps solides, 
K leur point de contact , UEM! la normale com- 
mune k leurs surliieet en ce point, les déplM«> 
mens des différens points de ces mobiles pendant 
toiiff» lîî «fitrt'e dn r>i(t", v(ntit re-^'urdés comme in- 
seusihlts, 1 équilibre des quantités de mouvMMnt 
perdues peut se rappeifer à tel instant qu*ou vou- 
dra de cette durée (n« S89) ; en sorte qu'ayant pris 
pour A , B , C , les composantes de In vitesse d'un 
point quelconque au comuiencemciil du choc, on 
peut prendra, en mtoe temps, pour a, A, c, les 
composantes de sa vitesse à un instant quelconque 
de ce phénomène ; et les vitesses de tous les points 
du système, qui varient très rapidement pendant 
oelie durée, devront toiq{onn setisfiûre anxcen- 
riitinns dr rç-t t-qtiiltbre. Mais pour quc ces condi- 
tions soient exprimées par l'équation des vttessa 
virtuelles, il fout que les déplaoemens infiniment 
petits qu'on ettiibue ans puants du système, soient 
coFTipntiblps nvfc sa nature et aver la disposition 
relative de ses parties à l'iostant que l'on consi- 
déra i et, de plus , il est néoeesaire que la mime 
chose eit lieu à l'égard des déplecnmnns directe- 
ment rntitrairea 331). in ^i , par exemple, si 
uo point matériel en équilibre est posé sur la snr- 
fsce d'un corps solide , contra lequel il s'eppuie , 
ce point peut se mouvoir en tons sens eur le plan 
tancent à cette surface , et dans un sens seulement 
sur la normale. Cela étant, l'équation des vitesses 
virtuelles a lieu pour tons les d^lecemens tangen* 
tiels, parce que les déplacemens opposés sont éga- 
lement possibles ; mais elle ne subsiste pas poor le 
déplacement normal, à cause de riuipossibiUte du 
déplacement contraire. 

Il résulte de celte observation que si l'on vent 
appliquer l'équation (6) à une époque déterminée 
de Id durée du choc, et que /« et t^' soient, à cet 
instant, les points melérielsde 1 etl* qui répeu» 
dent au point de contact K , on pourra attribuer è 
fi et ;u' des déplacemens infiniment petits, tout-i- 
fait arbitraires et indépeadsnsronderautre,sni> 
vent h) plan tangent en K ; mais les déplacemens 
deju cl fi' sniv.tnt !a normale, devront Alrt» r tuit 
et dirigés suivant la même partie KU ou kU' de 
cette droite; eer a'ib éUdflflt inégaux, on qu'ils 
n'eussent pos lieu dans un mdme sens , ces dépia- 

ceraeus ou les dcpliicmim'; mnti lires des points 
/jt. et (a\ seraient impossibles , et l'équation [6) ne 
leur serait point applicable. C'est faute d'avoir 
fsit attention à cette condition essentielle, que 
quelques auteoffs out mal interprété l'équation 

dont il s'tt&it. 
Si un trmsiéme corps solide M" touche l'en 

point K', où la normale commune à leurs surfaces 
est lit droite LK'L', et que m' et m" soient les points 
matériels de H' et M ' qui répondront à K , ii l'in- 
stant que l*on considère pendant le durée du dioc, 

il fiiudra aussi que les déphcemens infiniflicnt 
petits, attribués à m' et w» ' «-.livont <•< tle normale, 
soient égaux et de même sens dans i cquaiiou i^ùj, 
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d de même pear loa» les pointe é» eentactdee 

corps du sv<;t('mf , lorsque pliTsijMirs d'pntreeux 
lienoent te choquer •imultaneueiit. Dans le cas 
do cboe^m deœi ceirpe eonite «n ellMe^Bxc , 
le déplacement nonnel da point de eoolMit devra 
ftre «lupposê nul, pnisqtt^il M «était pat poMiblo 
d«us le sens opposé. 

aS8w Qtrand le* dens mobitw M et l' glineroDt 
Tun sur Tautre pendant la durée du choc, il faudra 
avoir égard, dans IVqiintion (5), ou frotteniPiU qui 
en résultera , et qui pourra être très considérable , 
nomme on V» dit dent le n* S6$. 

Le qnentîtd de mouvement infiniment petite que 
cette force enlèvera, pmclant chaque instant, aux 
deux mobiles H et H', eu sens contraire des vi- 
teatct des pointe molériélt #» el m' ^oi répondent 
au point de contact K, sera proportion tirllr h rrllp 
qui- aura communiquée à M' suivoul kll', ou M' 
à M suivant kU , |K:ndant le même instant. Donc, 
en tnppotant que te frottement eonaerve te même 
d'ireclioii, pour chaque mobile, pendant toute la 
durée du cboc, et qu'on représente par U la quan» 
ttté finie de meafemeoteoramnniqude par nn mo- 
Inle k l*eolye, laivant lea parties Kn ou KH' de la 
necmete} pendant celte même durée, le frottement 
total povm être représenté par i / éteat un 
coeAetent qni ne dépendre qne de le nature de« 
deui eorpe prit de leur point de eontect. Cette 
force de>r.T f'-tre appliquée à M en sens contraire 
du glissement de et à 11' en sens cotitraire du 
gliieement de n*. En «upponnt doue que cet mon* 
vemens aient lieu suivant les deux parties KF et 
&r d'une tangente fVJf' aux deux mobiles, et 
qu'on représente pr p et j/ les projections sur 
cette droite, des déplacement infiniment petite 
attrîlNi^ , dans rdquatieu (8) , eat pointe #» et /t't 



pour le terme qu'il faudra ajouter au premier 
membre de cette équation , à raison du frottement 
qne mus contidénmt ; le quentîté p est positive 
on uégûtito , selon que celte projet tin ri tombera 
sur la direction kF do nouveoieut lie f* ou sur 
ton prolongemeut KF', et de mime la projection 
ji'eere potitive on négative « tnivant qu'elle tom- 

bcrn sur RF' ou sur K.F. 

On Ml t [ ifhura de sembiobles termes daos l'équa- 
tion (ô) , jjour toot les points dont letquete dens 
des corps du système viendront se eliaquer. La 



considération de ces termes est nëcetsaire dans le 

pratique; Pciem|ile du n<> 47R <;TifTi( pour montrer 
riiifluence que ces termes , ou les frottement dont 
ils proviennent , peuvent avoir sur les penmssions ; 
mais on en fait ebttraetion lorsqu'il s'agit des 
théorrmoî ç'pnprniix sur le choc Jf^ rorpi ; et, 
dans la suite, nous les supposerons nuls ou insen* 
tibles. 

On néglige aussi les quantités de mouvement 
produites par le poids des mobiles pendant la du- 
rée du cboc, attendu que ces quaotttét sont pro> 
portionndies k cette durée « et , cmuéquemmenft « 
insensibles. Quant aux quantités de mouvement 
produites par les attractions molérulnirps qui se 
développent pendant le choc, soit d un corps à un 
eutee, quend le dîttenre de leur surface est deve- 
nue insensible, soit dans l'intérieur de chaque 
corps , à raison des compressions on dilatations 
qu'il éprouve, on eu a déjà tenu compte daos l'é- 
qoetion (5), et leuri c o mp o s a ntes tofales sont 
précisf'mrTit qii;in(t{»is qui oot été reprc'spntpct 
par mA , mB , niL , pour le point quelconque m. 

OM. Lorsqu'un système de pointe matérteb est 
entièrement libre dont l'espace « de sorte que les 
eqii tifiiis (a) qui exprimant Imr liaison , ne con- 
tiennent que les distances tiiuiueltes de ces pointe, 
dont aucun n*ett suppo&é fuc , ou assujetti k de- 
meurer tur une surface ou sur une courbe donnée, 
on peut décomposer le mouvement d'un tel sys- 
tème dans l'espace , comme nous l'avons fait pré- 
cédemment pour nn eorpe solide entière m ent 
libre (n^ 433), en deux mouvemeus plus sîssples t 
l'un de translation , romrann à tons les points du 
système, et qui sera celui de son centre de gravité; 
rentre de rotation entour de ce centre, llous allons 
déduire successivement delà formule (t) tes équa- 
tions différentielles ilc ces deux niniiTeniens. 

D'après la nature du syslèiue , il est évident 
qn*on peut déphcer à te fois tout tm pointe d^une 
même quantité, suivant une même direction quel- 
conque. Supposons que «, C, y, expriment les pro- 
jections de ce déplacement commun sur les trois 
aies des coordonnées; en aura alors 



mXm f X 



0 



* =: /j = /x' = Ij 
C = *y = = h"y 
y = a = /s' = 

réquatton (t) deviendra donc 



etc., 
ete.î 



:) = o. 



et comme les trois quantités», C, y, sont indépcniîaiilcs cutie ellts, cette équation te 
en ctlles-ci : * 



2m 



d«s 



df> 



(8) 



aura 



Or, si l'on eppelle sr. , , si , les troit < 
données du centre de gravité du t|ttème, m I st Sms2mjr, y, Xm=iwif, *» i«=ï«a. 
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d* 3i 



c/i c 
ïm -T — ; 



=s SmT, 




S» = SmZ, {9} 



pour lot équalioas 4Mliiraiiliall«B du noaveneiii 

do centre do granité, qui sera le mnnvfment tle 
translation du lyatéme. Elles montrent que le 
centre de gravité d« tout lyttime cntiAMBrot 
tifan,crtleBiliM qao û In niMiei tout !«■ 
mobiles y étaient réunir? , pt qrîf le^irs forces mo- 
trices y fussent transportées parallèlement à leurs 
directions, oooiM ta !• CM d*DG Mul «orpt 

Si, parmi les points «, «i^, mf>, ntc. , il j en avait 
qui fussent nssnjetti? B se moHToir sur des surfaces 
données, les équations (d) et (?) pourraient encore 
«Aiitter, en joignant «us feiMt donnéat, d*aiitran 
faraw incnttnues en grandeur, perpendicnluiru» à 
ceu surfaces , et qui eiprimeraieiit leurs réiistan- 
ces j ce qui permettrait ensuite de faire abstraction 
dat fuliMea donnécit «t da eansidéiar las pointa 
M, wf^ ete. , eoauM «ppnlmii à m lyatèma 
antiéreraent libre. 

R40. La nature d'un tel système permet aussi de 
faire tourner à la foi* toQS sat point* «tttaiird*tin 
nèna aie, aft dTnna ailna quantité aogubîra , de 
manière que leurs distanrcï. mT>tuelIe9 ne vnri<>nt 
pas. Supposons que cette droite passe par l'origmc 
des coordonnées. Soient x , m i ' i angles que 



Déplus, l'axe de rotatiou passant par Corizine 
onées , la quantité «* + Sf» + «* ne va- 
riera pas pendant le déplacement de ot; an ausn 



ot Ton tira tant dtffioulté, da cas daus danidrei 
équations, 



= (y e«* * — « cos /«) • , 
îy = (* ces » — « roj *) «, 
tx = (s eos #» — f cos f) »i 



fait sa diMotion aibittsiia avac las asa* des y , 
a } si nous' Cwsons pour un momant 

l^s* 4- ly> + Ai* = M , 

las aosinns des angtasqne fiiit la direction du dé- 
phcamant da m, avae des paiallèlcs mix trois 

X* iy Si 

aies, mandas par ea paînl, saront — , — , — ; et 

h h h 

comme cette direction est comprise dans un plan 
pcrpendioulaira k 'l'axa de rotation , il faudra 
qn^aoait 

>a if ts 

— cot»«l><— ^oatja + — oesrasO. 

k h k 



«n radenr inddtcminé. On ania de 

Its' =s ^' «es oea m) 

Xy' = («* nos r — s* eos 1^) 1^, ' 

is' = {«' cos ^ — y' cos ») «* 

étant aussi un facteur indélcrminé qui devra être 
égal à t, pour que le niouveuient de rotation soit le 
même pour «et pour m', et queladiitamse de ces 
deux pointa ne varie pas. Eu effet , le carré de cette 
disUnce étant («—«')» + (y — jf*)* + (» — •']• » 
et les formules précédentes rendant d^ omstantaa 
las deux parties** + f» + ** + f + 
de cette quartiti- , il faut que la variation de «•* + 
yy) ^ M*' soit aussi nulle} d'oùU résulte 



oubian , eu mettant pour te , Ik*, ele., leuis ea- 
lenrs, 

[(jp'y — y'x) cos r (s'« — #**) 600 #1 

+ Cy's-.'y)cosx](.-.') = 0; 

équation qui ne ]>eut subsister pour tous les point» 
du système, qu'autant qu'on aurais a. 
Je suhatUno las formules (8) à la place de t», 

Iy, l», dans l'équation (!). ïn obscrrant qae t 
eos Â, cos cos », sont des quaulilés commune» » 
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tous les poiuU du tystème, il 



[■(ï-)-(--O] 
[.(îf-)-fe'-)]= 



4* • cof xZm 



et à cause que les coeflicieas des sommes 2 sont 
Iffois qaulitéi tmUpaiidaiitet «a(r« «llet»€att« 
^^■■lMiDMd<ooiupMinciitraMt«lf«t« mi 

*•(" ^* - »^ - *" - 



2» 



lesquelles équations seront colles du mouvement 
de rotation d'un système entièrement libre, autour 
d*irapoialfis0qu*oo peut prendre arbitrairement, et 
où l'on plarern Torigifle des COOrdonnf*r'5. Cr? éqna- 
tious iubsisterunt encore, lorsque tous les- points 
M , m', m", etc., on une pwtie dTmtrt en, seront 
UM^eltitè mûr à des diatenmi doooées de cette 
orit^inf? , puisque les Talenrs de ^x , t»', etc., dont 
ou a fait usage , satisfont à cette condition. 

ii le tflUm» se rédnit à UB uni point , le moo- 
«emtnt de rotation ne se distinguera pas dtt mou- 
vement de (ran<;lation} les ëqtintions (9] ne seront 
effectiTemcotqu'aaecombiDaison deséqoations(6j; 
ei Pea ^i, de jim , qne ohaenne d'ellei aéra me 
«aite des deux autres; car en supposant que le sys- 
tème se réduite au point m , et ajoutont les équa- 
tions (â) après les avoir multipliées par s , y, s:, U 
M fénihere «ae équation idenliqae. 

Au lieu défaire tourner le syslème uulonr r^'nn 
axe quelconque , pour obtenir à la fois les trois 
équations (9), on obtiendrait plus simplement cba- 
enoo d*ellM , en liiiMBt coïncider cette droite , 

rommc dans le n" ^40, nxrr l'un des nxr^ tiçî coor- 
données j mais le calcul précédent a Tavantago de 



l 



montrer que la considération d'un raouveoient au- 
lonr d*au ete quckwuqae ne peut deaner que hf 
trois éqvetiene (9)^ de même que la considération 
d'iin mouvement parnl l(;le h un axe quelconque ne 
peut donner que les trois équations (6). 

m y • , dam le eyeltee , un aie fixe , et qu'on 
le prenne pour celui des s , p^r eiemplt- , la pre- 
mière équation (9) subsistera seule, et sera celle 
du mouvement de rotation antnttt d*nn axe flati 
conme dent le caa dNm eoipi lelide (n^ S91). 

641. Dans le cas d*ufi sytf^m*' enJi'frement libre, 
où les équations (6) et (9) ont lieu simultanément, 
transportent l'erigina dèa eooedomiéea au peint du 
système dont les èoerdonliées variables seront re- 
pn-^ientées par Ji , y, , , relativement à la pre- 
mière origine i et faisons, pour cela , 

s = + sr = y« + yi» » = 

+ m,', f» =f . a' = a» + »/. 

etc. ; 

en sorte que se,, y„ x/, y/, »/, etc., soient les 
coordonnées de m , etc., rapportées k 1* nou- 
velle erigiae. U pmaldte éqmtien (0) pown d*a- 
bevda'éerifaainai 

les termes multipliés parai et y» se détruisent, en 
wtu de* deux p fea ié tee Uquatiens (6) ; eteaaélie» 
vaut la substitution des valeurs précédentes de 
x\ etc. , dans la partie Mitante du preoiier mem- 
bre , ou aura 



d» *i / d» y, à» s\ 



= Sm (a,Y - y,X), 



quelle que loid'on^utc 
Bail ii ce peint est la centre de gravité du 
tdaM, lastamaMa 3aW| et 3kiy, earent nuUef 



oéet. t 

sys- I 
ipar \ 



nmltipliéepar et -=-, 
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dUpualtroDt encore coniM ceux qui •nient #i cl 
ft fWU fbeleim ; ce qui simplifiera Téquation pré- 

céifu^p. Fnf iiç-ïiit des rédiii~tinnf ';f*mblablniar 
les deux autres éqiutioiu (9), nous auroot 

powle* traie é|iietIont«lttflMKiveiMnt derotetion 

du système autour de son centre de gravUtV T!n 1rs 
compnrant eux équations (9), on "voit que ce mou> 
vemeot sera le même que si le centre de gratité 
était um point 6s« , et qm Ici foroee donnéae , qui 
n[:i5senl sur tous If^ [inin's rlu ^v?trmr , rif fussent 
pas changées; propriété qui n'appartient qu'au 
centre de gravité , et que noue evions d^è trouvée 
(n" 438) éent la «a* dH|n oorpa tolîde aatièiameot 
libre. 

64S. Si 1 on donne ous quantités lie, If, etc., que 
renfarae PéqmtkNi (9), Ici méam Talaiin que 
dana la »* 639, on en déduira 

SMaSéO, Su» «M, Sens: 2mC| (tl) 

eeqvi montre que daneTeiofaenfemeitt brusques 

de vitesse , la somme des quantités de mouvement 
de tous les points d'un sv«t('>m<« entièrement libre 
demeure la roème, paraltclementà chaque nie des 
ooordoiinéM , at , par oonaéquent , inivent «no di- 
rection quelconque. Il en résulte aussi que la ;;rnn- 
deur et la direction de la vitesse du centre de gra- 
vité ne cbengent pas nou plus ; car les composantes 
da eatto vitaeia , avant at après la efaenuamont 
brusque, «ont 1rs deux membres de chacune des 
équations (11), divisés par la masse totale Im. 
Ainsi, dans le chue de deux au d*un plus i;rand 
nombre do oorps , de natnro at do forme quelcon- 
ques, 1i vitesse de leur centre de praviti- rt la 
qoentité totale do mouvement suivant cliHque di- 
Tootion , n^éproMoat Jamais aucun chongeniant, 
comme nous Tavons déjà vn dans un ca% particu- 
lier {n* 3«4). 

Si a , i| 0, a', b\ c\ elc. , sont te» cumpusmtes 
des vitesses inHialcs de m, m', etc., et A , B, C , 
A\V, C, etc., les composantes des vitesses qui 
leur seraient imprimées d^inc mnniôrc quelconque 
ik l'origine du mouvement , si ces points matériels 
étaient isolés , on aura 

^^Sbi = Shui,-^ XnssSaift,'^XM=S«ie, 

et , par couséquenl , 

dtft ds, 
dt dt ' dt 



pour < 8=0$ équations qui fsront oomaHrc lai 

composantes de la vitesse initiale du centre de gra- 
vité , d'après les vitesses données A , A', etc. , ou 
seulement d'après la somme totale des quantités de 
mouvomant oommuniquéos ou STStèmo paiattèln- 

mentaux trois axes des coordonnées. 

Je mets encore dans iVquation (6) les formu- 
les (8) à la place de 1», ly. ts , ni j'en ooncittS 

Zim («-ô — ya) = Xm yxB — yA) , j 
2« (sa ~ «e) s Sei («A » sC) , > (U) 
Sm(ye ~a»)s=S«i(yC-> al}» ) 

ce qni feit voir que, dans las dungemens brusquas 

du vitesse, les momens des quantités de mouve- 
ment de tous les points d'un «yçtt-me entièrement 
libre restent les mêmes, pur rapport à uu axe quel- 
conque i tbéorêmo qni subsiste encore , lorsque la 
aystèmo ranhrme un ou plusieurs points fixes , 
pourvu que ces points apparticnnant à Taxa des 
momens. 

In supposant qna eas équationa (tft) i^pandant 
à Parigino du nmvvemant, d« iorte qa*a« ait 



dx dy d» 




pour 1=0, eteo trsnsportaot, ooasate dans le ■»> 
méro précédent, l'origine des coofdMMéet an COU- 

trede j;ravitédH système, qu'on «oppose entière- 
ment libre, on chanijera ces équations en celle^i : 

. djf, dsn 
Sm (s, », — 1 = Sm i>,B — ff,K), 

\ dt d»^ 

\ dt èi' 
dt dt' 

dans lesquelles x„ y,, «j son» 1fi roordonnce* du 
point quelconque M, relativenient à \a uouvelie 
origine. Ces équations seront eclka du mouvemonl 
initial du système autour de son centre de gravité ; 
et comme elles ne renferment pas les composantes 
de la vitesse de ce point , il s'ensuit que ce mouve- 
ment de rotation tara le mémo que ai la centra da 
grsfité éUit un point fixe, et que les vitesses doa- 
néesA,A', etc , qui sont comprises dans les se 
couds membres , ne fussent pus changées \ résultat 
conforma k celui que nous avons déjà trouvé, 
d'une autre manière , pour le cas d*un corps solide 
(n"438). 

543. Kous ferons remarquer que les équations (11) 
et (12) peuvent sa déduira des équations (ê) et (9), 
en supposant, dans celles-ci, que m\ , mY, «Z, 
m'X', m'Y', m'Z', etc. , soient les composantes do 
forces motrice» agissant sur les points m, fa', elc., 
e vae nno grande intensité , et tnseeptibles de pra* 
dttiie pendant un tris court intevvallo de tenfis, que 
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Boofl rapréscatoMMU par I, des quantilds d* 
vement données mA, mB, mC, «M^A', «fV, fN^C, «le> 
la effet , d'aprèi eda , on «im 

«i files poinU da système sont en repos au com- 
roencemeot du temps (, et que tt,h, e,a\l',c\ cir. , 
•oient les composantes de leurs vitesses à la fui de 
Ml interrellA de tempe , on eore ausi 

pour le point i|uelcoDqtte ». 

Or, eo mnlIîpUeiit le première ëqnetien (6) 
per dt , et intégrant ensuite ses dent membres de- 
paâe <= 0 Joaqu'à Issl, on ■ 

ce qui coïncide, d*après ce qui précède, avec la pre* 
mière éf;ttt!tion ( 1 1) ; et de mèmeponr le* denxaif 
txes équations (6) et (11). 
Déplu d Ton fait •batreetlon dee d^pleoemens 

des points m, m', nt'', etc., pendant le temps t, et 
que l'on considère, en conséquence, leurs coordon> 
nées comme constantes pendant l'actton des forces 



U ▼lteM« abaoliM da poial K aère deoe 



id» s 



oe qui n^est autre chose que la première éqoa- 
lien (12), en varia dea suppositions prdeédeatee; 
et Ton conclura de même les deux autres équa- 
tions (12) àrs deux dernières (équations (9). 

644. Les accroisseoicns des coordonnées dont on 
• ISiil naaga dene le n* 540, eappeeent que les dis- 
tances des points du système entre cui et à l'ori- 
gine des coordonnées, sont invariables ; leurs ex- 
pressions, divisées par dt^ doivent donc coïncider 
afoe lea coia|MMaiilea de le vUcaae, relativea eux 
ëlpmfn? d'un rnrps solide, tournant nutour d'un 
point fixej ce quM ne sera pas inutile de vérifier. 

ii soient Ojr, Oy, Os (6g 1 16), tes aies dee 
1, et 01 feie qni répond ans eoglee a, 
iu, », du n» B40, autour Hiiqur! on fait tourner le 
ayttéme d'une quantité infiniment petite. Dans ce 
: , les pointa da ayetime décrivent des 
i de cercle semblables, et ont tous la même vi- 
tesse angulaire; pour la t onnaîtrc, il suffira de dé- 
terminer celle d'un point IL, qui se trouvait, par 
exemple , sor Teie Oa eu oommenoement de Tin- 
alant dt. Or, pour ce point , oiiB #sOetys^; ce 
qui réduit les formules (8) è 

tosâsceo^i ly = — sieofx, lassO^ 



tx* + lyt 1x1 ^ XI tin i 



h eeuM de eoas x -f- cos* f» eot* ras 1. 8« dia 
teooe à rmao 01 eat a ain r ; par oonaéqaant, on 



— pour sa vileaaa angulaire, qui sera celle de tout 

dt 

le système. 

En la représentant par «, on aura donc i = «dl, 
al al reniait 

«i0oax=rp, «oMissf, «aoatsr, 

les formules (8) devicudront 

ts Itf i* 

4t 4t ét 

résultats qui coïncident avec ceux du n° 408, en 
prenant dans ceux-ci, les directions des axes nao- 
biles Ojtj, Oy^, Os,, à l'instant que l'on considère, 
pour celles des axea fixée et arbitraires 0«, Oy, Oa. 

On peut TcmarquT quç si le plan m') - di-crit 
d'abord un angle rdi autour de l'axe Os, et que le 
mouvement elt lieu de Om vers Oy, ou dans la 
iodîqnd par la flèolM oa aura lea i 
des coordonnée*; -r , v, s, du point m, en faisant 
ji = 0 et 9 = 0 duns les valeurs de to, Jy, i« ; per 
eonséquent , ses troia eoordoanéca deviendront 

X — yriii , y 4" * *■ 

Après ce premipr monvement , si le plan mOy dé* 
crit un angle qdt autour de Taxe Oy, et en allant de 
1^*0 Os vere Peao Or, les aocf^anana dee ooor> 

donnérs rlc m s'obtiendront en rjUnnt nt r— -0 

dans les valeurs de #x, ty, l'a, et y mettant ensuite 
les troia coordonnées précédentes à la place de s, 
y, s ; d'où il résulte qu^aprèaoaaaaond nouvanMOt 
les ooordoontfea du pointai aeronl 

'-f«» + ««*. » + a-(#-.y»*)<*î 

et la troisième se réduira è « — J^çdt, en néglijjeant 
rinflniment petit du aeeond ordra. Knflo , aprée la 
second mouTcment, si te plan mOx décrit un angle 
pdt autour de l'axe Ox, et en allant de l'axe Oy vers 
Taxe Oa, on trouvera, en négligeant les infinimens 
petila du aeeond ordre , 

* + y + («r — sp)*, s + {yp—xq)di, 

pour les trois coordonnées du point m, h la fin du 
troisième mouvement, qui étaient primitivement 

*. y, »♦ 

(hi conclut de là que si un point ■ tourne ano« 
ccssivcmenl autour de trois mes r^Ttnnçulaires , 
avec des vitesses angulaires p, q, r, et pendant des 
iostana éf^aui, aen déplacement final aara la aitaie 
que s'il eût tourné pendant un de res instans avec 
une vitesse angulaire «i autour d'un seul axa, fai» 
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•Tio le« trois pi 

P 9 r 
•ont —, — , — . Cette 



les coordoonéet des mobiles en fonctionf du temp». 
Des phénomènes très nombretix et très vorlés dé- 
pendent lie ces petits mouteoustia usciiUtoires, 
doot MU dloiis OMinteiiMit foife coimatlre Im t«M 

Soient j le nonibri> «If*; mobilo^m, m", m", etc., 
et r le nombre des équation» {2) du a» ô32| ifû 
primflBl Itt CMiditioi» du tpiième. Le nombre im 
coortinnnt-ei de ces points matériels scni9s,e(fî 
ronf.iit.li — i = n, les èquitions [2^ détermine- 
root un nombre t de coordonuecs c» fonctions des 
I» anlNt, en, plot géndNlemeotf tontes la* «oor* 
données pouront être déterminées au moyen de ces 
équations, en fonctions de n variables indépendan- 
tes. Je représenterai par *, C, y, etc., les valeors 
Ittitielet de cet « trorieblei, et par mr^^ a, C*^ 
y -{■ t:', etc., Ipitf» Tnleors au bout du tfTTjps f : et 
je supposerai que les inconnues h, «, etc., soient 
de très petUaf qnentitét pendant tonte la dorée dn 
mouTMneot. Chacune des coordonnées des mobi> 
les srrn une fonction donnée a. %i , J-^f, 
y -f" pourrait, en outre, renferoitrr le 

temps t, si cette variahleeptnUeiplieiteaient daas 
les équations (2). Ces foQCtiona pourront se dt;vc- 
lopper en s^ric? très converj;cn(es, ordonnées sui- 
vant les puissances et les produits de «, w, etc. 
Je reprcaetttenî ces développemens par 



trois vitesses de rotation p, g, r, qu'on appelle les 
tmnposcmtts de la vitesse <• (n<> 407], s'applique 
dealenMnt enx eompoaanlM d*nne vilette de tiens- 

latinn. 

La composition dea Titewea de rotation suit les 
ntam lois, et est eeaapriio dans lea ttteesfbmn- 
lea que eelle des vitesses de translationj en partant 

de reitf MH!i1ftc;'f de ces deux sortes df mon'vcmrTitj 
on en peut déduire Tidentité de la composition des 
au»nietts et delà composition des forces, que nous 
avons conclue [n» 281] d'une semblable analogie 
entre les projections dea lignes droitea et les pro- 
jections des surfaces. 

^ U. Lois giminJ$ê du pHHêê « Êe iitû h nu. 

M5. Indépendannnentdes moavemens de trans- 
lation pf de rotation commune 'i tons If s jioints d'un 
systénio quelconqne, et dan» lesquels leurs distan- 
oes ne varient pas , il y a d^antres immvemem oA 
les mobiles s'éloignent et serepproclieni les ans des 
autres. Or, si leurs déi)!;ircmcns <iont constamment 
très petits, on peut réduire le problème à des équa- 
tions lindnites, et déterminer , par approsination , 

«asp^on *^ee» -|> etc. 

+ 1 en. + i fn» + 7 + + *■» + /e» + etc., 

y = p. 4. oi M e 4> Cl w «I- etc. 
-f. 1 a, u» -f 1 «• 4- 1 ^, ipi ^- A, H» 4- âi nw -|> Ji ew -|- etc., 

s = Pi a, « -|- à. p *" + c**^- 
+ 1 t* »• i. ^ n« -|- ^ga 4- Aa «v + A» «nr -|- /. -|- ot«T. , 

et de même pour les autiei eoordomides «*, y*, j^, ele., en posen 
ss p^ 4- è** + + e*» 4. ete. 

-f ^ e*»! + ^pv -\- -i- g'w -J- *«» 4- k'uw ^ tvw etc., 

y' = j/i + n*! « + Vi e + e'i w 4- ete. 

a' s p^a + É*. « + il, e -H c*. IV + ete. 

^ L ^,tf + j f,v* ■\- tv>* + h\ «ra + ik', «w + enr 4. etc., 
etc. ; 

et je supposerai que les équations (2) ne contien- 
nent pas le terme I explicitement, auquel cas tous 
les eoeflieiens des pnissanoes et des produits de •», 
V, w, etc., dans ces séries seront des eenstuntes 
données. Si le système avait un mouvement de 
translation ou de rotation oouiiu un a tousses points, 
il faudrait cemprendre les parties eariables de leurs 
conrdnTinécs , qui en résttllenient , dans les pre- 
raiers termes p, ji, , etc. ; meïs^ peur plus de 1 



plicité, je supposerai que celte rirron<itfinfe n'a pas 
lieu } et ces premiers termes seront aussi des coa- 
stentes données. 

Les composantes des forces qui agissent sur les 
points m, m', fi", etc., étant des fonctions données 
de leurs courdounées , si Ton substitue dans ieort 
eipresstifns les valeurs de y, elo., on pourra e» 
suite les développer suivant les puissances et les 
produits de w, e, etc. De cette manière , on 
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X=P +A« -t-Gw +et«., 

T as Pi ^. Al ■ Bi • 4- Ct w + ete. y 

î = P, + A« « + Bi « + C* Uf + etc. , 

X'= P' + A'« -f B't' -I- C'if + etr,, 

V = F, + A', « + B . r -f- C. If + etc., 
1' = F, + A'. «♦ + B , « + C , u; + etc. , 
etc.; 

les prenien terme* P, Pi , etc., et tous les cobA» 
ei«M A, Al , «le., tftent dm foactîAM iamaitm de 

p^pi I etc., a, ftr., qui poMrrnipiit , en outrCi 
renfermer le tempt <, »i cette Ysrioble entrait ex^i- 
ottement dans les eiprenioaidwfMOM dMnéM. 
Root supposerons que cela n*e pts lieu; el aons 
regarderons les quantités P, P, , etOi | A, Aa | «le*, 
couime descoostantes données. 

849. Cela posé, pour appliquer Téquation (1) du 
no A32 au menveiMat que nous consiilérons, il 
faudra attribuer atu Tnrinblp<; indépendantes «, r, 
Uff etc., des accioissemens iiiiituiDent petits, qu'on 
représentera #«, to, i^, etc. ; pais tnbslUaer, 
dans cette L'i juation (1), les Taleurs correapondan- 
iw de IdT, ly t tSf q«u aeroDt, en n^ligceni le* infi- 



t» = {a eu + hv kw ^ eto.) Pu 

+ 4- /v + A» 4- + ^ 

-f- etc., 

#y = (û, -}- e, M -|- fc, e -f *, u; -f < t • ) tu 
+ (6i + Ap + ^,u-J-/, tt/ + etc.) tv 
+ («I + *i •«'4- *i « + A » + etc.) h» 
+ etc., 

iis(af(-«»v4.A»v-fA4io + etc.) In 

+ (*«+/.• + *»■ + '•"• + «««o 

+ + f> Al « + A • + «te.) tm 

4- etc. ; 

formule"! d'où Ton déduira les valeurs de fi' , ^ij', 
ts\ en ajoutant uu trait supérieur à toutes les con- 
stantes ; celle* de Iv", ly", ^s", en en ajonlent 
deus ; etc. La sulistitutioa de ces valeurs de , 
/y, etc., étant effectuée, on égalera à séro, dans le 
premier membre de réquation (l), le coelficiMit de 
ohaeiuie de* qaantild* IM, lu/, etc., qui sont er- 
bilteiro* «t ind^|Mnd«nl««« De e«lle miw4n, «« 



(41 4- Ml 4> fto 4- Aiv 4- etc.) 



2m 



[(^-) 

+ - y) («t +.1 «+ A. 0+ A, tv^. etc.) 

+ (^-i) (o.+e.*+à,«+*.i»+eli.)J = 

^(tf - X) (6 + + ft« + /«: + .tt .} 

+ " 0 + j = 

+ - y) (e. + s. + A- «+ /. o + etc.) 

+ - C«. +«. + *.«+'. r -i- etc.)J 



= 0. 



ele; 

les sommes S s'ctendant toujoutsk len» le* points 

m' y m", etc., du système. 

Il restera encore à substituer dausccs tquaiion», 
è le plaee de », y, «te., X, T, ete., leurs valenrspré- 

cédentcs. La substitution faite , on négligera, dans 
une première approximation, les carrés et les pro- 



ies produits de ces 
différentiel* 



doit* «fo «, «, k;, etc., aioci 
inconnues et de leur* 

d'M (f*r diW 

tû*' Â»' d<^' ■«»*••»■•» de* qnentîlé» 

coostamment trè* petite* j il eu idiultere «Imr* an 
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nombre n d'cqnations linéaires à coefficient con- 
itans , qua nom iDdi^neroiu par (a) , et dent elw- 
i iê U forjne : 



w 



4* etc. 



Ict McflteltM D, E| F, «Aom Hf ^ 

la quajitil'' Q, rlt'îÏL'nntit Hr? fonrtioTT; doDnéc» des 
constantes qui entrent dans les valeurs prëc^entet 
4e Sf y, etc., X, Y, «lo* 

Aprite avoir déftwminé les valenra epprocbées de 
«, r, Tr, rtr , «iiï moyen de cet n équations, on les 
substituera daits les termes detéquatiootrigourcu« 
set, qu^on • négligés dans oalto pramière approti- 
mation ; let nouvelles éqoaiîofli m résultèrent 
différeront des premières en ce que !»'ur<î seconds 
membres, au lieu d'être coustans, seront des fonc- 
tions oonnuas de < ; on en dëdoira d^autres ««lents 
de «, V, w, etc., plus approchées que les premières ; 
ctnlnsi de suite, parla niélliode des approiimations 
successives. Nous nous bortierons ii la première 
approiimation, soivsnt rnss^e ordinaire dans les 
questions de ce <;rnrc. Quand les points mntt'riuis 
m, ni', m ', ctr., seront en nombre infini, les équa- 
tions ^a) se changeroul en équations aux différences 
partielles, comrnnnesà tous les points du système, 
et dont le nombre sera toujours égal à celui des in- 
connues w, e, w, etc. C'est ce que Ton a vu, par 
exemple, daot le problème des cordes vibrantes 
(n*484), on ces inconnues sont an nombre de trob, 
qui pxpriiTii"iU îrs déplnrcmeus d'un point quelcon- 
que do la corde suivant trois direolioos rectangn» 
laicce, et dent les valeois dépendent de trois dona- 
tions aui difffrenew partielles, du second ordre 
porrapport à t. 
647« Les seconds membres des équations (a) et les 
li entrent dans les premiers, étant des 



qiiantitées constantes, on pourra toujours faire dis- 
perattra ces seconds «Mmbres, en eu^nwntanC ehe- 

cune des inconnues u , r, v , etc., d'une quantité 
constante, qu'on déterroinero facilement. Sans res- 
treindre la généralité de U question, nous poovoiu 
dono supposer qn*oa e Q = 0 dans ehaeone des 
équations (a) : ce qui revient à dire que les valeurs 
initiales C, etc., des n variables indépendan- 
tes, répondent k un dtat d'équilibre du système, 
dont on l'a écarté en déplaçant un tant soit peu les 
points m, m', m", i-tc,, et leur imprimant do très peti- 
tes vitesses. Cm déplacement et ces vitesses devant 
être compatibles avee les liaisons des points du sys* 
tème, ce ne sont pas let valeurs initial» des coor- 
données «e, y, etc., et de leurs pranlen oneffieiees 
dx djf 

diflïrenttels — , — , etc., qui *onf données Bridini- 

dt dt 

rcment dans chaquecas, mais seulement les valeurs 
initiales des inconnues indépendetttes«i,e,«e,elei, 

du de die 

et de leurs coefiiciens différentiels —, — , — , etc. 

On satisfere ans équations (n) sein ai 
bres en prenant 



r = RN' 



sin 



1»= M" sin (< l/T— r), 

etc. i 



(*) 



R et r étant det constantes arbitraires, dont la se- 
conde pourra être supposée positive et moindre que 
», et f, N, W, R", etc., désignant des coosUntes 
qu'il s'agira de déterminer. La substitution de om 
valeurs de ti, v, etc , il.i is U s t-quations 'a), 
donnera évidemment un nombre » d'équations de 
cette fonne : 



(DN + EN' + FH" + etc.) f = GN -|- BN' -|- RR" -f etc. 

En éliminant entre elles un nombre n — 1 des quan- 
tités H, R', H", eto., la nf^ s^en in en mime temps, 
et Ton aura, pour déterminer f , une équation du de- 
gré H, que Je représenterai par 

A s 0. 



De plut, let valeurt de » — t des quantités ^, 
N', K'', etc., par exemple, de N', H", etc., qu'on ti- 
rem de ces mêmes équations, seront des baetions 
rationnelles du degré n, par rapport îi p, ayant un 
dénominateur commun, et multipliées tout(*s par 
la quantité N, qui restera indéterminée. En faisant 
celle-ci égale au dénominateur commun, les • 
quantités H} R', R", cte^ seront eiprfanées symé- 



triquement par det polynomvt du degré n relati* 
Toment fc f . Or, b cause de U ferme linéeiie des 

équations (a), on y satisfera non trulement pur les 
valeurs précédentes de «, e, w, etc., relatives i 
telle racine qu'où voudra de l'équation A = 0, 
mais anssi en prenant pour «, v, n>, etc., les som- 
nres de toutes ces valeurs particulières, dans les- 
quelles on pourra changer les constantes R et r en 
même temps que la raeine de A =0. {>• donc on 
appelle f , f i , pa , etc., tes rsoines de cette éqna> 

tionj et q-rnti rrftrrspnte par K, Ni , Ni 



, etc., les 



valeurs correspouduiitcs du N} par M', N'i , 
N'» , etc., celles de H'i etc., on satisfera aux équa- 
tions (e) an moyen de 



« = RN si» (I |/7 + M" (* k7— r, ) -I- ete. , i 

« ss RR' sin (f |/7— + (< ^T* — r. ) -f. etc., f 

w = IR" sin (r 1/"— ') + ""i J VT* — »■•) + etc. , i 

«te.; I 
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R , Ri , Ri , etc., r, ri , rt , ele.* Huai d«t con- 
stantes arbitraires; et comme elles sont nu nom- 
bre de il t'eiuuitque ces formules (c) seront 
Im • iatégnlfl» «ovpUlw dw éifaatious (a) , dont 
dMoniM «it du iccmd «rdn. 

Dam dtaqa» eu, on ddtemiinera le» vakura de 

R cos r, Ri ces ri , etc. , B sin r, R| sin r, , etc., 
au moyen des valeurs dooDées pour I = 0, des 2n 

Al d^ du» 

qmnlité»!!, «»ie,ete. — etc. Tontes 

dl d< 

ce* valeun dUnt suppotée» très petites , eellea de 
R, Ri , R> , etc., lo ioront aussi ; par conséquent, 
si toutes les racines f , pi , fi , (*>c. , de l'équation 
A=:0, «ont réelles et positifes, les valeurs de 
«, o, 10, ete. , en fonotiont de f, seront |»ériodiques 
et clcuiciireront très petites, conum OP To eiipposé 
pendant tonte la (]iir«-e (\n ninuTement. Vais si 
une ou plusieurs de ces ruciiics sont imaginaires 
en négatives , les lermee qui leur coneapondront 



dans Im éqaatloni (8) le dtengetont, par les fer> 

mules connues, en eiponentietles , et crotlront 
indéfiniment ; par rons^qnent, les valeurs de m, r, 
«7, etc., quelque petites qu'elles aient été à l'ori- 
fine du monvemeot , finiront per eeaaer de Télre; 
et les forinults (c) ne pourront plus représenter 
les valeurs approchées de ces inconnues, que pen* 
dantvn tempt peu considérable. Dans le premier 
cas, que nous allons eiaminer apéeielement, l^état 
d'équilibre , d'où le système a été un peu (.'rarté, 
esi un état stable ; dans le secoad cas , cet é(]ui- 
libroest non stable, du noins rdativement aux 

dérani:en)cns primitilil , pOUr Icsquola los COsffi- 

ri -IM II, R, , R, , ctr, , des termes non pérïodi- 
(|ut.», ue sont pas égaux à séro. 

648. Lorsque tous les eoefflciens R , R, , 
B, , etc., sont nuls, excepté le premier, par exem- 
ple, les formules (c) se réduisent aux finmiies (6). 
tu ué(;ligeaot toujours les carrés et les produits 
de », «s, etc., on aura done simplement (n* 645) 



sr = p + fa i> + 6 S' + c N" + etc.) R sin l 7"— r) , 
y ^ p, ^ [at N 4- W + c. N" + etc.) R siii (< K7— r), 
M — p» + (fli y + 6. IS' + c, W + etc.) R sin (< l/p"— 
*• = + y « + t' R» + c' ri»+ etc.) R sin (< j/^— r), 
W' = P'i + («'• H + *'i H' + 0', etc.) R lin (t K7- »■) . 
a' |/, + (o', N 4. y. R' 4. K"+ ete.) E sin (I r), 



(0 



Les preiniem termes p, , ete. , étant constans 

ainsi que les cocfficieiis deà mTfMif]<i ff-rtncs, il 
ff'unsuit que , dans ce cas , tou& les points du sys- 
tème feront , suivant b direction de dueone de 
leurs coordonnées, des oscillations isochrones et 
d'une amplitude constante, dont la durée sera la 

même et égale à — pour tous ces mobiles , et 

dena toutes les directions. Los rapports desanipli- 
tudea pour deux points ou dem directions difTé- 

rentes , seront dtUrnninés , et dépendront de la 
nature du système et de la racine p de Téquation 
A = 0. Leur grandeur absolue, dépendante dn 
facteur R, sera arbitraire , et n'influera pas sur la 
ditréf lies osclUalionb. Tous les mobiles revien- 
dront à la fois à leur position d'équilibre, qui ré- 
pondeut, par hypothèse (n» 647) , k «ss 0, Os= 0 , 
waas 0| etc.| on fc« =p, y =f 1 , etc. ; le premier 

r 

retour aom lien an bout d*un temps 1= — z., qui 

dépendra , ainsi que R , de leur dérangement pri- 
mitif. 

Un système de points matériels , dans lequel la 

liaison de ces points laisse un nombre n de va- 
riables indépendantes, et qu'on dérangera un tant 
soit peu d'un état d'équilibre, pourra prendre on 
nombre n da mouvemens semblables en piécédent, 
qpiî répondront au n racines de réquation A=0, 



De plue, en vertu des formules (e) et des Tateurs 

correspondantes des coordnnn'-cs * , y , etc. , tous 
ces petits mouvemens, ou seulement quelques-uns 
d*enlre eux , pourront evoir lieu en même temps 
dans ce système; et réciproquement, quel que 

snit 'ton dérangement initial , on pourra toujours 
décomposer le mouvement de chacun de ces pointa, 
parallèlement & «beque axe des coordonnées , en 
un nombre ii,on moindre que n, d'oscillations 

simples, comme ct'Iles qui répondent aui équa- 
tions i^d) , dont lc& durées iudépeudaittes du dé- 

rangement initial seront — - , — zi. , — z:,etc. 

Quand ces dorées seront toutes eommensorables , 

le système entier rcvit tidra au même état uu bout 
de cluxjue intervalle de temps égal à la plus 
longue \ c'est ce qui a lieu , par exemple , dans le 
mouvement des cordes vibrantes, et n*e pas lieu 
dans le mouvement transvcttel dcs verges élas- 

liques (n»' 491 et 626). 

C'est dans ce tlicorèmc ç;cncral que consiste le 
principe à« la coesiatence des petiUt ùsctUatiom. 
il « encore Heu lorsque te nombre des points m, 

m\ m', etc. , du système est infini; le nombre des 
usoiliatious simples, qui sont alors possibles, peut 
ètra aussi infini j mais leurs durées et les rapports 
de leurs amptitndMB*ea sont pas mdns des qaaii< 
tités déterminées. Ainsi, dans le oMMveneat trene- 

44 



i^idui^cd by Google 



340 



IRAlll DE HÉCAIIIQUI. 



vénal d'uno corde dont U longueur, le 

poids et U tension sont I, p et «, et en désignent 
pcr g la gravité| les durées des oscillations simples 



ntpanvcat être 




•ons-multiples i et, d'après la formule (d) du 
1^480, ktanpUloAwds Fotdlhtiaaqvitépoad 
BoHipl» ^Bclcoiique sont entn dlw 



duw 1« lappot* d« nn — à sin i P***' 

points de U corde, dont M et c' sont les dUtances 
krmie4eiM«sttAnit<t. 

549. Lorsque les points m , m', m", etc., oscille- 
ront dans un milieu résistant, les composantes ]L, 
T, etc., des f(«ces qui les aolUeiteat, renfenueront 

** 

4m viteMM 4«eM nobilei. 8i U t^ittaace du 

milien est proportionnelle ou carré du à une puis- 
sance supérieure de la vitesse, cite n'inûuera pas 
sur le mouvemeot 4a aystème , au degré d*ap- 
'ftraiaBtiM où noue nous toniMt urêté, patee 

du» de» rfw» , 

que les termes^;-, —, etc., qui «fé- 

aulteraient dans les expressions de IL , ¥ , etc. , 
loat du mime ordre de petiteiie que Icf qmnthé» 

qui ont été oégligéM. Hab si les mouveaii-ns des 

point*! m, m', m', etc., snTit pf-ii rnpides, ilfaucira, 
coiume dans le cm des (res petites oscillitttoos 
dTiui paodale timple (n» 187) , supposer le résls» 
tance prO|Mrtiea«ell« à la première puissance de 
la vitesse; supposition qui introduica duns tes ex- 
pressions ^ , ¥ , etc. , et par suite dans les éq«M- 

tioda(a),deilcmeaBraUiplidspBr — , , — , etc., 

dt dt dt 

qu'on ne derre pee négliger. 

Ces équations , que j'indiqueni pu(«)y 
■lors de la forme 

D — - + E— - + F + etc. 
dt' ^ dt* ^ dt* ^ 

^ Gu 4- Ur K.W + etc. \ («) 

^ dv dtp 

s= _ ^ S' . 4. r — + etfii 

dt dt dt 

ly, E', F', etc., éteat euMÎ des coefliaien» eoMUns, 
qui seront proportionnels à le deniUd du nilieu , 
et généralement très petits par ropport i ceux qui 
entrent dans le premier mcmijre. Or , on satisfera 
ft ce système d*dquetioiM eu moren des feimsles 
(i) multipliées par des «sponentiéUee, e*esl-ii-dire, 
ea prenant 

• « RR su (I 1/7— . 
• = B«' sin (# — r>— 
w s M" sia (f (/7— r}ê—*"\ 

«tO.| 



des 



t désignant U b«se des logarithmes népériens , et 
m'f etc., étant des quantités constantes et 
ttH petites. Je négligerai lem» cairéa «I lea paa» 
du ils de ces inconnue al dea eoaflieiens D', E\ 
F', etc. Les vnlcTir'; de u , r , w , etc. , satisfaisant 
déjà aux équations («) sans seconds membres , 
lorsque Ton fait ekatraelioa des eipoaaiitidlcs, 
lenr snbslitatiao dens les équetions (•) di 
ad'éqmlieoa de le famé, 



if) 



aiHla^.ai]!l'er4«lll"a'>4-«te.ssinr+VlP^.ele^ 

d'où l'on tirera les valeurs de* a inconnues 
ete. 

Ces valeurs seront positives, parce que l'effet de 
la résistance d'un milieu est de diminuer gradu(>!- 
lement les amplitudes des oscillatioiu. Cette dimi- 
antioa sera plas on moins rapide pour les diversee 
variables indépendantes u, r , , etc. ; elle dépen- 
dra aussi de la racine f de Téquation ^ = 0, qui 
entre dans les veleurs de ?i , N', N", etc. j en sorte 
que lee empHliidee des oeeUletiooe simples dent le 
système est susceptible , ne décroîtront pas toutes 
avec une mAme rApidifé. La résistance du milieu 
n'aura d ailleurs aucune influence sur la durée de 
^^qna sorte d'eseiiietlatt , qui sein toajaais 

I pour celle qui répoad à lu racine f . En pre- 

oant les somm^^ formules (/^ , relatives à 
louttis les racines de Téquation A = 0 , on aura, 
comme précddemaent, lee ^lenrs les plus gén^ 
raies de « , e, ie , etc. 

660. Il rtfsulte du prinrîpp tin rr^ que si les 
points d'un système sont tellement hcs entre eux, 
qu'il ne reste qn'nne seule Tsrîeble indépendante, 
ils nepaarront faire qu'une seule rspéaa d*eaei^ 
lations, pour lesque!!***; la dnrëf" rt IfS rapports des 
amplitudes relatives aux diirerciik looLiU-s, dépen- 
drrâl des forcée qnî lea sollictieni* al da le naiare 
d« système. Ce cas aura lieu, par exemple, dans le 
mouvement de deux [>oints mutéricU m et •»', ot- 
tachéa l'un à l'autre par un 111 d une longueur 
oensteole, eftoUifds dese aseniroir anr deaeear- 
bes données» 

Si , ou contraire, les points m, m', m'', etc., ne 
soikt pas liés cuire eux ui assujettis à demeurer 
■nr des surbote ou snr des eoarbes donnéos, ee 
qui n'cmpéche pas qu'ils ne soient .soumis à leurs 
uttr.u tiens ou répulsions mutuelles et à d'autres 
forces semblables dirigées vers des points fixes, 
tontes leurs eeordonnéee seront des veriablas la» 
dépendiuites ; et , dmis < e cas, inverse du précè- 
dent, le nombre des osc-itlations simples qui pour- 
ront avoir lieu , sera triple de celui de <Ses points 
metërïels. Ccst ce qui arrive ciTcclivemant Âias le 
problème du n» 630 , relatif au mouvement très 
petit d'un point M, considéré comme cutièreoiait 
libre , et aoumisà daa hnm dirigées vers qnairs 
points fixes. 

Wwtt donner eneero «n eieaipte de reppUosiiia 
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du principe précédent , considéraM \m pâlîtes ot- 
Cïllalionj H'iin [niint mnl»'rifl pri!in< m, %ur la 
•urtace d un ellipsoïde dont l'un des »\e* esl Tcr- 
SmmA U ki ImigMvrae o«t «MySavIIi 
celles des ànt aSM iMriMoUW) «I emiéqntio- 

M* y* a* 

- + -+- = 1, 
a* i» e* 

réqaation de la surface, quand rorit'ine de? ooor- 
données est k soo ceolre. Si Ton transporte celte 
origine ao peint lepint bas , et que les s positifes 
■oient dirigées de bas enhtut, il faudra mettre 
e — a , au lieu de s , dans cette équation. Les os- 
cillationa du mobile éiaot supposées très petites , 
de part et dTanlre de oa point inrdriear , la* «bieia- 
ses horitcntalesx et y de m le seront aussi , el son 
ordonnée verticale a sera très petite par rapport à 
M et y. £a négligeant le carré de e , après la sub- 
•tilsties do 0— > « à la plaee de a , onanraolen 



•l si l'on appelle et At les rayons de courbure des 
dans aactiont prinoipalaa 4a la amfaea, nlatifi & 
son point In plasilu, eaè «=(lolf =0, enen 
déënim 

a* i« 

e e 

TcK posé, rinTis cfUf qurstioTi j les variables 
indépendantes sont au nombre de deux, safoir M et 
y j le «MbUe na peut ileoe eidenler q«o dent 



sortes d^oscillations limplssi et son mouvement 
le plus général résultera de la coeiistcnce de ces 
deux roouvemens particuliers. Or , si l'on écartait 
la OMbile dn point le plot bas do rellipielde, dans 
la section dont Taie horizontal est 2a , et qu'on 
lui imprimât une vitesse dirigée dans lu plan de 
cette section, il est évident qu'il n'en sortirait pas 
pondant lent «on aHweenant. Bn désignant par f 
la gin^i la dordadecos petifteo oscillations sa- 

1 ^ 

rait alors jr —, comme celle du pendule 
f 

simple dont la Ion<;ueur est h (tt^l8l)}0lt ànn 
instant quelconque, on aurait 



il as A 



(.1^-0.. 



K et r étant, comme précédemment, deos constan- 
tes arbitraires. Dans le ees où les petites esclUn» 
tiens auraient lieu dans le plan de la aeetien 
dent Taxe horitontal est , leur dorée ssnit 

2« K —y et aniait,b un instant qnal- 
f 

conque f 



0, yjsR'sin 



R' et r' étant aussi deux constantes 
!>onr , 1rs vLjlcurs les plus générales de t et y se- 
ront les sommes de ces valeurs particulières , 
o'sst'fc-dire 



■ loi qoalM oottilantet oibitial- 
res 11 , R', r , ¥^ st^posonaqu^an a, i Porigino dn 



fesO, #=1», fasg, -7=*''» "L—^* 

il en résultera 

Ksinrs=<— p, R'sinr'ss — f, 
lcear=p|/^-, E' ces r» = i 
t, onayoat^aidanB lalamdob 



ysffcesfU «m iï-l.. 

Dans le cas de a = c, oea formules doivent 
avec eoUii dn aP 107, oa 1 



• B«looo4« ]raolsin4* 



a t cos 4 = i> ' ^^'^ + f' \^^^^^~^ ' \^ -~y 

a s a 

«laia4ssfoosl \/^~^ + 4 ^/^^ sîn * (/^A 



Digitized by Google 



94» 



IlAlTi 01 KltCAinQDl. 



mais dans ce uuméro on « supposé 



qnaad f = 0; ceifuinige qu^on prenM 

p = a«, J>' = 0, J = 0, «' = <|/îâi 
UenxésaUer»done 



d*mi l'on tire 

l»=—(*i» 4- + — C.)cos 21 1/ —, 

ta a 

a 

oonme dans le numéro cité* 
661. Supposons généralMMot qa^ootil 

pour les valeurs des variables indépendantati VM 
itMtant qodeonqne, qnrad on • 

db A» 

<ff 

à Torigine du mouTemeot; supposons qu'où aU 
•mii, î vu iiMtant ifueloonque , 

« = U'. • « V, • =5 W, «la., 

lorsqu'on a 

« = «»', • = » = •»', etc. , 

db d» 

— = — = — = w/i 

dl dl 

pour t = 0 ; et ainsi de suite. Je dit qa*OD «nn f M 
bout du temps f quelconque, 

il = U + U' + B" + etc. , \ 
• = V + V + V" 4- etc. , ( 
«.= W+W+ Vi"+ etc., / 
elc, I 
larM|tt*im luppose, à Torigine d« nwavMiratf 
« = «1 + m' + m" «te., 
e»Vi +»," + etc., 

v= un Mfi ' 4> ici" 4* ete., 
ele.f 

du 

- = + V 4- etc. , 
4t 



- =: 4- 4- < 4- etc-. 
d< 

dur 

— = li>'4- ter/ 4» M^/4" «*«*» 
dt 

etc. 



En effet , fî'après les premières suppositions qu'on 
a faites sur les valeurs initialea de « , « , w , etc. , 
du i9 dw 

— , — , — , et«. , le» feraïaUM {3) Mtiafcnmt 

dt dl dt 

évidemment pour f =0 k eei demièrct équetioat} 
de plus, lei ▼aleurs particulilrce de u, r, ir, etc. , 
s iti r - int, par hypothèse , aux équations diffé- 
rentielles du mouvement, leur» sommes ou les for- 
mules {g) y satUferoat smsi, paisqne ces éqmtioBe 
sont linéaires, et ne teofwnient pas de termes in- 
dépendncis des in -onnucs 11, P , «0 , etc. , (n» 647) j 
les formules (^} rempliront donc toutes leaoofldi> 
lioM de le question, et seront, par oonsdqaeat, 
les f alouit dca ineoannes à un instant qnelconque. 

6Ji2. Ce théorème général prnt i-U^ nppplt' le 
jfrincipe de la superposition de» petite mtmvemens. 
On ne doit pas le confondre aveo eelui delocoeab' 
I icoee des petites oseilUtioas : il est indépendant 
des loi'i purllruli^rr»; d^s pptits mouvcmen» qua 
Pou considcre, et résulte seulement de ce que les 
déplaccniens et les TÎlettes dM ttoMlea sont tiei^ 
tés comme des infiniment petits, pnisqn'en né(1%e 
leurs prodoits et lënis 



jrrmicre. 



£n vertu de ce principe, les ondes sonores qui 
parlent de diflKrens points, se prepogent et se 

superposent dans Tair sans se modifier \ en sorte 
qu'k chaque instant le déplacement et la vitesse 
d'une molécule d'air, suivant une direction queU 
conque , sont les seomes des déplaecmeos «fe des 
vitesses qui répondraient à toutes ces ondes con- 
sidérées isolément; ce qui non» permet d'entendre 
distinctement et sans confusion plusieurs «ans à la 
fois , prodoits par différons corps sonores. Lan sens 
simultanés peuvent aussi rcs iUcr dr \n cociisleoce 
des petites oscillations dausuu même corps sooote. 
Ainsi, par exemple, lorsqu'une cordo tondw oié- 
ettle« en même temps, los osmilationa isoebrunei 
qui répondent à sa longueur entW r»» , et celles dont 
In durée correspond au tiers de celle longueur , le 
mouvement de l'air est le mémo qoe sidooseordes, 
dont les longueurs seraient entre elles comme un 
est à trois , exécutaient simu!t tTi('incTTt les vibra- 
tions les plus IcuUj» dont elles sont susceptible» i 
et l'on entend , on même temps, le ton fondamea» 
lal delaoorde donnée , et un autre ton plus élevé, 
qui est 1.1 quinte de Voctarc supérieure. C'est aussi 
pour cela que Ton entend disltnclcmeul les son» 
produits par les vibrations longiludinalea et psr 
les Tttwatioes trensvcmlea , qui ont lien à la fois 
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dm ttii* nêiM eorda tendue, «a dans wam mèa» 

D'après le même principe, les ondes produites 
en ploiieurs points d« In surrace de l'eau , se pro- 
iwgttot finitlUnjflMnl anlovr d» ece eentn* dilif* 
rens, et peuvent se croiser en tous sens k celle 
•iirr«ce,9an8 se modifier mutuellement} de ma- 
nière qn^t un inttrot quelconque rélëvation de 
l'eau , en tel point qo*eo Tondri , cet h sonme dee 
élévations positives ou négatives qui n<iraicnt lien 
en vertu de toutes ces ondes considérées isolé- 
ment» 

L'explication qu'on donne do phénomène des 
tnttrfèrtncêt , Hnns I.t thi-orie des ondulations lu- 
mineuses, est uussî fuudée sur le principe de ia 
superposition des petits neuTement, qui est, 
oommn on voit, snsceptible de nembrenies appli- 
cations. 

Four le compléter , nous ajouterons que si des 
foroes damnées de eentres mobiles agissent sur les 

|iniiils du système , les seconds membres des équa- 
tions (o) de leurs petits mouvemens (n' 546), se- 
lont des fonctions linéaires des composantes de ces 
fnecs données, n en sera de mémo k Tégard des 
intF^L'rilfs complètes de ces mêmes équations diffé- 
rentielles j d'où l'on conclut que les parties de «, 
tp, etc., indépendantes do Vdtat initial du sys- 
tème, et, par suite, les parties semblables des 

coorfîi>!in<?es des niobilf"?, •seront les sommes des 
valeurs qu'elles auraient si les forces données agit' 
•aient sépatément. Ainsi, par exemple, dans le 
phénomène des marées, l'élévation totale de la 

mer en chaqne point et à chaque instant est la 
somme des élévations, prises avec leurs signes, 
qni seraient eansées par les actions Isolées du so> 
leil et de la lune; et c'est pour odmqne, toutes 
choses égales d'ailleurs, les hautes mers sont les 
plus considérables dans les s]r«y^M«, et les moin- 
dres dans les fnad^fwite. 

$ 111. PHmcipêê éê Is oansirMKDfi db ««MBiatfnl 
du centn é» pùnUè, êtd»ta eotutrveHm dsj 
nsrse. 

US. Puisque le mouvement du centre de gravité 
d*im STsMme entièrement libre est le même que 

!r<; masses de tous les mobiles y étaient réunies 
et que leurs forces motrices j fussent transportées 
parallèlement à leurs directions , il s ensuit que 
les forées données dont les composantes psralJé- 
les à chaque coordonnt-e seront (?^«Ies et contr-iires, 
n'entreront pas dans les équations différentielles 
de ce aoneement. Or, ce cas est celui des forces 
nsotrices provenant des actions mntiMllesdes points 
du système, en vertu de la lui gént'rale de Vaction 
igcUt à la réaction, qui s'observe toujours dans la 
nature, ainsi qu'on va rexpliqner. 

Si un point matériel situé en M agit sur un autre 
point situé en 1', et lui imprime on tend k lui im< 



primer , dans un instant , mm qminlitd de montai 
ment infiniment petite, i|iie Je représenterai par |s, 

on observe toujours : 

1° Que cette action est dirigée suivant la droite 
menée du point vers le point ou suivant son 
prolongement au delà de H' ; 

2o Qu'en même temps le point situé en M' réagit 
sur le point situé en U , suivant ta droite qui va 
de H vers M* , on suivant son prolongement au delà 
de M. 

3o Que cette réaction communique ou tend à 
comrouniqner au point situé en ■ une qnsntité de 
mouvement précisément égale! 

On dit qu'il y a attraction ou répulsion entre ces 
deux points matériels , selon que leur action mu- 
tuelle tend à augmenter ou à diminuer la distance 
WÊ \ s*ils sont entièrement libres , et que leurs 
raassea soient représentées por m etas*, les vitesses 

f 

qn*ils prendront scient — et », c^est4>dire, en 

m m' 

raison inverse de leurs masses , et les quantités 
dont ils se rapprockeront on s*écsrteront, pendant 

un temps infiniment petit, seront égales à ces vi- 
tesses multipliées parla moitié de ce temps (n" 114): 
d'uiUeurs , la quantité /u pourra dépendre de la na- 
ture des corps ansqnels m et mf appartiennent , ou 
en être Indépendante et proportionnelle au produit 
mm' de ces masses (no 241} , comme dons le cas 
de l'attraclion universelle. 

La première des trais propositions ipi*oo vient 
d'énoncer peut être regardée comme évidente en 
elle-même; car des quantités de matière m et m', 
étant réduites à des dimensions infiniment petites, 
et placées i une distance Snte Tune de Tantre , il 
n'j aurait aucune raison pour que l'action d'un de 
ces points sur l'autre s'exerçât d'un côté déterminé 
de la droite qni les joint , et autour de laquelle 
tout est sembbblei mais les deux entres prepesi' 
lions ne peuvent être pour nous que les résultats 
de l'expérience, généralisés par induction et con- 
firmés par toutes les conséquences qui s*en dédui- 
sent. En effet, nous ne pouvons regarder comme 
impossibli" , à priori, qu'un point matériel m agisse 
sur un autro m', sans que celui-ci réagisse sur le 
premier, en sens contraire et evee «ne égale in- 
tensité. Ainsi, nous admettrons le principe de In 
réaction e'gale et contraire à l'action comme uno 
loi générale de la nature , qui nous est donnée par 
robservatîoB, de même que la loi de rattractâon 
nniversclle, en raison inverse do earré de U dis- 
tance. 

Ô64. Cela posé , si tous les points matériels d'un 
système entièrement libre ne sont soumis qu'à leurs 
actions mntoelles, ces forées motrioes, transpor- 
tées au centre de yr.ivité du sysl 'nir, s'y rif'tnii- 
rontdeux à deux } le mouvement de ce centre sera 
donc rectiligne et uniforme , et conservera con- 
stamment sa vitesse et sa direction initisles;cr 
qni a fait donner à ce théorème le nom de frias^ 
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Wtf. ^ 
Ce mouvement n^e»i pas altéré par le choc det 
corps, quel que mmI twir degré f élaïUeité (n» 642); 
etfW «ffeli le phénomène du choc est produit, 
comme noii<i î'nvnns H«''jà dit (n" 500] , par les ac- 
tion* routufllcs des molécutes du corps oboquant 
•t dtt eerps choqué , qui i*«i«reeiit à d«t dtoteaa— 
insensibles, mais de grandeur finie, et pour les- 
quelles la loi de la réaction, égale et contraire à 
l'action, ne peut manquer d'avoir lieu, l'ar lu même 
raiwMi, li un coipi solide «et en oMNiveiMiil, et 
qu'il soit brisé par une explosion intérieure, la di- 
rection et la vitesse du centre de gravité de toutes 
ses parties, après cette explosion, seront les mêmes 
que la direction et la f itene dn eentto de gtefité 
qui avaient lieu auparavant. En général, les chan» 
gemena brusques de vitesse qui accompagnent les 
ehoci ou les explosions , sont les effets des actions 
pintuellet des meléenlei; eea forcée «orient dans 
de très urruidi rapports, quand les molécules se 
rapproclicnt au s'éloignent tes unes des autres; et, 
par suite, elles Sont ferier de mène les Titesses 
des oor|ie pendant de très comte interrallee do 
temps. 

Le princt|»« dont il s'agit est indépendant de la 
liûson des points du système , pourvu qu'aucun 
d'eux ne soit liéà d*«atres points étrangers ou sys- 
tème que l'on con^it^t-rr , nf> loit pas assujetti à 
se mouvoir sur une sur lace ou sur une courbe fixe 
on mobile. Des eondiliom do eetto espèce , s'il en 
existait, donneraient naissance à des forces qu'il 
faudrait transporter ou centre de gravité, et qui 
pourraient laire varier sa vitesse. Il en sera de 
mine, lorsqa*il y aura des forœe appliquées aux 
points du système qui ne proviendront pas dto leurs 
actions niutup!lp«î ; et, dnns ce cas, les aetions 
matuclles pourront uiûuer ludirectement sur le 
aonTeoient dn centre do grevtté , en diminuant on 
augmentant les distances des points du système 
aux points fixes on mobiles d'où ém.ment les Torces 
étrangères , et changeant , par conséquent , leurs 
intensités. 

L^inertie d'un point matériel consiste en ce qu'il 
ne peut le mettre de lui-même en mouvement, ni 
modifier aucunement le mouvement qu'il a reçu, 
sans le secours de forces émanant d*antrce poiiita $ 
l'inertie d'un système de corps consiste, de mêmei 
en ce qur ruction mutuelle de ses parties ne peut 
produire m modifier le mouvement de son centre 
do gravité, mua le sooonrs de points d*oppnt ou do 
forces étrangères. Ainsi, le mouvement du centre 
de gravité du soleil , des planètps, des satellites et 
des comètes , doit être rectiligne et uniforme d«us 
Peepeoe, «bstreciton feite de roetion euroée par 
les étoiles sur touii ces corp, et do 1a réaiatanoe 
dn milieu, si elle existe. 

La manière dont les différentes parties d'un mus- 
cla agîMont l'un» sur l'antre» ponr produire ses 
meuvcmens, nous eatincounne} nous ignorenuia 



pottt-étre to^Jouie par quel moyen U volonté asol 

ces partir? df» natnrp diTerçe cisns la disposition 
respective nécessaire pour qu'elles exoroent ac- 
t ueil e awnt teivs attraetiens on tépnlaionB nmtnel- 
les : quel qn*it en soit-, nom ne pouvons pas dou- 
ter que ces actions ne soient sot)n»ises à la loi de 
réciprocité , comme toutes les autres iorccs natu- 
relles} d*oû il vfaulte qa*nn onimal, do quelque 
mtniire qu'il s'y prenne , ne peut jamais déplacer 
son centre de gravité par sa seule volonté, et sans 
le secours d'un point d'appui extérieur. L'homme 
et les aniuMus peuvent élever ou alMioser rertiea- 
lement leur centre de gravité, en s'ap(tuy>nt sur 
la terre; ilt peuvent aussi s'avancer horisontale- 
mcat,a i uido du frottement contre sa surface^ 
mais la loéomotten leur serait impqstf Mo sur un 
plan parfaitement poli, où cette résistance serait 
tout-k-feit insensible. Dans le vol des oiseaux, 
c'est le centre de gravité de l'animal et de toute U 
masse d*eir qu*il met en mouvement, qui demenm 
constamment en repos; et , tian? 1p viJe , il ne pour- 
rait parvenir à déplacer sim propre centre de gra- 
vité, quelle que fût la rapidité do moovomcntdo 
ses ailée* 

Il n'y a pas d»' tlotitc. non pins , q^i^ les fluides 
impondérables ne soient soumis a la lui de réaction 
égale et contraire k rectioa , et que le principe de 
la conservation dn mouvement dtt centre de gra- 
vité, qui en est In ronséqaence , ne doive aussi 
s'observer dans leurs mouvesacns, comme dons 
celui de tentée les entres snbsteneee , douA ile no 
diffèrent que par leur extrême ténuité. Ainsi, lors- 
que rélertririté , la chaleur , la Itmiièro, s'échap- 
pent d'un mobile par un seul cùtc , ce omrps doU 
reculer en sens ecniraire, efio que In «enim de 
gravité du système entier demeure en repoo; mail 
!fi qiinTititf (ic mouvement qu'il prendra ne sera 
sensible , qu autant que celle du fluide impoodera- 
ble le'aera également, melgré la pe t i t o we de M 
masse , et k raison de la grandeur de sa vitesse. 
C'est ce qui ne peut étro décidé qoe per des eipé> 
riences très délicates. 

5W. Von seulement les feiees ptovennnl de iW 
tion mutuelle des points m, m', m", etc., d'an 
système entièrement libre, n'entrent pas dans les 
équations (? j de leur mouvemcul de translation , 
mois eiles dispamissent anmi dee éqnnliow (•) de 
son mouvement de rotati n autontdnPwiginedss 
coordonnées ( no 639 et 640 ), 

En effet , soit F U force provenant de ractioa 
nmtuolle de m ot es^ , qni est h mê m e pour ecs 
deux points matériels , et dirigée, si on lu suppose 
attractive , de m vers m' pour le point m , et de ■i' 
vers m pour le point m'. En appelant f la distouoe 
de ces dent pointa, le* oosinns des aagici que fait 
la droite mmi' , avec des parallèles aux OMS dst 
y , a, menées par le point ai , seroai 

n y' — y a' — « ^ 
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U fan» F , 00 wuê ilono 

•a^Si^fï, «T=l2Jil[)L, «z=.i£zilL. 
p f f 

f«ur les conpofratof de !• fof 00 motriee du poinl mj et 1*00 i t o aw d« 1 



•P f 



pour les composa niei de la force motrice d«<M*( 
jw»T«iMol d« cette force F. Or , d*aprèt oe» vtleorif 



■ («X — xZ) + w' (»'X' - g'V) = 0 , 
m{gl ^ Ml) + ••' (y*!' ^ S'Y'} = 0{ 

par conséquent , les termes provenant de Taction 
mutuelle des points fin •>vstèrae,se détnii<tent denx 
à deux dans les seconds membres des équuliuus ^0) 
d«a«S40. 

a donc il n'y a pas d^autres forces motriect ^eî 
afitfsent sur les points m , m' , m", etc., le mouve- 
ment de roUilion du système autour de Torigioe 
des ooerdonndes, sera «eiqtteaienl dft eus viteas m 
initiales qui ont été imprimées h ces points ; en 
sorte que sans le secours de forres étran;;^rcs ou 
de points d'appui pris au deiiors , c est-ii-dire , par 
la seule actieo aratnelle de ses perttes, un systine 
qucironqu»! de corps ne peut produire aucun mou- 
vement de transluliun ou de rotation commun à 
'tous ses points, ni oindiûer , en aucune maoière, 
edei q«*il « feç a prîaiitiTeaeat. 

666. Le» seconds rrrmbrps des équation<; '9) 
seront encore iér0| lorsque les points du système, 
iaddpeiidaiiiiiieiit de leurs aolions arataelles, se- 
ront aussi sollicités par d«e ferees dirigées vers 
l'origine des coordonnées ; car ponr nnp srmblable 
force , appliquée au point «Sf les composantes acX, 
ttl, «sZ , soat entre elles «emne les ceerdeonte 
«, f , e , de ee peint } on • dene 

eT as fX, • eX s «Z , f Z = sT; 

et le terme qui en provient disparaît de chacune 
dMé<|UBtiom(9> 

Ainsi, dans tout système entièrement libre, ou 
qoi oe renferme qn'ua seul peint fiie , et dont les 



-peints «• , m' , m" , etc., sont soumis I tevrt ections 
mutuelles et à des ferees dirigées vers ce point 
fîie , en le prenant peur origine des ceoidennéee, 
on aara 

(d* X d* s\ , 

/ d* M d* y\ 

('•5ir-'Âr) = ''- 



Zrn 



S'il n'y a aucun point fixe dans le système, et 
que les mobiles soient uniquement soumis à leurs 
eetiens notuelles, on poorra prendre tel point 

qu'on voudra pour origine des coordonnées; et 
conmic dans re in(>me caS| Ics équetions (7} dit 

ô39 , se réduiront à 



Sa»— — = 0, 



il s'ensuit qu'on pourr.i nnssi prendre pour cette 
origine, un point qui ait un mouvement rectUigne 
et uniforme dans l'espace. 

En effet , en désignant par e, € , ^ , le* < 
nées de oe peint jubile , on euta 



d» m 



d> C 
dt* 



= 0, 



d* y 

IF 



pour y transporter Ferigine det eeoidoiméet, il 
fendre faire 

reletiTenent eu peint qnelcew|aeni} or,an ra^ 

stitiiant ces valeurs, dans la preniére équotion («)| 
on peut la mettre sous la forme 



/ é» » d* X \ d* C <f » • 



4- aim -— - — CZm = 0 j 



du 



au moyen des éqaetiolu précédente* , elle «e ré- 
duira donc à 



et Toa troaven de même qae les deus autre* 



équations (s) ne ehengent pa* de fome, et 
viennent 

/ d* X, d» SA ^ 

/ d* s. d* y,\ 
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quand on transporte l'(iri;;ine des coordonnées au 
jjoini dont le mouveuicnl est rcctiligne et uni* 
liKine. 

DaDt le c«s dont il s'agit, le moutement du 
centre de gravité du système étant rcctilifjnc cl 
unifurtue {n" 654), il en résulte que les cquatiuiis 
(a) devront fubiitler en prentnt ee centre pour 
on mo des coordonnées. 

557. £n multipliant le» équations (a) f^dt, et 
observant qu'on a 




intégrant et désignant par e , o' | e" | les constanlca 
arbitraires, il vient 




équations qui montrent que dant le mouvement 

d'un système enttèrctnent libre, où les mobiles ne 
sont soumis qu'à leurs actions mutuelles, ou à des 
forcM ilirigéei vers on centre fise, les nionens «les 
i{ttaatités de mouvement de tons tes points du sys- 
tème, par rapport à irais axes rectangulaires qui se 
coupent en ce point, el par conséquent, par rapport 
k loalo antre droite menée par ce même point , 
sont des quantités constantes. Ces niomens ne 
chanfjpfont |nii; de v.ik'iir, dans le choc des corps 
du système, ou dans l'explosion d'un ou de plu- 
siennd*entre eus, puisque les forces qui proilui- 
scnt CCS phénomènes, sont des actions mutuelles 
de Ictirs molécules ; ce qui s'accorde avec ie ré- 
sultat du n» 542. 

n*y • pas do forces dirigée* vers un point 
fixe, il résulte du iiiiraéro précédent, que ce 
théorème auru encore lieu, par rapport uu axe 
quelconque qui se ment parallèlement à lui-même, 
en passant constamment per le centre de gravité 
diisyslèmc, ou, plus générulomrnt , [lar un iKiint 
dont le mouvement est tectiligne et unilurnie. 
Dans ce même cas, on conclut des équations {b) , 
que les sommes d«« quantités de mouvement dn 
tous tes points tlii système, suivant trois directions 
rectangulaires , et conséqiieniment suivant une 
direction queli-onque , sont également des quanti- 
tés oonstaniet; théorème qu'on peut aussi rejprder 
comme renfcnnédens celui qui répond tus niomens 



de ces forces , en (-loicnsnt h Tinfîni !• cOBtie des 
momeos et l'origine des coordonuées. 

668. Les Talmit* des constantes o , e', c dépen- 
dront de la direetiOD des oses rectangulaires, 
qu'on prcndfo pouT ceos dc* eoordoanéeo j mata si 
l'on fait 

c» + c'» + c"« = >» , 

!a quantité y sera non seulemeut indépendante de 
t , mais aussi de cette direction ; car cHe esprtme le 
moment principe! d*un système dc forces (n<>28t)i, 
dont lii valeur ne peut pas déiM-nrirc de la direction 
arbitraire des droites suivant lesquelles ce» forces 
sont décomposées. Loraqu*il n'existe pas de p<Hnt 
liic dans le système , on trouvera donc une même 
valeur de y, vn !a ralculant à deUX ëpOCpJCi iliffé- 

reittes du luouvcmeot , et prenant le cetii.rË de gra-> 
vite pour origine de* COOf données , quelle qnesoil 
d*ailleurs leur direction, différente ou la même, à 
ces deux époques. Dans ces calculs , nn n'emploiera 
que des positions et des vitesses relatives des mobi> 
les aux époques données, saToir, les perpendiei^ 
laires <, y, s, ebeîfséaa do chaque point as sur 
trois plans rectangniaires, menés arbitrairement 

dr dy da 

par le centre de gravitéi et les ncés — , — « des 

o » 

composantes de la vitesse de m, parulleies à leurs 
intersections, sur les composantes do la vitesse dn 
centre dc gravité suivant les niJ-mes tlirerlioiis. 
Lors nu" me qu'il serait survenu entre les deux épo- 
4|ues pour lesquelles on aura ainsi calculé la vsieor 
de , un on plusieurs dioes ou explosions des 
corps du système, cette valeur nr <;f mit pas chan- 
gée , pourvu que, dans le cas d'une exjilosion, oo 
comprit dans le calcul de la seconde époque toutes 
les parties du corps brtoé. Si donc on la trouvait 
différente à la seconde é]ioque de ce qtfVl!f> rfni» à 
la première, on en pourrait conclure rjue des forces 
étrangères ont agi, dans rinterTnlIe, sur les moiri- 
les , ou bien qu*ils ont choqué d*ntttre« corps qui ne 
friit (' îs partie du système. 

bi 1 ou appelle », •", les angles que tait 
Taxe du moment principal «vee lee exe» de» s, 
y, X, dont Torigine est nu eentredo gmité,ea 
aura (n» 881) 

c c' c' 

ces * = — , co» = — , cos = — i 

y > > 

en supposent dono qne ces oxes soient constem- 
ment parallèlcB k eux-mêmes, les quantités e, 

c\ c", ne changeront pas, et la direction de l'aie du 
moment principal sera aussi invariable, comme la 
grandeur du moment qui s'y rapporte. Le mémo 
chose • lieu par rapport à un point fixe, lorsqu'il y 
en a un dat^s If système, et qu'on le prend p^ar 
origine des coordonnées j ce qu'où a déjà vu dans 
le n* 416 , relativement à un corps solide. 

699. Il est important d'observer quo lc!i termes 
provenant do Taction mutuelle du système disps- 
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r jîtscnt Jîins ?c9 seconds membres des éqaations (0) 
du n» 640, lors même que rintcnsilë de celle ac- 
tioa Tarie atec le temps , indépendammeut de la 
diitanes , «'«tt-è-dira , knwla» Ict cmupotMÂm de 
ectte force rcnrertnent le temps t explicitement. 
Les équations (c), et, par conséquent, rinvariabi- 
lité du moment principal et de la direction de son 
axa, ml dono eooore lira diM cecti, <|ui se pié> 

sentf , p;ir cxçrnpîc , rjii.mr! Ir"; points du système 
perdent, sous forme rajonnantCf une partie de leur 
chaleur propre ; ce qui diminae, à distanee égale , 
Fintensite de leur aclion mutuelle. 

Ainsi, en faisant abstraction de Tactinn rlu ^oleit 
et de la lune sur U inaaae de la terre , et supposant 
^pM Rotra planète, BvIrefoUk l*éut gaseos, t*««t 
•oUdifiée par le refroidissement , sans perdre au- 
cune partie de sa matière pondérable , on peut <i<! 
aurerque,dan« cette transformation , le moweot 
principal dea quantités de MMUtanant de tout •«§ 
points n*a pas changé de grandeur, ni son axe de 
direction. Cette droite est devenue Taxe de figure 
de la terre, autour duquel elle tourne maintenant^ 
«I , dana cse iBonveaianti il cat «M d« voir (n* 886) 
foarona 

pow la talanr du moaient prineîpal ; • étant la yif 

tcaw angulaire do rotation , M la masse, et HA* le 
moment d'inertie par rapporta Vaxc de Bgure. Si 
tatefroidissement et la rotation de la terre couti- 
ttatataneore actucUemant, et qn« ton rayon dip 
minue en consé([uencc , la valeur de k diminuera 
dans le même rapport j à cause que la quantité y 
est constante , la valeur de • augmentera donc en 
raiaoninvane dn carré de A, et la durée du jour 

décroîtra proportionntllpmrnf nn rarrc' du rajon. 

Une diminution , due à cette culsc , d'un dix^mil- 
liontèaM tnr la durée du jour, supposerait un dé- 
cn» iaiei ncntd*nn vingUniiliioaiéniesttr la longueur 
du ruyon ; cl comme on est certain que le jour n'a 
paa «prouvé cette diminution depuis 2600 ans 
(n* 443), il en réanlte que le WTon meyeu de la 
terre n'a pas varié d*un vingt>miUioniéme , ou d'i 
peu près 3 mètres, dans ce long intcrvn!!(' de temps, 
par l'effet du refroidissement, si la tciupérature 
moyenne de la terre a'eat paa enoore parvenue à un 
dtetpermeuenl. 

Lci Ireroblemens de terre, les explosions volca- 
niques , le souffle des vents contre les côtes , les 
frotteneBs et lea prewioBa de la mer anr la partie 
solide du sphéroïde terrestre, répondant à des ac- 
tions mutuelles des parties du système, il n'en 
peut résulter aucune variation de la quantité y i et 
lea déplaeaaaens de eet parties qui ont lieu dans 
tontes ces eirconstancts , n'étant pas asses consi- 
dérables pour produire des cliunyemcns sensibles 
dans la valeur de k , ces causes diverses ne pro- 
duiront anom» altération appréciable dans ta sapi- 
dité de la vitesse «, ni dans la durée du jour. 

MO. Las théorèmes qui se déduisent des équa- 



tions (c) pevvmt ettooM •"lomear dPane autre 

manière. 

Observons, pour cela, quelBformnlel(f dy— yi.r) 

est Taire décrite pendant Tinstint dt , on la diffé- 
rentielle de Taire décrite pendant le temps I, par le 
ra^ veetenr de U pnjeetieu du point m anr le 

plan (]r^ x et y, en allant de Taxe dus • positiviO 
vers l'axe des y positives (n» 164). La formule 

— (Mdx — md») est de même la difTërenlielle de Taire 

décrite par le rayon vecteur de la projection du 
Bême pi^t M, iur lu plan dea s et s, en allant de 

Taie des m vers 1^ des » j et (yds — sdy) ex- 

priae b différentielle de Taire déerite par le reyon 
vecteur de le projection de ee point sur le plan 
des y et a, en allant de IW dei f vers Taie 

des M, 

Cela posé, oensidénma lea alrea eemn dm 

quantités positives ou négatives, seleii ^'ellea 

sont décrites sur chaque plan, dans le sens qu'on 

vient d'indiquer, ou dans le sens opposé. Soit -i A la 
somme dea aires décrites, pendant le temp; par 
les rayons vecteurs des projections de tous les 
points du Sfaldne, et asnUipttéea reepfctifenient 

par leni ntitHei, as', m", m/", ete. Appelem-i a' 

la somme des aires déorites sur le plan des « et ar , 

pendant le même temps , par 1rs myons vecteurs 
des projections de ces pouiis nialcricis, et multi- 
pliée aussi par leurs masses. Soit enfin — a" U 

1 

somme des aires décrites sur le plan des y et a , 
pendant ce tempe #, per lea rayom vectenie dw 

projections de ces mêmes points, nnillipliéea de 
même par leura maases. Ces trois sommes seront 
des fonctions de <, dont les valeurs ^'évanouiront 
avec eella irerieble, et qui auront pour diffénn- 
tielle» 

•j tU Sm {xdg — ydk-), • 

dK' =.1 iai {zds — «d»), 

lu vertu des éipiatïoos (cj, on aura dono 

iK = 9H, dx'^ eW, dk» as e^'di; 

et, en intégrant, ou en déduit 

K = etf a' = </tf a" = 

Donc, dans le mouvement d*un sy'.tt'mc criti^rr!-. 
ment libre, dont les points no sont souous qu'à 
leurs actions mntuellea, les sonmea des air» r»> 

présentées par x, x', x", sont proportionneU 

les nu temps employé k les décrire, et lea sounnee 

dwairaa décrites pendant l'unité de temps, con- 
servent leurs Tnicurs initinifs pendant toute la du- 
rée dtt mouvement j le centre des aires étant un 

45 
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pOMlifiief le centre de gravité du système, ou tout 
•titrc! point dont le iiMHiTenetti m4 rc«tUigm ai 

unitorme. 

CcttOTcela qve eombla le fTÉM^ A le cmn 

êtrvationdt* airts. Il a encore lieu lorsqu''il eiiite 
dans le système un point fîie vers lequel sont diri- 
gées des force» agissant sur un ou plusieurs des 
■leUlei, pourvu qae Vva prenne mien ee point 

fixe pour centre de» aires; ce qui rnmprpnrl le 
tiiëorème du n« 164, relatif à un point matériel isolé. 

Nous ferons remarquer que, quand i«s points «s, 
wff WP^^to*y lonmant dana na Biimo lens autour 
ducentrf Hcs nires, comme les centres des planè- 
tes autour du soleil, il en sera de même à l'égard 
de leurs projeotioiii anr lea plana dea coordan- 
■éaa; da aorta qm tona laa tomaa dea aamaa 

>i X , x', x", aoront le mAmeaigna : ila enroat 

«Il contraire, des aigaea diiTérens, et ces sommes 

pourront être des quantités positives ou n»-L'ntiTcs, 
lorsqu'une partie dft» mobiles tournera dans un 
sMiff el Pantre partie dana la aeaa opposé, eenune 
dans le mouvement des comètes autour du soleil. 

601. HaintpnHtrt, soient 0 (fi^'.t 16), le eciilrc de» 
aires, fixe ou mobile ; Ox , Oy, Os, le» directions 
daa asea icctangnbirea dea cootdoonéaa ; M et II « 

les positions du point quelconque m nu bout des 
temps t ri t -\-dt; P et P, les projections de H et 
sur le plan des .c ety. Le triangle HOH, sera Taire 
plane dderita , pendant Tinatanl dl^par la loyoo 
vecteur de m, rt il nura pour projection sur le 
plan des x et y, le triangle POP,, ou Taire décrite 
pendant cet instant , par le rayon vectenr da la 
piojaelUmdeniaiiroe plan. Les projectiona deXOlli 
sur les deux autres plans des coordonnées , seront 
aussi les aires décrites par les rayons vecteurs des 
projections de « anr cea plans. Il en aam àa waème 
pmir les aires décrites dans Tespace , pendani lon- 

]f,<i partie? itifiuinient petites cl'i ti-mps t, par 
les rayons vecteurs du tous les poiuU du sjstéme, 
«I araltipliées par lenra maaaea, on, antrenent dit, 
|MNir tontaa cas aires augmentées dans le rapport 
daa masses m, «i', m", etc., k Tuoité. Par consé- 

qocnt, laa quantités 7 * 1 7 7 fl"'on vient 
de considérer, sf^ront les sommes des projections 
de cea aires iniinimcQt petites , sur les trois plans 
deaooMdonnéaa; otlNmpoorra appliquer à eeays- 
tène d'aires planes et n leurs pro^lionay laa théo- 
rèmes des no» 276 et suivons. 

Ainsi, parmi tous les plans qu'on peut faire pas- 
aar par le point O, Il y «n a «n jur lequel la aonuno 
des projections des iiircs pianos, prises nvec les 
signes qui résultent du sens do mouvement pour 
ofaaoune d'elles, est un «m^ùrim». Si Ton désigne 
par ^ la valeiir de eetla aito «ijJwfl, on aoiu 

^s X* x^ x"« î 

al» ai OH «al la pcrpandieulaire à aoo plan, «I qu'on 
fasse 

*0H = C , yUU = C, xOH = C", 



un aura auaai 

X a" x'' 

Ofis € s — , cos C = — , cos C ' — . 
#• m 

Or, d'après laa valanra de x, x', x", ces fonnolca sont 
la nino «heao qno 

c c' c' 

cosC= — , oos<'=3 — , oosC" = — j (d) 

> > > 

Ci '''i <^''i >i étant les mêmes constante que précé* 
demment. Il en résiste doBO quo la direetiea ém 

plîin de l'aire llUurMia demeurera consta-tr pen- 
dant toute la durée dn mouvement , et que la nor- 
aialo k ce plan nwida pw lo «attiM dea aiiea cdi»> 
Cidera toujours avec Taie du noHMttt ptineqnl dea 
quantitéa de mounnient de tous laa pomla du sys- 
tème. 

On oonelut do là que dana le aouaenient de ioul 

système entièrement libre, dont les points roatériëb 
nesont soumis qu'à leurs actions mutuelles, il exista 
un plan, passant par le centre de gravité, qui de- 
nseure eonatamaent parallèle k lui-mèese, «t dent 

on peut| k chaque instant, déterminer la directioUi 
au moyen de» masses de tout ces points, de leur» 
coorduitiiéesi rapportée» au centre de gravité coaanw 
frigine, ot daa eieèa daa eompoaanlea do bon i4> 
tesses sur celles de la vitesse de ce centre. 

Ce théorème est dû à Laplace, qui n donné au 
plan dont il s'agit la dénomination de pian uspa- 
HM», et qui a prupoaé d*eB faire uaagn, ou Aatte» 

nomie, pour rapporter k sa direction constante les 
directions variables [n» S44) dea plans des orbites 
planètairea. 

Ma. C'est au plan de reri>it« du la terra, atk 

une droite menée, dons ce plan, par le centre do Sf>- 
leil et parallèlement a la ligne des équinoxes, que 
les astronomes rapportent les positions des astres 
ol lea dliactiona dea plana dans lesqaela Oa aa umu» 
%enf T.V-' Iiptique vraie et [n \]ç:nv âa i-rjuinuîfî 
étant en mouvement dans Tespace, ou détermiue 
lenra paaîtions, à un instant donné, en lea oomps- 
rant k celles dea étoiles j mais on peut craindre qas 
tes mouvemen» propres des rfnilps , qui sont in- 
connus pour la plupart, ne nous induisent en erreur 
sur les déplaccniena abaolus do Torbito de ta lena^ 
après plusieurs siècles; et, pour prévenir cet em* 
barras, il est bon de pouvoir assignor ao difOOltan 
\ruie à un instant quelconque. 

Supposonadoneque le plan dean ety aoit leplan 
de Técliptique à un instant ^onné , on , plus esaa> 
temeut, un plan parallèle à celui de cette écliptique 
et mené par le centre de gra viteO du sjrslème solaire. 
Pot le point O (fig. 117), nenona nrbitmirauiaal 
dansce pian les axes Ox et Oy; et d'apréaloacoor* 
données et li s ^itp«;ses actuelles de t>>u«i les points 
du système solaire, rapportée» aux axes rcctangu- 
lairea Osr, Of , 0«, et lea masses de ces pointa* 
posons aussi qu'on ait calculé les valeurs des 
quantités e, s*, e". Si Ott est la pcrpendicolaira au 
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plan invariable de 0* tyitème, et 
tion r)r rr pTrin mttc ctitA d«« # et f , Im éqn* 
tious doniiefont 

9 c' 

CM B0« = —, Ung £0x = — , (c) 

ee qni Ml flMnmilra le dUtedioa do plan invemble 
per re|»pettà Ml«i des * et y. laU poor en eeo» 

clore, réciproqucraeTit, la rlircctinn jbsnlnc du plan 
de récliptiqae, parallèle à celui dea x et y, il (tut 
•More qtt*!l «iite, tar le pim ioreriebtef une 
droite qui demeure constamment parallèle à eHe> 
métnp, et dont la direction soit connue à chaque 
instant. Ok étant cette droite, on coonaltra l'angle 
EO» à Pépoqne que Vun eemidére; do eet aii^ic, 
Joint b H0« et EOjr, on déduira Tangle EOK ; et les 
deux angles HOa et EOK. détermineront complète- 
ment la direction absolue du plan de l'écliptique. 

Or, reiielence d» plan iaverieble, dans le tys- 
tàme solnire, snppose, implicitement, que Ton fait 
abstraction de Vaction des étoiles sur le soteii et 
■or lea planètes, et que toutes les parties du sys- 
tèae aoot aorniiea nDiqmmeat i lenn actioM 
mtjtiti-!lc5. Mais, dans ce cas , le mouvement du 
centre de gruvilô 0 est recttligne et uniforme; par 
eenséqueut, à moios que la direction de ce mouve- 
ment ne soit Mtetenent paifendleolafa* an plan 
invariable, on nnm nnf r!roite OK, toujours paral- 
lèle à elie-méme , en projetant sur ce plan la droite 
^ décrit le point O dam reapaee. On ne voit pas 
une autre ligne qu'on pttieae prendre poork droite 
OIL; mais pour faire usat^e Hç ctlli; ([ue nous îqdi- 
quoiu, il faut qit'oa ait préalablement ddiennind, 
par robeerfaliiHi, la direction dv nonvenentdn 
centre de fra^ld de notre anivers, qno nonann 
connaissons encore que très imparfaitpnient. 

En comparant les valeurs des angles HOx et E0&, 
ddtarminéw à deiu ëpoqnea diffdrentea, en eonnal- 
Ira les de'placemens réels de Técliptique qui ont eu 
lien dans rintfrvnllc . et que !r ^rril angle DO*, in- 
cUnaisoa du plan mobile sur le plan invariable, ue 
OTttr^ paa penrdétfltaiaer eomplétenMnt. Tont»- 
fois , si les quantités c' et c" sont très petites par 
rapport à «, l'angle HOi sptb ansii très petit, et de 
trèa petites différences dans les valeurs de e' et a'' 
M pradniroirt de tria grandea dana leavalennde 
EOx, et , par suite, de Taogle EOK ; en sorte qu'il 
paraîtrait, dans ce cas, que l'intersection OE de l'é> 
idiptiqoe et du plen invariable aurait éprouvé un 
déplacement très conaidéraU* anr co plan, ■aia, en 
général, ce dépbfrmpTit ne «(frait pns réel - cnr les 
petitea différence* des valeurs de e* et c" provieo* 



dront, en finuAt IMVtin, dea errenra iad«ît 

dans les observations qui sriTent fi drf crminrr cet 
valeurs , et des quantités qu'on est obligé de né^ 
gliger en les caleolaot. 

Au reste, quand rangleHOa est trtb petit, c'eaU 
à dire , quand IVcliptique est très peu inclinée sur 
le plan invariable, l'angle £0K,, qu ou peutalora 
trèa difleilenwnt déterminer, n'a que très pend'in» 
fluenoe ant la direolion waie dn plan de l'oibite dn 

la terre, 

663. Le nombre et les masses des comèiei noua ■ 
dtant inconnue , on «era obligé de négliger lea ter* 

mes qui leur correspondent dans les valeurs de a, 

o'. c'', relatives au système golaire: mai «i le^ valeurs 
de c, c', c doouées par les formules (o) seront très 
peu eltéréea par cette omiaaion, m la petileaae dn 
ces masses, et parce que les termes de ces formu- 
les, qui correspondent aux comètes, se détruisent, 
eu grande partie , par l'opposition des signes 
(o*M0). 

On rnlculera de In mnnière snirnntr îe"; parties 
de C| c', o", qui répondent aui soleil, aux planètea 
et ans aatelHtea. 

Soient H la maaie d*an de cea cerpi, et dmVÛé» 
ment de cette niasse, dont sr , y , s , sont les coor- 
données rapportées aux axes 0«, Oy^ 0«. Appelons 
f 1 , yi , jsi , lee eoocdenaéea dn oeatre de gra- 
vité de H, par r op port ant mêmes axes, etx„ y„ m„ 
les roordonnées de dm, rapportées à des parallèles 
à ces axes, menées par ce centre da gravité j de 
sorte qu'on ait, à un inatantqneleonque, 

* = ar, + x^, y = y, 4- y,, * = 4. 

ds dsi ds, du difi dy, dsi de, 
«""^^*'dï ~l?"'"di*(S^d*"*"dî 

* 

t'origino dea eoerdonnées x^, y^, a,, étant au ea!> 
tre de gravité do a, on a 

et, par couséqurat , 

icntlln.D*apr4a 

ds 

cela, si l'on substitue les valeurs de «, — , 

dit 

dy d» 

— , — , dans U première équation (c) , et qu'on y 
dl dt 

change m et S en dai et /, on trooto 



= «(-^-^)V("i-*-î)*- 



m fni menCie qot In moment dea qnantitii de 1 mouvement du centre de gravité de B , et est la 
mouvement de p.ir rapport & l'axe 0« , se com- 1 nCaa que ai eeiie maian liait eeneentidn «n on 
poae dedenspartiea:Upremi«renedépendqnedu \ point; h aecende «at indépendante doeei 
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I «I II nlnw qm'ti le centre de graTilé de V 
rfletteil repos, et que Taxe Os fût transporté en ce 

point, parallèlement à laUmême. Le oiêmc résultat 
•'applique auk quantités c' et e" , et a encore lieu 
p«r rapport & on axe ( 



d'inertie 



■iinteneat, «oient A, B, C, les 



de S, per roppert à set (n»ii oiee priàeipaux qui «e 
coupent à ton oeatro de gievitié} pi g, r, les cob« 

posantes de vif esse angulaire de rotation, rHa- 
tivet aux mêmes axes} A, fi, t, 1m «ogles que font 
leurs direetieneavee uneperallète à foM 0», m- 
née par leur point (PtoterMCtiott ; d*e|itèe oc ip^«ù 
a vu dao« le n» 409, nowavrou 



— — f j — 1 dm — Ap cos A Ba cos |« 4" ^ ' > 

> ét A/ 

pourlo tnonwnt, par rapport à eolto |Mnll*le, des i proTOnant de m rotation antow de ion oenlio do 
qmntUii do nowroment do teuo le* pointe do Mf | gravité. D a*on anît qnola valeur noniptèto de e Mn 

• = (*»^| — y, ^) -h Z(A^ oea A + Bf eoa Cr co. »)» if) 



les deux sommes Z s'élendant au soieii, à toutes 
lea planitea et à lenra aotoOitao , et ao eonpoaont 

par conséquent de 30 termes. Or, les rapports de A, 
B, C, àM, dt^pendaut de la constitution intérieure 
de ce corps M, ils nous seront, sans doute, toujours 
inoonnua t noua aavena aenlement que eea trois 
rapports diffèrent peu Tun de Tautre, à cause de 
la forme à peu près sphérique des corps célestes ; 
et qu'ils sont moindres que si ces corps étaient ho> 
aaogènea , poreo que lea denailéa deaeonehaaeen- 

cenlriqiies vont en décroissant du rrnt rc n In ■;iirrace 
de M. Il serait donc impossible de calculer la valeur 
do e, et de même les valeurs de e' et e'', ai Ton de- 
vait avoir égard à la partie de obacuoe de ces quan- 
tités, qui jirovipnf Hc la rotntion rlf^ rnrpj célestes. 
Mais quelles que soient la forme de M et sa consti- 
tntiott intMoare , la partie de Ajp eea a -|- cos ^ 
«l» O cos r, quieatdue & Tétat initial de ce corps 
aoltdo , demeure constante pendant toute la durée 
de son mouvement (n« 416) ; en sorte que celte 
qomtité no pont varier, pour ebaqno eorpe céleste, 
qu*à raison dea atttnotiooa doa wtioa oorps, en 
tant que leur résultante ne passe pas exactement 
par le centre de gravité de X, c'est-à-dire, en tant 
qn*ollaa a*osoreent aar ta partie non sphérique de 
n en résulte que pour chaque corps céleste, la par- 
tie Toriable du second terme de la formule {f) est 
très petite , et peut être négligée par rapport à la 
partie d« pcomier toraao, rdativo en mémo eorps. 
Ainsi, par exemple, en désignant par h le rayon du 
f^loBe terrestre, par m la vitesse ouculeire Hp son 
mouvement de rotation, qui a hou autour de son 
ose de flgnro, et par # l*onglo qne bit oet «se avee 
la parallèle à Taxe Oz, le second terme de la for- 
mule (/)| qui répend à la terre , aera moindre que 
SHA* 



5 



••oof^iquien 



,aitaten«dloit 



hoau^èno; ooient aussi p et • le rajon moyen de 
Torbito do ta terre ot aa vitoaio moyenne dana son 

moDvçTitent riiiuii?! ; le premier terme In for- 
mule {[) relatif à la terre, aura par conséquent llf*l 
penr valonr j or, si 1*010 Oj est perpcndienlairo «a 
plan do eolto orbHOf ouqnd oao t roprésentom 



I obliquité de i'éciiptique, on verra qu'une varia- 
tion Âa cinq degrés dans la grandenr do oet angle, 
ne produirait pea une variation dana la valeur do 

— - — • oos 1", qui amt on eent-millioniéniedeta 

o 

quantité Mp>t. On s'en assurera, en observant que le 
rapport de « à I excède à peine 366, que celui de f 
à AeatenvironMOOO, étrangle 1, 4 pe«ptAaS3»t9. 

II en sera de niêiue û Pétard de toutes les autres 
planètes. Par ropport au soleil, il y a lieu de croire 
que lo partie variable du second terme de la forranle 
(f) qui lui correspond, etttout'è-feit inaonaibleiè 
rnuse de -ia forme spiMMque qui résulte des obser- 
vations, et que Ton peut aussi supposer i ses con- 
ches inlérieurao, àrauon de la petitesse de la feras 
centrifuge eempaféoi la pesanteur, dans lea diS^ 

ren# points fie re corp« (n'> 'Jô'»' ; tl'ou l'on conclut 
que la résultante des attractions des planètes doit 
passer constamment par aon oentro de gravité , et 
ne prodoiro aueune perturbation dana oon moov^ 
ment de rotation milour de ce point. 

D'après ces considération», si l'on fait passer 
dans le preodcr membre de Téquation (/"), le hk 
oond terme do son second membre, on pourra 
comprendre Han^ la constaute C} le partie invariâ- 
ble de ce second terme, prise avec uu signe con- 
traire i et en négligeant aoulemont sa partie vari^ 
ble, et opérant de même aur loo équntiona qat 
donnent les valeurs de c' et o", on aura , avec une 
approximation bien supérieure i celles des oiaei' 
valions, 

664. ht» coordonnées jtj , yi , «i , qui entrent 
dana oea fonnuloai ont leur origtno au eenbe de 
gmvilé du ayatémo aotairo; pottt plus do < 
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dtté , il est bon de i« tnmpoiiflr ai» centre de gre* 
TïU du soleil. 
Vtonr eeta, leieal y, ft, leeeeerdooaéetde ee 

point rapportées aux mêmes oxc* que Xi , yi « <i ; 
appelons y , y, s , les coordonnées du centre de 
gravité de H, rapportées à des axes parallèles, pas» 
aant pat le centre de giavild du solril } noni ev- 



Mt = m — g, f I = f <— «I = a — A; 

en substituant ces valeurs dem k preotUre équa- 
tion {g)f elle deviendra donc 



e 



dx f dh dg. 



4jf dx dg dh 

dt dt dt dl 

et Ton transformera de même les expressions de c' 
fll tf*. D*aiUeDr«, Terigine dea coordennéea , 
9i , Si , étaat an centre de gravité dn tyattaie, on 
en conclut 

fSaszsSKx, AZHsXly, AXl^Zffls, 
el} par eonséqaent, 

df ds dh dg dk dM 

— XH=SH — , — 2M=2M— ,— 2a = 2M— . 
dt dt dt dt dt dt 

Av moyen de cet équetions, f élimine 9, k, A, 

dif dh dk 

— , — I —, des expressions de c, c', c", qui de- 
dt dt dt î » »-» 



^ dt dt/ 

\ t àrj ds^ 

— —(21s . Zli 21y .211 — ) , 

XI V di dt/* 

y ds d»^ 

•'sa aM{ S X — ) 

dt dt/ 

1 / 'ds <fsx 
(2I*.X1 Xi#.21~ ), 

211 ^ dt dt^ 

e"=MlCy--s-') 
V dt dt^ 

1 / de 
(2gf .21 



dyv 

21a. 21-) 

dt/ 



rr? ronrrîonnî'fs r, 7, s, rlti rentre de graxité 
de chaque planète ou satellite , et les coropMantn 
dm d9 d* 

—, —, — , de ia vUeiie, ponneat être reguw 
dt dt dt 

déei eoonne dea dennëfla de felMervetieii ani dif- 
férentes époques pour leaquellei on veodra calcu- 
ler les Toleiirs r!i~ c\ c", et , p«r sotte, les an'.'lrs 
AOaet £0* relatifs à la. direction du plan iiivuria" 



ble, au moyen des équations (s). L'origine des coor- 
données étant actuellement le centre du soleil, les 
toeamea 2 qui 1*7 rapportent , ne cooliendront paa 

la rnnsse An soleil, laquelle se trouTero seulement 
dans 2M , et rendra cons('quenimcnt très petit le 
second terme de chacune des formules (A) par rap- 
port an ptemier. 

^ lY. Principe» des forces vives et de ia momdm 

665. Lorsque les équations (3) du n» 532 ne ren* 
f e r m èrent paa le temps explicitement , on Mtiifera 
aux équations (3) du même niimcro, en prenant 
pour fx, Jy, t^s, Jz', etc., les (lifTôrenticlicstljr, dj/, 
ds, ds\ etc., relatives à cette variable} car alors 
eea deruiérea éqaaUona deviendront lea différée- 
tîdiet eoaplitea dec premières 1 «avoir : 

dL = 0, dV = 0, dV* = 9t clo« ; 

et lea quantité L, L', L", etc., étant nulles perkf' 

pothèse, pendant toute la finrée du mouvement, 
Ictirs dilTérentieiies complètes, prises en considé- 
rant X , y, s , s', etc. , comme des fonctions de I, 
sont eussi égales k 0. Heïs si L, par exemple, ren» 
ferme le temps eaplieitement| sa diffétentiello 
complète sera 

dL ifl. dL 
dL = ^d» + — dc + — dy + ac; 
dt dm djf 

et en prenant 

tx — dx^ ty — dj/, tz = d», = rfx', etc., 
la première équation (3) ne s'accordera avec Téqua» 
tien dL=0, que poor les talctirs partienlièreade t, 

dL 

s'il en existe, pour lesquelles on aura ~ = 0. Je 

supposerai dans ce qui va suivre, quf Irs (Condi- 
tions du système de points matériels m, m , m ', etc., 
exprimées par les équations (2), sont indépenden* 
tca dn temps les quentltés L, L', L",cte., seront, 
d'aitleur», des fonctions quelconques des coordon- 
nées de ces mobiles t qui ne contiendront pas seu- 
lement leurs distances mutuelles , et le système 
pourra renfermer des points fixes et dea points 
sujettisà demeurer sur dea surfaoes OU sur dea 
courlies immobiles. 

Cds étant, si Vùh substitoe lesvaleura précé- 
dentes de Ix, ly, etc., daua réqttation(l}dtt nu- 
méro cité, elle deviendra 



2« 



/d* r , . y , d* m , \ 
\dt* ^ dh / 

= 2m (Xd» + Yéty + 



Su appelent «, e*, e^, etc., les vitesses des points m, 
ri\ m'\ fir , au bout du temps f, OU aora, relative- 
ment au point quelconque m, 

d«> dy* ds* 
df ^ df ^ dit 
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•t «n différeotMot pat rapport à ^ il eo rdsnitera 
1 



Al ' A> ' ' A* 
TéiiMiioo prdeMant* m edl»«i 

• Sm (Xds + Ydy + Z<f«). (•) 



KaiulencQt, si les points du système sont attirés 
on repooMës pir des centres fixas, et que cas fwees 

soient des fonctions quelconipMtde la distance, la 
formule Xd!jr -f* + Zd« sera une dilTérenlielIe 
esacte (o« lQ8j, pour chacun des mobiles en parti- 
euticr. Si les points «, «»', m", etc., sont, en outre, 
soumisi leurs actions mutuelles, dont les intensités 
sotpnt Hii!,«ii dps fonc tions de la di.stance , et qui 
•ati^rasseiit à la loi de la réaction , égale et con- 
traire k ratition, la somma daa «{oautilés Xia + 
Ydy + at l'da'^. rdy + Z^^t *«l«tives à 
l'action muttiellc de m et m', sera encore une difie- 
reotiellc exacte (n« 34^) \ et de même pour toutes 
les antres parties de b somma S « prises deux à 
deux. Il suit donc de II que s*U n'y a dans le sys- 
tème auonoa force dirigée vers un centre mobile 



étranger, qui introdtiirsit le temps t dans les ex- 
pressions de X , T, ete., ni aoema ><s î almme dW 
milieu, pour laquelle ces exprassiana renfersm 
raîant les Titessrs des mobties, et que les points 
a», aif, as", etc., ne soient sonmis qu'à lenrs actions 
mutuelles , et k des atlmetînoB av répuWana éma> 
oantdai 



{X4a+ T4ip + a, a«, al«.) } 



a désignant nne fenetion donnée dea 
dem, ail, m", etc. , qui ddpemkn daa lakdacas 

forf^fs cti fonctions des distances. 

Alors , en intégrant réqnation (a) et désignant 
par C h eanatanta arbitraim, i 



= C + 2a (», y, s, y, etc.). 

Pour éliminer C, soient A, k\ i", etc., les vitesses 
initiaiea dem, wf^ wf^ ela. ; ddsîgneas par &f «i 

les coordonnées initiales de m, par a\ b', c' , cellas 
de m', etc. \ ou aura à l'origine du mouvement 

%mk» = C <4> t» («f e, a^, «*o*)f 

et en retraiMliaot cette équation de la précédsali, 
il en résultera, à un instant quelconque, 



— Smfti = 8f (#, f , etc.) — tf (a, *, a, •'). (») 



Les quantités Tmv* etlmk^ sont les sommes des 
forces vives de tous les pointa du système à cet 
instant et è l'origine du mouvement ; cette équa- 
tion signifie done que in diffdrenea de ees deux 
sommes ne dc^pend qne des coordonnées des mobi- 
les , à ces deux époques , et nullement de leurs liai- 
sons ni des ebamins qn^ila ont suifis pour passer 
da leurs positions iniliales b aoUaa qn*ila oeonpent 

su bout f\\\ IrmpS #. C'est rn rr!n ijtir- rorisistf In 

loi du mouvement, à laquelle on a donné le nom 
de priHcip» iÊêftftûêt w^ât. 

666. On an déduit oomma coiiséqiMnaes immé- 
diates , 

l" ^ue la somme des forces vives est constante, 
tontes les fois qne las points du système ne sont 
aenmisl anoma ferea motriea,et que leurs vi- 

te«ises np ynr'tt^vi, fin grandeur et en direction, qu'à 
raison de leurs liaisons mutuelles , onde Tobliga- 
tfam où ils peuvent être de se mouvoir sur des rar* 
r.ires ou sur des courbes fixes et données. 

2* Qnf «ii InTis 1rs points du svstcme occupent 
les mêmes pokiiion» k deux époques différentes, les 
aammes de laors forées vives seront eussî las m^ 
mes k ces deux époques. 

Les forces qui produisent le choc des corps do 
nature quelconque, étant les actions rcciproques 
de laws moléenles (n*664), il s*ensnit qne Téqua- 
tiou [b) a lieu pendant tonte la durée de ce phéno- 
mène. Or, duns le choc des corps doués d'une 
élasticité parfaite , on suppose que les mobiles re- 
pvnnncnt euetemeot, après la parouMÏon, la 
forme qu'ils avaient auparavant, et que tous leurs 
points reviennent i leurs positions primitives; si 
I a llan effectivement pour deux ou plo- 



dit , il n*y aura 



sieurs corps de fomie quelconque, lorsqu'ils com- 
mencent i se séparer après s'être choqués, la 
somme dea foroaa vives de tous leurs points scm la 
mémeà ael Instant, qna deaa lap t ami m 

(!r In prmis^ioii ^ rm . mitrrmrnt 
aucune perle de force vive dans le système, ainsi 
que nous l'avons déjà va (n» 301), dans le cas pat» 
ticnliar de dans spbéraa lîaaMgiaes , dnnt lea can» 
irrs 5c meuvent suivant une même droite. 

&67. Si l'on représente par & la force d'attraction 
on de répulsion qui émana d*iin centre fixe , et agît 
sur le point , et qu'on eppelle r la distança HM^ 
tuelk de cm dons points, an aura (v> 168), 

m(Xd. + T4, + Xd.}»:fcM^i 

le signe sapérianr ayant lien dana la ona dé la fatoa 

répulsive , et le signe inférieur dans le cas de la 
force attractive, et R désignant une fonction don- 
née de r, que Ton regardera toujours comme une 
qwmtité paritiva. PareanséqMOt, ailadistaiiear 
esta b Poriginn dn mouvenicnt| al « na 1 



temps t , on ama :i: pov I* variatîan 

de la force R, pendant le temps t, e'ost-è-dtre, 
pour la partie du second membre de l'équation (è), 
qui répond b eatteforoa. torsqn'alle satn répahiva^ 

il y aura donc augmentation ou diminution de 
force vive, selon que la distance r aura augmenté 
ou dimiuué; et le contraire aura lien quand la 
Ibioa ft sera nllmativa. 

D'après ce qu'on a tu dans le ."î-lfl, tl en sera 
de mf nie à Tégord des actions mutuelles des points 
du système; et, en effet, si rona^»elle. 
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àtuê 1« a" 6â6, F l'actiuu mutoelle de m et m , par exemple, U dUtaDoe 



oatnra 



iqwlafoiwf MM 
èoraieda 



en ttinetif*; 



fd^ E= (x* — x) (d« — <Lt') 
U «a réeiiUen dono 



pour b parti* dn MOOBd — i w» d« l'équation (o) , 
qità idfMMd à U Cmtm F, et pir «mudqiiMt, 



^ ^''f P^**' v*i'>ot>on de la force vive da 

iTstéme qnt produira cette force, pendant que la 
distance f passera de f =• ■ f =v* Le signe supd- 
rteiir ayeat lien dene 1« cm d*«fi action tdpttlaivc, 

et la quantité F étant toujours positive , on voit 
qu'il y aum augmentation on diminution de force 
vive, selon que l'on aura u > « ou h < • , c'est-à» 
dtre* eelea qvc la distance f awa aogimtttd on 

diminur • nu en conclut, par eiemple, queTnction 
mataelle des mol^ules d'un gas qui tend à aug- 
■Mnlcrlaun distances mutuelles, produit toujours 
une augmentation de fovea vive, dans le sys- 
tème dont ce fluide fait pnrttB, lorsqu'il se riilntc 

effectÏTement, et une diminution quand il se con- 



dense. Le signe inférieur aura lieu devant la quan- 
tité précédente , pt la forrp F produira dea cffeta 
inverses, lorsqu'cile sera attractive. 

Oa Toil meore qu'an poide F appliqué k oim 
machine ou à un systF^mr qtirlmnque do points 
matériels , y produira une augmentation de force 
vive , exprimée par le produit en s*abaiiMnt 
d'une hauteur verticale h, et une diminutico é(!aln 

aussi à 9Ph , en s'élevant dv la mpnip linutrtir, 
quel que soii d'ailleurs le cUeniin , en ligne droite 
OU emirbe, qa*!! wim dans cet dens eai. 

H68. Si le point «s est assujetti k demeurer sur 
unesurfare mobile, et que L — 0 soit Téquation 
de cette surface, L sera une fonciiou donnée de 
* , y , s , I. En appelant H la «dnatanca dnoetta 
surfilée, dirigée suivant tincdes deux partiaa de la 
nonnaie, et en faiiant , pour abîmer 

u en résultera 



di. 



«XssNV — , esTssKV — , 
4» éf 



dl 

„v_. 



pour les composantes de cette force inconnu R. 

T pnrtip du second meuilirt- de Téqnation (n)qtti 
rt-pund à cette force, sera donc 



(dl dl dL . 

- d* -i- — d|p + — d* ) ; 
d» djp da y 



en dilEfoetttiani «omplttanciit Td^- 
LsOiparispporlèt, «ff, a, on a 



A dL dl A 

— dt -\ dx + — dy -j (fs S 0, 

d< djs djy da 

«n voit catin partie pe«( m iddoira k 
dL 

* nv — dll, Foor avoir énrd à la ferea R, dans 
ét 

la calent do 11 force vive du système, il faudra 
doM ajouter le double de IMotégrale do cette 
qtuntité au second membre de l'équation (b) j par 
conséquent , la variation de force vire, qui sern 
produite par la force S , pendant le temps I, aura 

/dL 
nv — dii nni^iale étant 

priée de SHnièra qu'elle Mit nulle, quand fasO. 
Cette vtrialion ponmi Mre pwltivo ou nd^tivo, 



dL 

selon le signe de — , et selon eelnl do V, qui dd- 

di 

pendre du sens dans lequel la forée H s*osereera. 

La '^rundetir de celle résistance N dépendant en 
partie de la force centrifuge du point m, pour la 
connaître et calculer en conséquence la valeur de 
l'inldgrale précédente, 11 iiiudraqoe la vitesse du 

point met sa trajectoire aient été préalablement 
déterminées; ce qui suppose le problème dont on 
s^occupe résolu en ce qui concerne le point m. La 
variation do Csroo vivo produite , par cette force 

inconniip , pp scrîi pni iiufi"[rfTir!;intp du rticiiiin 
que ce point m aura suivi eu allant d'une position 
k une antre ; le principedes isrees vives, tel qu'on 
l'a énoncé plus haut, n'aura plus lieu ; et , en effet, 
sa démonstration stiy^pnsp que Téquation i*ssO| 
ne contient pas le temps i explicitement. 

M0. Ce principe n'aura pas lieu non plus, qooi> 
que hiMifoee ihwt L^O aai rdqattimaottlin- 
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mobile , lorsque Ton aUn iguri wn fMlleiMnt du 
point «contra cette turfaee ; ta «eiittion de Torce 
yiwe produite par le frollement, dépendr» Jo la 
pression , qui est égale et coutraire • la Torce iu- 
coDDue M ; on ne pourra donc |io»eateuler, d priori, 
U grandeur de celle Tariaiion; neit il est facile 
de prnuvrr que TefTeldu rroUement i«m toujours 
une diminution de force vive. 

En effet» heenieqne le frottement est propor* 
tionnel à Upresiion , on pourra rt-prosenter celui 
(lu point m, contre la surfan- fli iil rëquation est 
L=t», par fN| en désignant par f une fraction 
donnée <j*li len une quantité poûtive , einti que 
rïneonnne H. De plus , la direction du frottement 
(<t.ti!t liiHL'fiitc à lu traje- <iiir«> du mobik , et dirigé 
en sens contraire de sa viiessu, si Ton appelle * 
rmrcddorit par le point M pendant le tempi #• tei 
eofltpoientM de le ferm /H , seront 

-/H-, -r»-, 
d« ctr dff 

pnrnllLlement aux axe» des r , y, s , Jonc , b cause 
de ds* t^* 4- di* z=dê* ^ le terme du second 
membre de Téquation («), qui provient de cette 
force, se réduira à —pidt ; et il en résultera , 
dans le second membre de l'e^quation (&), un terme 

2jpkdê^ dao* lequel on prendra l'intégrale de 

lière qn*elle t'étranouiite eveo «, et qni «spri* 
éTÏdemment une diminution de force rive. 
Ce résultat conviendra également au cas où un 
corps du système glissera aur l'autre : en prenant 
pour d» rélénent de le courbe décrite par leur 
poiut de contact en Tcrtu de ce glissement, pour 
H la pression réciproque de ce» deux corp» , «l 
pour l'un coefficient dépendant de U nature de 
leur aurfaee , ta quantité — 2jf^dM exprimera en- 
core la diminution de force vive due à ce frotte- 
ment. 



produira attstî 
force vive, qui dépendra de k vitesse dr» mobile». 

Ain»i, les frotlemens des partit'^ d'uTi système, 
entre elle» ou contre de» obsUcles tixc» , et le» 
réfistanccadu mSieu qne lea mobiles travertent, 
diminuent eontinneilement la somme de» forcée 
TÏvcs de tous cescorps^et r'rst de cette manière 
que ces forces finissent toujours par réduire au 
repos le système entier, a*il a été mia en neuve» 
ment, puis ensuite abandonné à lui-nième, sans 
être smimis^: à d'autres forces motrices qui puis» 
sent reproduire incessamment les forcée vives 
détruites par ces résiateuees. Cest ce que fait« 
par exemple, la force du ressort dans les [lendules 
ordinaires : son action restitue au corps oscillant 
U force vive qu'il aurait perdue aans oeta| è 
elieqoe retourà ta verticele, et le feit einsi remoo* 
ter ronstamment a la même hauteur, malgré U 
résistance de l'air et les frottemeos. Dans le» bor> 
loges à poids, ta force vive perdue est restituée en 
penduta par un poide , qui descend un Inot soit 
peu pendant chaque oscillation, 

670. Si Ton représente par 't , y* « as , les 
coordonnées du centra de gravité dnajatéaradcs 
points matérieta m, aif', etc., à un instant 
quelconque) et qu'un Urne 



'(» 'I* 



de eortn que 

du point quelconque m, rappottéotà ou OMlm 
comme origine , on aura 



Sas — sO, 
età oanteda 



il «o résultera 



J«i— =0, 



ds, 

X» — = 0, 



ig% 4- dy* + de* 



di* 



Oo verra de mémo que la idsistanee d'un milieu 



= (- 



ds^ + dy,« 4 di» 



dt* 



dr> 



ou, co qui est la même chose , 

en dësi-nanl par v, lu vitesse du centre de gravité 
et par», la vitesse du point m dans aon mouve- 
ment eutouT de ce centre. Par conséquent, on 
aura la sontme des forces vives absolues do tous 
les points du système, en ajoutant le produit du 
carre de la vitesse de leur centre de gravité et de 
ta somme de leurs messes , k la somme des forces 
vives de tous ces mêmes points dans leur 
ment relatif autour de ce centre. 

D'après ce théorème, si l'on appelle m la 
deVun des corps célestes, V ta somme des forces 
vives de Imis ses points duns son niouvotnent de 
rotation autour de son centre de gravite , et qu on 
désigne par u la v itesie de co centre dans Tespace, 



on aura U + mu* , pour ta aomnw des foroes 
absolnes de m. En appliquant l'éqnaltan(l) 



au systAmo sotairo, on aura done 

XD^. Zmh> = D + 8t(#, fi «» •*«.)» 

les sommes 2 s'ctendant au sotaU , aux planètes, 
aux satellites , et même aux comètes , si leur» 
masses étaient eonnucs; D étant une constante 
arbitraire dépendante des positions et des vitesses 
de tous ces corps à on insUnt donné ; et s dési- 
gnant une fonction ntative à loura ettracttaM 
mutueUee. Bu vertu du même théorème, on «m 



ïwiis = V» 2i» + 2« \^ ^ J* 
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M déiignant par V !• vileiM du ««ntra de gravité 

du système solaire dans l'espace, et par x^, y„ m„ 
les coordonnées du centre de figure <ie m, rapportées 
kee centre de gravité oontma origine. Par consé- 
fnal, Téqnatieii dea fmcaa vhaa det ieadra 



) 



= D + 2e (*,3r.*,*', etc.). (c) 

obtenir l'expression de la fonction f , ob- 
servons qu'à raiaott da la foma à peu préa «plié- 

riqiie des corps cdiestes, et de lu petitesse de leurs 
dimensions par rapport aux distances qui les sé- 
parent , on peut lea eanndérereoniniedes masses 
lénBica à leurs centrea de gravité (no S4S). Soient 
donc/Tintensité de Tatlraction universel lr> h l'n. 
nilé de distance et rapportée i dea masses prises 
pe«w nnitdi « et a/ laa maMea de deui de cet corps, 
et f la diakauce de lenn centrea de gravité ; leur 



allraelioa mutuelle aera ' , et le terne eorrea- 

pondant de la fonction a aura pour vakur 



d'où il réaultem 



yi *'i 



etc.) = — S —, 

r 



complète , b somme S t^étendant 
à toua lea eorp» célestes , pria deux à deux. 

Observons maintenant, pour simplifier Peqda- 
tiMi(c), que si l'oa ne tient pas compte de l'action 



dea étoilea aur lea eerpi du système solaire, le 
mouvement de son centre de gravité ealreetiUgOtt 

et uniforme , et la vitesse V, une qn:tntit<5 con- 
stante; de plus, abstraction faite des perturbationa 
du mouvement de rotation de ebaeun dea eorpa 
célestes, qui proviennent des attractions de tooa 
les autres sur la partie non sphérique de celui que 
Ton considère, la quantité U eat aussi oonatante 
pour ebaque eorpa en particulier (n* 419) ; ai donc 
on néglige la partie variable de ÏU, et qu'on 
mette une outre constante C, à la phcn (]« 
D ->2mir — > V< 2n , réquation (c) deviendra 



Si Ton veut transporter l'origine des coor 
nées au centre do figure du soleil , on désignera 
par 9 , h, A , les coordonnées de ce point^ dont 
l'origitte eat au eontra de gravité du aralèmeao- 
laire ; par x, y, s, les rnor 'années du centre dent, 
rapportées à celui du soleil , de sorte qu'on ait 

pour lea eoordoanéea du enitra d« m , dont l'ori- 
gine est au ceutru de gravité du aystémo. Don 
réanltera 



dij dx dh 

df di d» 

et à cause de 



dg dk 4m 
2»— ♦ — Xai=:X«'; 
df 4i it 



df 



) 



dg 49 dk d§ dk 4m 

•-2 — 2» 1 — ïa» Z-^lm — 

dt it 4t 4i dt 4i 



dg* -f- <tt« -I- dk» 



Jas, 



rdquutiea (d) m ebangen eoeetl»«i 



dg dk 

■prèa rélimioatioD dea qttantitêa~, — , — . 

a d$ dt 



Les 



2 , eieeplé 2m et 3 — , ne com- 



prendront plus la masse du aoteil. On peut aussi 

I les tsmMSfdatila à eet 



astre, lesquels sont 



■m' Im" 



en appelant M la masse du soleil, et r, r", etc., 
les dialanees des centres de m, m', m", ete. , en 
centre de S. De cette manière TéquaUen des forées 
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appliqué* «o tyii<hB««ol«iro, éevicadmlMlMBeat 



tes (nmiTir; "S ne «"étendant plus qu'aux plonùtcs, 
•ax aatcllile* et aux comètes , lUI ett possible ^ et 
Torigine de Irait «oordouén étant «HoeHeaicnt 
su centre da aoleU. 

ffono ferons reroarqiifr, h celle occasion, que le 
moyen le plus direct de «avoir si renscmble des 
■ctioM dM ooBiAtes exwM ubc loflnraw tMWibto 
dao» le •jrtième du monde, serait de calculer|àdM 
Roques éloignées Tune de l'antrr , b vnictir de la 
quantité C, déduite de cette équatiun , d'uprès les 
viteMM relatives, le* distances natuellee, et les 
nesset des autres corps célestes , à ces différentes 
époques : si Ton trouvait des valeurs (!•> C sciisililc- 
ment inégales, on pourrait atlrii»ucr leurs varia- 
tiemàTaction des oomite», en négligeant tonjourt 

Faction des étoiles, et en siippoisaot qu'il ii"y ait 
eu ni choc, ni explosion duns Tintervalle ; car on 
Terra bientM que les changemens brusques de vi- 
tetse altèrent la somme des forces vif es dn »js* 
tAnu' , rt fnnt changer, par conséquent, la valew 
de la quantité C. 

871. n^après ce qn*o& a m dans le n° S47 , la 
fonetion désignée par e dans Téquatton (i), est nu 
masimum ou un mmtimns pour les vah-urs des 
coordonnées x , y, « , jt', etc. , qni répondent h une 
poBÏtion d*éqnîlibre du systèmi-; il s^ensnit donc 
qnein aomme des forces vives de tons ses points 
cesse d^augmenter ou Hp (iiminnrr, toutrs les fois 
qoe le système, pendant son mouvement, passe 
dane vnn pontion on il demeurerait en équilibre , 
lifte peinte n'avaient pns de vitesses acquises ; et 
comme ]es maximei et 1rs m-tnima «le cettf fnnrîl in 
du temps devront être ulleruaiifs, il en résulte aus»i 
qne les positions d*éq«mil»ra par lesquelles le sys- 
tème passera, seront alternatÎTomeet ttahUi et 
non itabtês; celles-ci r(^pondant au miaimo de la 
fonction 9, et celles-là à ses maxima. 

Toutefois, le caractère disttnetif des deux étets 
dVquilibrca été seulement énoncd dans le no347; 
et il nous reste à prouver qu'en effet , lu stabilité 
de l'équilibre a lieu , quand la fonction 9 est un 
fluwémnn; ce qne nous étions taire eu mofen de 
Tcquation (6). 

Pour cela supposons que o, 6, c , a', b\ c\ etc., 
icfontles coordonnées des points m , m', m", etc., 
dans nn et.it d'équilibre dn sfstéme; supposons 
aussi qu'on les écarte un tant soil peu r)r Irrirs po- 
sitions , et qu'on leur imprime de très petites ti- 
tesses A, V, k"^ etc. ; an bout do temps <, soient 

masm + p, y = è + y, a = c + r, 
etc.. 



les coordonnrrs des mêm''": points;; il s'agira de 
faire voir que les variables j;, ï,r,jr', etc., demeu- 
reront toujours très petites , ai la quantité » (a , i , 

£n effet . ji développe f (jr,y, s, s\ etc.), sui- 
vant les puissances et les produits de j», g, r,^, etc. 
Per la propriété eommnue eus esestfme et onims- 
nfm ^ le aomme des termes dépend ans des premié» 

Tos puissances de ces vari«bl<-s sera ttuijotirs nullt», 
quei que soit le nombre des variables indépendan- 
4m qne la question comporte. On démontre anmi, 
dans le calcul différentiel, que la somme des tenues 
tiépendan» des c.irrés et des produits de p , ç, 
f>\ et(^, c'est-à-dire la somme des termes du secuad 
ordrapar rapporté ecs quantités, pourra se décom- 
poser dans I0 cas du fiajri'mvffi, en plusieurs carrés, 
pris avec le signe —, et dont le nombre est celui des 
variables indépendantes. £a désignant par R, le 
reste de la série comprenant les termcedttlroieiéme 
ordre cl des ordres supérieurs, on aura donc 

♦ («I »f «I •'1 «!«.)= ♦ (a, c, o', etc.) 

«, etc., étant des fonetlon* linéaires de^,t, 

r, p', etc., qui seront tontes nulles en même temps 
que ces variables. La substitution de cette vaieor 
de f dans Inéquation (•) donne 

^im*» =zjXmk» —(#• + #•» + #"» -l- etc.) 4. 

Or, au conimeuccment du mouvement, les va- 
riables p, 9, r, J}', etc , sont d'abord très petites ; 
tant qu'il en est ainsi , les quantités r , etc., 
sont également très petites; et, réciproquemmit,Â 
des valeurs très petites de *, #", etc., correspon- 
dent toujours de semblables valeurs de p, g , r, 
ff, vie, Vailfêwe, pour de telles valeurs, ciiaque 
terme du second ofdre est plus grand , eb^metfaB 

ffiitf fin si^ne, que R, fju! rpiifermp que des 
termes d un ordre supérieur au second^ par coiité- 
qucnt , tant que tons leaearrésa* , , etc., 
soiU encore très petite, èbecutt d'em eurptiee In 

vale ur de R. 

Cela posé , nous sommes en droit de condore 
que toutes les quantités «, «*, s", etc., deMeuMnnt 
toujours Ixdi petites, et que cbaeuoe d*eUea m 

surpamen jamais |/ SA* ; car, ces quantités w- 
■ 

riant par degrés continus , oeta ne pooireit atrivcr 
avant que la plue grande d'entre eUcs , qui sers e , 

par CMmple, ne soit devenne égale A l/'jt,^; et 

a 

eemme eette valew de « aérait eneore ttds palHe, 
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Irét pfltitofy par liypoChéM, «m •onttkb foi» 

••=7«», •'•>1, •!«.. 

i Sm» + rte) + E î 

wqoî MnH •bmvde , puisque ^ 3m** Cit mnii 
tMlemnil mw ([mnlilé poiitÎT». Donc «mii Im 
variablet p, 9 , r, ff, etc., rattaront «ontlammeiil 
très petites , et le système ne fera qu*oscilIcr au- 
tour de sa position d'équilibre , qui est alors u» 
éqaailira «table; ce qa*mi te propoMii fie dénaon- 
trer. 

Lorsque la quantité f (o, & , c, a', etc.) est un 
HMMm^ la somme des termes du second ordre , 
4aw le «MteloppMMHilile *(«, f , e, «*« etc.), est 
«ne quantité positirr ; l'équation Jps forces vives 
peut alors lubtister, sans que les variables 9, r, 
p', etc. , loient fmijinns Ma petites ; naie cela ne 
suffit pas pour en conclure qu'elles eeMMTOOt, en 
effet, de YHre au bout d'un certain temps, quel- 
que petites qu'on les suppose à l'origine du mouve" 
flM9l,eiiiit que letTitetses Inilielef ft, k\ k'\ etc.; 
et ce n'est qu'en déterminant , dans chaque pro> 
blime, leurs valeurs en fonctions êr- #, qu'on 
poorra s'assurer qu'elles ne sont pas Itmitééa. 

Lee vileaees initiales, dent Ica eempoeentes 
ont été représentées para, i, c, a', V, ef, etc., dans 
le n« 630, et que les points m , m', m", etc., ont 
prises effectiTement| quand le mouvement du sys- 
tème a oomaened, MtigffMit néeeetairement aax 
cnrtfîitions données qui licnf la mobiles entre eux 
et è d'autres points de l'espace ; et comme, par hy- 
potbèae, cet oondîtions «ont exprimées par des 
éqiutiena, lavoIr, par les éqaatinn (fl) dn n*8S9^ 
il ;'en<iuit que si Ton désigne pav «im taMpe lafini' 
ment petit, et qu'on prenne 

«vsas, i^ssia, teasas^ la' s «!s, aie., 

les déplacemaaa daa peiala ai, ai', mf', etc., qui 

répondent n ces accroissement de !<'urs coordon- 
nées , et aussi les déplacemens contraires , satisfe- 
toot ans eenditiona donndcs, ^e»t-k-dire, aui 
équations (3), qui ont été déduites dea équa- 
tions (2) dans le n'> 532. On pourra donc employer 
CCS valeurs de ix^ etc., 4*08 l'équation (6) du 
n» «9; an aorte qtt*è Parigine dn nonrament , et 
en supprimant te facteur t ceounnu à tona la* ter* 
lues, on aura cette équation 

[CA - a) • + (• - ») » + (C c) ej « 0, (.) 

•anAMlaaeonqNMantesA, B,C, A',elc., deavitaaMS 
qae les points m , m', m", etc. , prendraient a'ils 
étaient libres et isolés , etaeliaedea eilaMaa qn'Ua 
.prennent r^llemrat. 

n Bit fcetla da wénûn oatta éipmlian éam le 
nMuvement initial de rotation d'un «aip» «olide 
aitttonr d'nn peint fixa. In effet, ckanganna « andbi 



al S an/, al Msane 

/(as 4. b» + c*)dm = h, 

de aorte qoe à reprdeente la «nnoM dai fofaaavâ' 
vea da tons lea pnintt dn enipa. L*éqnatinn p ai a d 
dente deviendra 

/(An-|.tt + Ga)db = ». if) 

ll^aillaan, an auta (■• 406) 

#„ y^, M„ étant lai traia eaerdannëaa da dlai, rap» 

portées aux ntes principaui du c rj -i qui se cou- 
pent au point fixe, et p, q, r, désignant les compo- 
santes de la vitesse de rotation antoat de cet mê mai 
axae. Dn plni , an appelant k le manant ptineipal , 
relatif nn pnint fiic, des quantités de mouvenn-Tit 
imprimées k totts les potota dn corps, et *, c, y, les 
angles que i*axa de ca moment fiit ataa laa axaa dn 

»ji Vil »if on *«« 

S (Bj, — Ay,) doi = ik cos y, 
S (As, — Cx,) dbs » A cm C, 

car il est évident que les premiers membres de ces 
équations aeot les mooMni , par rapport anx axaa 

des Xj, y^, z^, des quantités de mouvement dont k 
est le moment principal; en sorte que les valeurs 
de ces intégrales doivent se déduire du la valeur 
de A, en la mnltipliant par aai y, cea C, eea • 
(n" 281). Or, si Ton gtibstitiie les valeurs de a, h, c, 
dans l'éqiMtioo (/}, et qu'on ait égard à ce» der* 
nière • éqnationa, il Tient 

k [p cos * + ï cos C + r cos ^) =: A; 

donc , en désignant ])ar <w la composante de la vi- 
tesse angulaire de rotation autour de l'axe du mo- 
ment principal, daaettaqn^an ail 

p cos • + g coi C -f- r cos y , 
il en résultera 

ce qui s'accorde avec le théorème du n» 419 , d'a- 
près lequel cette composante de la vitesse de rota- 
tion est éçala à la aamma dm fateas tîvea , diviada 
par le moment principal daa ^Mutilés dn maotn» 

ment. 

673. Haiotenont, s'il survient pendant le roouve- 
nwnt nn ebangamant brusqua dons las nleasasdaa 

mobiles, on pourra prendre pour fs^ ly, etc., dans 
l'équation (6) du n<> ,636 , les déplacemens infini- 
ment petits da tons les pointa du système , qui ont 
efTeetiTamant lien t une épaqna qneloenqna da en 
cban 'ctiif nt , pourvu qu'à cet instant, comme on 
l'a explique dans le numéro suivant, les points 
par lesquels les partiea du système sont en contact, 
aient une même viteaia, pour les deupartiaa ad- 
Jacantaa, dana la a«a Mimai fclanraoriiua onm- 



Digitized by Google 



TRAITÉ DE jKÉCAKIQCt. 



wmuk Céli tel, a y tm davx m$ dbtîRolt à 

namîner. 

lo Si le cbangcmcQt brusque eit produit par la 
meonCn de <knt m piutieim cnrpt du ifilèim , 

ou par le clioc de ca mobiles contre de« obctaclei 
fiset, ia condition dont il s^ogît sera remplie û Tin- 
ttaot de la plut grande compreaiion (n" 469). En 
•vpposaot donc que Ici compotenlet e, ete., 

des vitesses des mobiles se raiiporlf-nt à cet instant, 
et A| B| C, A', etc., au commencement du choc, on 
ponm prendre, conmie dan» le numéro précédent, 

l»s=:ai, ly=&i, H^f, Js*'=^i, ele.; 

et Téquation (e) aura lieu eulre lea composantes 
dM vitetMt à oce deux ^peqnee, qtti wÊnuA eellee 

du cnnimcnrerncnl et de la fin du clioc, lorsque 
les mobilck n'auront aucune élasticité. Or, cette 
dquelion (e) donne 

2m (Aa -f + Ce) = 2n» (a» 4. A» + «» }} 
et comme on a id(-:t(iijM> ment 

2m [{A ~ a/ -f (B — 4)» + (C — c)»] 
ss 2ai (A* 4- B> 4- C>) 4- 2m (u> 4- 4* c*} 
~ »lin (Aa 4- BA 4- Ce}. 

il «nfésolto 

3ii (A> 4- B> 4- C>) — 2ni (a* 4- 4. c>) 
= X I(A - «). 4- (B -*)• 4- \C - «J'il 
en sorff (7111» IVxcès de In somme des forces vives 
de tous le» points du sjstéme avant le choc , sur la 
I des foroei viTet après le dioe, est une cer» 
I somme do Torces vives , et, eonséquemment, 
tine quantité pcsitivp. v.ir ronsf'qijent, dans les 
changemens brusques de viteste, provenant du 
dioode» eofpfdénnii d*dbttieitd, entre eus on 
contre de* obateelflt iiet, il y n toujours perte de 
force vive, ainsi que nous Tavons déjà vu, dans 
le choc de deux corps sphériques et homogènes , 
dont les cenlrci m neiifent sur une nêiM droMe 
(no Sfll). 

2° Lorsque le changement brusque sera prodtiit 
pard^ explosions intérieures qui briseront un ou 
fdvsieim eorpe du tfMmt^f tentlsi eompoiaiitei 

A, B, C, A', etc., des vitesse» au commencement 
du phénomène, et non pas les composantes a, 6, 0, 
e', etc., des vitesses finales, qui satisferont i la 
eendition du d« St7; en sorte qnt, dans ee etS| on 
ne pourra pins employer les valeurs prérddcntes 
de iSf ijff etc., dans réqualioii (ô) du n<* 630. Mais 
en d^gnint toujours par % un temps infiniment 
petit, on poutre prendre 

Jle=Af, JyssBi, 18= Cs, «e' = A'«, etc.; 

M qui chsngere rdqnstîon (6) en cellMi : 

»» ((A — ) A 4. (B - 4} B 4. (C - c) C] = 0 i 
d*où l'on déduit 

Ses ( 0* 4.1s 4-ci )— 2 ( A* 4-B* 4-C> ) 

-*•(•-*)' + (»- »)• + (•-Ç)»lî 

ce qui montre que le somme dei forces Tires de 



tons les points des perties des mobiles, sftie IW- 

plosion, est toujours plus grande que la somme de 
leurs forces vives avant Texplosion. Il est évident, 
en effet, qne si les mobiles sont on ropoe eesnt h 

séparation de leurs perties, cette séparation sera tou- 
jours suivie d'une augmentation de force vive; 
mais, en vertu du théorème qu'on vient d'énoncer 
quels que sdent les numvemens do treusletion eido 
rotiiiion d'un corps, le cban;;emetit brusque prodnil 
par une eiplosioo intérieure, donnera toujours lien 
è une augmentation de force vive, et non pas & une 
diminution , eommedens locud^um reaconttodo 

corps d<'iii!('s fr»'l;Tsticitt^. 

Sans qu'il soit nécessaire de rien ajouter i ce que 
nous efoni dit, dent le n* 490, sur le cfaoc des ooips 
ëbstiqoes , on voit que la première poitio de ce 

phénomène, depuis le comnif tirement jusqu'à Pin- 
stentde la plus grande compression, peut être assi- 
ndide eu premier des don» est préoddens, et le 
seconde partie, depu» OOt initent |naqui% la sépa- 
ration des mobiles, ou second de ces deui ras U y 
a donc perte de force vive pendant la preratére 
partie , et eecroissement pondent 1* eoeonde. De 
plus , si Ie4i mobiles sbnt perfeitoneni élastiques, 
de sorte qu'Ile rf-prcnnonl, on se séparant, la mène 
forme qu'ils avaicut avant te choc, et que le» deux 
parties du phénomène soient oseotemwst tsaUs- 
bles, Taugmentation de force vive, pendant IftS^ 
ronde partie , sfrn «-gole h la diminution qui aura 
eu lieu peudaut la première; par conséquent, la 
uemmo dea fevees vivee du système seiu b mime 
avant et nprès le cboc, conformément à ce qu'on s 
vu dans le n» 666. Cela suppose , toutefois , qu'on 
fasse abstraction de la perte de force vive, qui ants 
toujours lion {»• IN), s*il f « 1 

mrnt iif;s corps l'u 
de leur contact. 

674. Le ^rimcip» d» la moindrê actiam, qu'il ooos 
reste fc oonsidérsr, consiste on oequo, diine toaM* 
vement d'un système de corps pour lequel le prio- 
cipe des forces vives a lieu, si l'on fait le produit 
de la vitesse de chaque point matériel du système, 
de se messe et do rddment do se trejoetoire; que 
l'on prenne la somme des produits semblables pour 
tous les mobiles; et qu'on intègre cette somme, 
depuis une position donnée du système jusqu'à oae 
outre position eumi donnée, le eelonr do cette in* 
t^lp-ale sera généralement tin minimum. 

Ce théorème est une extension de colui du n<> 160, 
et se démontre de le même rnsnièrej e^est pourquoi 
nous en supprimerons la démonstration, pour alné- 

per. Si l'on npprllr dj réicment de la trajectoire 
de m, dont la vitesse est v, ce sera l'intégrale de 
SsMNliqut eura , en général , une eolenr e rf e ft i s ; 
mais dans quelques cas, cemme dans celui du mou» 
Tcmert d'un point matériel sur une surface fermée, 
le eisiiûwttRi pourra être remplacé par le miaxmtm ; 
et ce qve Peu démontre sonlemont, c'est qns le 
variation infinlBOUl potUo do/2mf49 est let^cOf» 
égeleàiéro. 
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â oraie ét Astfdl, Tintcgrale dont 0 •*«git Wt 

la néflie chose que fY di , en faisant V = 1m»* . 
Le principe de la mointJr? action revient donc i 
dire que lUotégrale du produit de la force vive da 
•yttéme et de PéléflMnt du temps, est génénlemeot 
un MSftMNmi en lorte que, dans la nature, un sys« 
fème de corps est transporté d'une position dans 
nne autre, en dépensant la moindre quantité pos- 
eible de force vive, lenqne les «ebilei ne tent 

soumis à aucune force motrice, la quantité V est 
constante (n» MO), ci c'est 1« tainp« du trajet qui 
est un flsMÎRSMei. 

8ï l*ea eeaipere le pffineîpe de la oMiindre action 
■uxprrnriprs drs forrr'î viTes,de la conserration 
du mouvement du centre de gravité, et de la cou- 
eerratien dee airee, on veit que le premier n^efl 
qu'une régie peur former les équations différen- 
tielles du mouvement, mninfprtfînt inutile, puis- 
quW obtient ces équations d une manière plus 
diveeleetplos générale, au moyen delà fermnle (1) 
du n« 632; tandis que lat autres principes, outre 
qu'ils renferment des propriétés impartantes du 
aouvement, ont encore l'avantage de fournir des 
intégrales de ees équations diffdrentiellas, qni sent 
les seules que Pon cenmiise dans k pivpart dn 

problèm^ç. 

Le principe de la conservation du mouvement du 
centre de gmfitd feuxnit trois int^ales en quan- 



tités Unies, asveir : 

Xmx — aim -f- At, 

Jm» = àSai 4- et; 

a, c, A, B, C, étant les sii constantes arbitraires^ 
dont liw trois preosièrcs représentent les coordoa> 
nt'es du centre de «ravité du système fi l'oripine du 
mouvement, et tes trois autres sont les sommes des 
quantités de monvenMnt ïatpriméeif à cette épo- 
que, i tonales points du système, paralUleBMnft 
aux axes des coor'i<>tiiH"Ps, 

Les intégrales qui résultent du principe de la coo- 
ssrvntion des aites sont trob intégrales premiétei, 
saToir: 

Sa» — yds) = edt, 
2m (ad« — sdm) = c'dT, 
Sm (yda — »«^) as «"df ; 

c , c' , c" , étant taa Imb eenstantes arbitraîios qui 

pTprim("nt Ips momr ns des quantités de mouvement 
initiales de tous les poiuts du système, par rapport 
eut axes des a, y, ou le double des aires décrites 
dans l'unité de temps, autour de ces mêmes axes. 

Fnfiii , le principe des forces vives ne fournit 
qu uno seule intégrale, qui est l'équation (6) du 
n^ WS, et qu*en peut iatîtt ainsi : 



7 ^"V. <fts ' ) = + ^(*f »» *» ••«Oi 

D dtaul me eooitanta arbttiaiie. 
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CHAPITRE PUEM1ER-. 



57fî. Vn^droHatiquê est la partie de la Statique 
qui traite de l'équilibre des fluides. Or y considère 
an fluide eonnie an aniat ét points nnMrieli qni 
cèdent au amindrt.' effort qu6 l'on bit pour les sé- 
parer les uns des autres. Lps flnirfes quR la nature 
nous présente approchent plus ou muitis de eut eut 
d« llaidittf patfaito ; radMrenoe qui eiiita «oln 
lot moldcules de plusieurs de ces substiinccs, el 
qui produit cequ'on appelle leur vûcoêiti^ s'oppose 
è la lépanlion 4e lenrt partim ; mais, dans la tbéo- 
fie que nous alloni ezpoter« noue ne noni ooevp^ 
rons que de« fluiilps parfaits; et, si l'on nrcptr 
quelques liquides où la viscosité est très considé- 
t^le I lei loii de réf|«fll]»re attsqmllM neos par- 
viendrons s'appliqueront, Moservenr aaaaiUe, à 
tous les autres fluides . 

Ces substances, comme les corps soli(ies , sont 
omnpotës de nioléentes disjointes, et séparées par 
des esp,)CL's vides; nuis si Ton divise un fluide en 
parties d'une i-tentlne insensible, dont chacune 
renferme , ncauraoins, un uombre immense de mo* 
Meulei, on pourra admettre que les oooditions 
d'équilibre de chaque partie sont les mémea qao 
si cHe était infiniment petite, qu'elle conservât 
toujours sa fluidité, et qu'elle eût pour densité 
odle du eerpa, telle qu'on Ta définie dana le n* 06. 
Cela revient ù considérer un fluide comme une 
masse continue , dont la densité eii constante, ou 
vanable par degrés insensibles. 

676. On dtstinpie dans sortes de flnides, savoir : 
Isa k^midu et laa flnidea «MftnMê, 



On appelle aussi les liquide;, des fluide? ùicrar- 
pret4iiiU*j mais , dans la réalité, ce sont des sub» 
Btanoaaqvi neseeonprinMntaeadbieBNntqneaoïao 
des pressions extrêmement grandes. Si, par exem- 
ple, un cylindre vertical est rempli d'eau jusqu'à 
une certaine hauteur ; que cette eau n'éprouve 
d*abord aueuno preasion è sa partie supërievro, «I 
qu'elle soit ensuite chargée d'un poids équivalent 
à la pression atmosphérique , robaervatioo a Cait 
voir que la hauteur primitive do PeaviHniivaoMa- 
lement do 48 millionièmes , en anppOiMtt qoo lo 
cylindre conserrr son (liamttre. ot que ses parois 
ne cèdent pas à la pression qui leur est transmise 
par le liquide, tn BOgneataiit la dmrgo da fi- 
quide, et la portant i plusieurs centaines de proo> 
sions atmosphériques, rexpéricnce a donné une 
condensation de l'eau croissante dans le nène 
rapport que eotto eliargo. Le nanvn osl eoeora 
moins compressible que l'eau; olf quelque efltsit 
que l'on ait fait , on n'est pas parvenu à dinuMMr 
sou volume d'une manière appréciable. 

Les fluides adriferaïas, ooBprsnant Tairetao- 
Sphérique et les difl!érens gax, sont compressibloaol 
doués d'une parfait»» élfl-^ticilé \ en sorte qu'ils peu- 
vent changer , à la lois , de forme et de volume par 
la eompresaîon, et revenir eaaeteiBcnt k leur Carâo 
primitive dès que cette compression a cessé. Ou 
nomme aussi, pour oette taiseo, des fmUâê étm- 
ttques. 

Lee 9ap$un sont dgaleaent des lliâdos élealè 
ques{ mais , pour une température donnée, os es* 
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pace aussi donné ne peut contenir qa^un« qmn- 
tité déterminée de vapeur; de manière que si la 
vapeur a atteint cette limite , et mxou diminue 
KO Mmtaoit peu, soit Fespace, soit la température, 
ooe portUui de «tpfur m liquéfia. L^vspérience a 
prouTé que ce marimttm de vapeur est le même , à 
température égale , dans uo espace vide d'air et 
dans QD eapaoe r«npli d*«ir plot eu aiMiu dilaté ou 
comprimé. La densité de la vapeur est, en général, 
peu considérable, relativement îi celle du liquide 
dont elle provient j mais, quand un liquide est con- 
tenu dans un vaa« fermé, doot U ooenpe, par ei«m- 
ple, le tiers ou la moitiéj et qu^on élève sa tempé- 
rature à un très haut degré, le liquide tout entier, 
«près s'être dilaté, te réduit subitement en une 
«»p«ar irnnpiienla dont la dmailé est la tien ou 
la moitié de la dantité primitive de ce uAme li- 
quide. 

I**air et les gat sont appelés des fluides p*rtM- 
-MM, par oppeaitiea aos Tapeatt} maie il y a lieu 

de croire qu'ils pciiïent être liquéfiés pur une très 
grande compression ou par on très grand refroidis- 
aanent; et c^est, en effet, ce que Ton a vérifié à 
Tdgard de plusieurs d*eiitre eni. 

Il prnprir'tt." r n r;iff t'rïs t i qii r <\r^ fluideS, qui 

le^ disiioj^ue esseotieliemcnt des corps solides et 
qui aertrixe de haie k la théorie de leur équilibre , 
«ai te faculté qai*ils ont de traiMBaettre également , 

en tous sens, les pressions ex(>rc(5es h lr nr<! sirrrai rs. 
tena mon Mémoire sur les Équations gittéraies dê 
W gm W n ef dÉ maMeauel dra cef]M éiSBaH^vat a# 
éêê fhiitUê *, j'ai fait voir comment cette propriété 
provient d'iinp disposition rf'spcrtive des molécules 
du fluide, à laquelle il revient très rapidement 
quand il e été oeraprimé ou dilaté; et comment la 
téaultante des attractions et répulsions moléculai- 
res, produit les pressions intérieures,peut varier 
daus uu irés grand rapport , pour les très petites 
«erietion» de dirtanee dea moléonlaa, qui ont Uen 
dans les liquides. Hais, dans cet oimage, on regar- 
dera la propriété dont il s'3n;it romme iinr donnée 
de l'expérience, admise par tous les physiciens et 
lea géométrea qui se lont oocopés de rflydrostati* 
que, et doot l'exactitude ne peut laisser aucun 
doute. Cest ainsi qu'en Iruitant de réquilihrfl de \n. 
lame élastique (n» 306), nous sommes partis d'un 
principe teceodaiM, eu lien de remonter eus ac« 
tiens moléculaires dont il dérive. 

678. Pour nous form>>r iine idée prérise du prin- 
cipe do réalité de pression en tous sens, coosi- 
déraas d*aberd lea flnidea ïncompreaiible. 

ii^ofona qn*nn vaae prismatique, droit et posé 
sur un plan horiiontal, dont ABCD(fig. IIB ' rryré- 
sente une section verticale, soit rempli jusiiu en £F 
d*an liquide, tel qoe Pean, par exemple ; supposons 
aussi que l'on recouvre cette eau d'un piston hori- 
sontal qui ferme le \ase ejnclernent. Ponr simjdi- 
ficr la question, fai»ous ubktrjictiou de lu petanleur 



de rena, de aorte que ce fluide n'exerce , par lui- 

même, aucune pre<(tion sur \ f% priroi": du vase; en- 
fin, posons sur le pistuu un poid» doanc P, compre* 
nant le poidi même du piaton. Il est évident qne la 
baae benaeittale du prisme sera pressée de la même 
manière que si le poids P et lit posé immédiatement 
sur cette base, et qu'il lut distribué uniformémeut 
anr tonte son étendue. Tona eet pointa éprouveront 
des pressions verticales égales entre elles; la près» 
sion qui en résultera, pour une portion quelconque 
• de cette liase, sera proportionnelle a • : elle équi- 
vaudra à une feree verticale, appliquée an centre 

de gravité de l'aire et exprimée par — , en dési- 

a 

gnant por a Taire de la base entière du prisme, qui 
est ausai celle de la base du piston en contact avec 
le liquide. Or, le principe de l'égalité de pramion 

en \nui sens , consiste en rr que la pression 
que lo poids P exerce à la partie supérieure de 
Pean,ae tranimet, par Tintermédiaire du fluide, 
non seulement sur la base du vase , mala encore 

sur SCS faces lutérales : tous les points rin vnsc sont 
également pressés dons des direclioo» perpendicu- 
laireaanipereb} et oneaire «, prise anr une dea 
faces latérales du prisme, éprouve la même pression 

P» ^ 

— , que si elle faiseit partie de sa base heriientale» 

a 

Généralement, supposons que le vase nif Ii forme 
d'un polyèdre quelcuuque,dont la ligure 1 \\è repré- 
senta une section. Ce vase étant fermé de tontes 
parts, et fixement attaché, coucevoos qn*îl SOit 
rempli exactement d'un liquide sans pcMUtenr. Si 
l'on enlève une fuco de ce vase, et qu'on la rem- 
place par un piston, auquel on applique nne force 
donnée P, perpeudiculuire à la surfaœ du liquide 
adjacent, le vase et le fluide demeureront en repos, 
etj d'après le principe que nous expliquons, la près* 
sion que la foroe P eierce sur la surface adja«mte, 
se transmettra, par l'inti ma li iirt: du liquide, sur 
toutes les faces du polyédri:. i\iii>. U s points do 
vase, en y comprenant les poinu de la base du pis- 
ton, seront également pressés de dedans en deheva, 
suivant les directions pcrpcndiculairea am parais; 

et, r?dfiti veittenl îi ime lure », prise Riir une de ces 

parois, ou sur lu «uriace du puton , la pression sera 

une force perpendienlaire i son plan, appliquée b 

P« 

son ceutre de gravité, et égale à — ;a étant l'aire 

a 

entière delà base du piston, en eoatactaveele li- 
quide. . 
Cette pression transmise s'exerce de le même 

manière dans l'intérieur du liquide; et si l'on y 
considère une portion du liquide terminée par des 
faces planes, ou un polyèdre solide qui y soit 
plongé, chaque partie» de Pune des faces éproo- 
veia eussi, de dehors en dedans, la prcssieci nor* 

maie égale b — it 
« 
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On étend, sans difficullé, ccc résultats au cas où 
h niHkoe praiiée ii*c«t plot nipp«tée phiM; it suf* 

fit n!or^ i\r- h fIrrnmposiT en clémcii!! iiiGniment 
petits , que I on regardera comme les faces planes 
d*un polyédraînfinUéitBMl ; et «i Ton désigne par « 

P» 

l'aire d'un d« cet démens, «n ra» — poor la prêt* 

« 

sion normale qu'il éproaw; a étant toujours Taire 
du piston, et P la force perpendiculaire qui y est 
appliquée. Ko désignant par p la pression o«astaaie 
qu'éproaventC uM lire plane éflv h l*anlté, on 

P 

aura — les produite pm dp» exprimeront 
« 

les prcaaieat aarrdtémcni • et lur Faire plane ^le 

à A. 

Si le liqnMet on certain degré de «iieeiilé, la 
pireprtétd de presser également en tous sent a en> 

cnrc lien ; sciilf m<*nt, il arriv»- que la pression ne se 
transmet pas latéralement atec la même rapidité 
4|ne inirent la direction mène de la force P; 

nuis, après un temps convenable, la pression 
latérale devient égale à la pression directe; fl 
c'est il cet instant que l'on considère t'cquiiibre du 
liquide. 

83f9> Quand lo liquide contenu dans un vase est 
pesant, il transmet les pressions que Tnn exerrc h 
sa surface , de la même manière que quand il est 
dénué de pesanteur; mab il eieraeen nutre^ anr 
les parois du >asi', une pression due à son poids et 
variable d'un point à un autre : il en est de même 
à l'égard d'un liquide dont les points sont sollicités 
par la pesanteur etpard^autres forées données, et 
qui demeure en équilibre dans un vase. Si les p.irois 
du vase sont nécessaires i l'équilibre, en sorte 
qn*on n*y pnisM pas faire one ou? ertnre sans que 
le liquide ne a'éehappe aussilAt, il en iiudra oon- 
clurc f]uc les parois (>pr;!n v itI ^ m chaque point, 
une pression particulière, dirigée de dedans en de- 
hen, suivant une normale à la surface du vase ; car 
ce n*cst que suivant cette direction iju^une surface 
peut empêcher de se mouvoir un point matériel on 
contact avec elle, et détruire, par sa résistance , 
la force moiriee de ce mobile. 

IiU mlnw chose a lieu dans l'intérieur du liquide, 
comme on l'a dit «l ui? le numéro précédent, soit 
sur des portions du liquide même, soit sur des corps 
qui j sont plongés. La pression en un point qticl- 
COOque est une quantité inconnue, que nous dt-ter- 
minerons dansia suite, et qui rtépeudra de la [lusîtion 
de ce point et des forces motrices appliquées au 
fluide. Commeelle change, en général, d'nnpointà 
un autre , on ne peut la sup|ioser rigoureusement 
constante que dans une étendue infiniment petite; 
or, pour mesurer la pression e&ercée sur un élément 
détenninéd*une surface, on conçoit une aire plene, 
que l'on prend pour unité, et f[Mt réprouve , dans 
toute son étendue, 1« même pression que cet élé- 
ment : p étant la pression totale que cette aire 
snppMte, et • Vétendne iollmnent petite de cet 



élément, le produit |Mt sera la pression corrc^oa* 
dante è cetéiteni, et nemaleàla anriiMn denl 

il fait partie. Le coefficient p sera mit fiMUilim des 
coordonnées de ce même ék'ment, qiif non* appel- 
leraos la prttnon rapportée à tumie de *urf ac4. 

Cela posé, si Ton enlève une portion plane éela 
surface du vase, qu'on lo remplace par un piston 
de même étendnr, < \ qu'on applique à ce piston une 
force égale et contraire à celte que cette portion 
du vase épronveit, il est évident que l'éqnililire 
subsistera comme auparavant. Déplus, si le vase 
est fermé de toutes parts, partout en contact btcc 
le liquide, et fixement attaché , 1 équilibre ne sera 
paa non plus trotAlé en ajoutant i cette première 
force unr rmtre force quelconque P j car les forces 
appliquées aux pointe du fluide étant en équilibre, 
tout doit se passer, relativement k cette force F, 
comme si ces forces n'existeient pas, et de mime 
que dans le numéro précédent. Par copséquent, la 
preiâiou exercée par cette force P, sur la suifaeedo 
liquide en cenlacC aveo le piston, sera transmise 
également en tous sans, par l'intermédiaire da 
fluide, et ta pressifm p, rf!|ipfirt«"f» Ji Tunité de 
surface, se tiouvcra augmentée, en cliaque point, 

P 

d'une quantité constante el ^ale è j n Aant 

« 

toujours l'aire du pMon, en oootaet avec le li* 

quide. 

Il est importunl de distinguer, comme nous le 
faisons ici , les deux sortes de pressions qui sont 
exeraées sur les parois d*un vase contenant un lî« 
quidc en équilibre, ou que supportent les parties 
mêmes de ce fluide : l'une de ces pressions, qoi 
varie d*ttn point à un autre, est due au poids et ans 
autres feraes motrices de là niasse fluide; Tantre, 
qui est partnîit !;i nirme, provient des forces appli- 
quées à sa surface , el transmises par son intermé- 
diaire. Cet deux prcsstofM e^Joi^ent ca cimqnn 
point, pour former la presaton totale. 

680. D'après la propriété de transmettre égale- 
ment en tous sens les pressions exercées sur sa sur* 
fiice, uu fluide incompressible, contenu dans un 
vase fiunMntatlaché, doit être regardé comme une 
véritable machine; car inir mat-hine est, en i;éné- 
ral, un njipureil au moyen duquel une force agît snr 

des point}) qui sont bers de an dinction, et eseren 
sur ces points des efforts plus grands ou plus petite 
que si elle y était immédiatement appliquée, ce qui 
est le cas de la force P, que nous avons considérée 
dans 1ns numéros précédons. 

Le principe des vitesses viitnellee s'observe dnns 

l'équilibre de cette machine, comme dans celui de 
toutes les autres machines connues. Pour le prou- 
ver, considérons un vase ionuibUe eide forme quel< 
conque (fig. ISO) , qui ait un nombre quelconque 
d'ouvertures ; à chacune de ces ouvertures, appli- 
quons uu cylindre qui se prolonge indétiotmeat en 
dehors du vasej emplissons ce vase d'un Uqt^da, 
tel que retn, dont non* ne oonsidérernas pas In pe» 
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■nteur; «npfMom «{m rwu ^Uutié dam tons 

lescylindrf 5, jtisqu'à une certntnr tli^tnnrc Iriir» 
orifices, et qu'elle j «oit termiaée yt des suifaces 
pUnes , perpendîeal«irM ««S Ittnguettr» 4«* cy- 
lindr«t; enfin , po«ons sur ce« rarfiien SF, VV, 
E^F'^etc, f\f^ pistons qui les recouTrent exac- 
tement , et qui puissent , néanmoins , gliaser sans 
ftoltem— t le loag dea oylindrea. Soieot a , a', 
etc. , les bases de ces pistons, qui wdI ■nasi 
celles des cylindres; appliquons à ces corps des 
forces P, P', P", etc., perpendiculaires à leurs 
batee, ai dirÎK^t de dehon «o dcdana; et auppo- 
tons que ces forces données, qui agiront Tune sur 
l'autre par rintermédiaire de reaii, s» fassent équi- 
libre. Dans cet état, la pression rupportée à Tunité 
de enifeee deît être le otèioe m lontea lea puoie 
dn vase , en y comprenant les bases des pistons 
(b* 678). Si donc on la représente par p , on aura 
fa,ffa,p"a,ttc.y pour les pressiona totalea que sup- 
portent de dedans en dehon les bues des pîstoos* 
Pour l'rqtiiHbrp, ces pressions doivent être Tt^^^v- 
tivemeiit égales aoi forent P*! P"| etc. j par con- 
séquent, on âme 

F = op, V = tfp^ P" = o"p, etc. (a) 

L'une de ces équations servira à déleroiiner la va- 
tnir de |> ; et en la aubstUuaol dans toatet les an- 
1ff«i,onaimletéqiUiUons d'équilibre du système, 
qui seront en noâbre ^si è celui det pittont 
moins un. 

Matuienant, imaginons, conformémenti rénoneé 

do principe des vitesses virtuelles, que Ton déplace 
les piirlii's tlu système, de manière que les pistons 
répuiideni actuelletueul aus sections CD , CD', 
0*0", ele., des oylindrea. Une partie de cet oorpt 
aura avancé, et l'autre partie uura reculé ; je repré- 
tenterai leurs déplaccniens par h , h', h", etc. ; et 
je considérerai ces quantités cuuinie positives ou 
oeame irfgativea , edea qoe lea pistons avronk 

avancé ou reculé. Ainsi, dans la figure , la distance 
A comprise entre les sections £F et CD, est positive, 
et la distance h' comprise entre les sections £'F' 
«tCV, att ndgative. LMTOlunca d*eav «fui sor- 
tent des cylindres pour entrer ri^m'q le rast- , repon- 
dent aux valeurs potitives de À, A", etc. , et 
cens qui sortent dn vase ponr entrer dans les cj- 
IÎQdrea,i lanis Talenss nJ^tÎTcs} lea ma et les 
autres seront cxprimt-^ p.-îr les proclnit'; ah , a'h\ 
à' h", etc., abstraction foite des signes. Par cuu- 
séquent, Tean étant eoosiddrde eanme Incompres- 
sible, et la figure dn vase aaaanie invariable, lu 
somme de ces produits, peattîll on ndgatifa« devra 
être nulle, et Ton uura 

ah 4- a' h' + a" h" etc. = 0. (*J 

J<^ niiiIUplie cette éqiintinn par P} et en ejant 
égard aux équations (a) , U vient 

PA 4- p'^' -}. y'h" -f etc. = 0; (c} 
ce qui est Téquation résultante du principe des 



vitesses eirtiMUes, appliqué ans forcea f , y, 

P", etc. , et aux déplaoeOMBa ft, V, V, «te., dn 

leurs points d'appiication. 

la eondttiondiâ système, qui est ici l'invariabi- 
lité du volume du liquide, est exprimée par l*équa> 
tion (6). Non seulement lea déplacemens A, à', 
h", etc. , remplissent cette condition , mais aussi 
les déplaoemena eontrairea — b , — A', — h'', etc. , 
ainsi que Texige le principe des vitesses TirtneU 
les (n" 331). Les quantités h , h', \", etc. , peiiv< nt 
avoir des grondeurs finies , pourvu qu'aucun 
despbtons n^entredans le ma, et aa aertedu 

rylindrr miil doit être contenu. 

681. Le principe de l'égalité de pression en tons 
sens convient aux fluides élastiques comme aux 
liquidée | mais relativanent ans prensiera, il n^est 
pas nécessaire que des forces motricesagisscntsur 
leurs molécules, ou qu'on exerce des pressions sur 
leurs surfaces, pour qu'ils pressent eux-mêmes les 
parois des vases qui les contiennent ; al suffit ponr 

rcla tir ! rnr pinsticttc , en \rrtii de laquelle ces 
fluides finit cuntinuellement effort pour occuper 
un pluj> t^raod mbUM. In auj^osaot donc qu'une 
masse d*aîr , d*ttD gas on d'une vapeur, soit eoala- 
nue dant un ^ase fçrmr'- dp tnutrs pnrts , f t ^pTon 
fasse abstraction de la pesanteur du fiuide, les 
parois du vase ^wonveront des pressions ^daa 
en tous leurs pdnts, et dirigées de dedans en de- 
hors, suivant les normales à ces parois. La pression 
rapportée à l'unité de surface sera la même dans 
tonla rétendoadn vase; pour la détcraiiner,on 
fera une ouverture en un endroit du vase | {«ia an 
hasard ; on y appliquera un piston , et à ce corpa , 
la force nécessaire pour le maintenir en équilibre, 
en divisant eette forée par Teire de la base dn 
piston en contact avec le fluide, on aura la pres- 
sion demandée ; et l'on trouvera toujours le même 
quotient , quel que toit Tendroit où le piston aura 
été appliqué. 8i , par «aanipte, te vaao repvéseaté 
parla fi(,'iiri" 120, est rempli d'un fluide élastique , 
les forces P, P*, P", etc. , qu'on devra oppliquer 
aux pistons qui ferment les cylindres , pour les 
etnpccher de glisser, seront proportionoellea ans 
bases a, a', a", etc. ] le rapport de chaque force à 
la base correspondante, sera le même pour tout 
les pistons ; et l'équation (c) aura eueore Ueii, flsaia 
stMticitifiit puur les niuu> t-incns du système dana 

lesquels le volume tot.ii du llm li- nr cli3n;T(.ja pas. 

Cette pressiou constante qu'un iluide élastique 
esercasor les parois du vase qui le rcnfeme, 
dépend de sa matiétO, des* densité et de sa tem- 
j>t>ran!re. On la nomme aussi \ù fore» élastique 
lluidc. L'expérience prouve fiue, pour uu même 
fluide, et la température ne changeant pas, la 
force élastique est proportionnelle à la densité \ du 
sorte qu'en désignant par p la mesure de la force 
ulasiique, c'est-à-dire, la pression rapportée à 
l*ttnildde auifactt,«t par f la densité, un a dana 
cljaqtteittidu, 

F = *fi 

47 
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k étant «B cotfldMl qui ••Mpcnd plw qmd« 

la matière et de la température du fluide. 

lorsqu'on aura égard à la petanteur da fluide , 
ou plus généralement, lorsque tes molécules se- 



ront «illieiltepir datfofOMdmiiéatflnpraiMm 

p voricra d'un point h un nntre dn vnsc , suiTnnt 
uoe loi dépendante de cea forces , et qu'on déter- 
minera dans la Miitt. 



CHAPITRE n. 



iQITATIOllS GBHBBALU OB «.'bQUIUBBB DES FLCIOBS. 



Tow imiter la iinaitlnn (la la manîéra la 

plu5 pjénérale , considi?roiis \me masse floide 
ABCD (fig. 121), homogène ou hétérogène , com- 
prasriMa «a incompressible, dont loira In points 
mattriéls saot sollieitét par des forces données, et 
proposons-non; dViprirTirr par dat é^uationt las 
conditions d« son équilibre. 

Saimi « , y, A, les eoordannéea d*iin point queN 
eanqoe H de cette masse , parallélat ani osas rae- 
tangnlaireaO«',Oy, Os; nous supposerons, pour 
fiser le* idées, le plan des > et y honiootal , Taxe 
Oa dirigé daiwfo tentée la pesanteur , et la natte 
ABCD eomprisc au-dessous du plan des jr et y, 
dans l'angle trièdredef trois plniis tir; roordonnei?s 
positives. Partageons la masse iUude eu parties que 
nous traiterem cooum det éUneni infiniment 
petits, d*npiièt ce qu'on a dit précédemment 
(n Ô7Ô ; supposons ces «^If^mcns compris entre des 
plans in&niment rapprochés l'un de l'autre, «t 
MUS det eooidonnéet ; de totie qoe 
CCtëlémens soient des paratlélipipèdes reotanglet, 
dont les côtés ndjacens seront piirwilèlfs aui ases 
et égaux aux différentielles des coordonnées : les 
dans batet karisonlalai de aeini qui répond an 
point quelconque H, et qui est représenté dans la 
figure, seront égales à dxdy ; il aura ds pour sa 
hauteur verticale XH', et dxdjfdt pour sou vo- 
tnme. 

En nppelant p, la densité du fluide en ce point 
1, telle qu'elle a été définie dans le n» 96, et dé- 
signant par dm l'élément différentiel de la masse 
oniratpondadii œ nêne peint, on ewa dane 

ém = fd/tdjfdM, 
ie faetenr f t«ru nne quentifé oonitantn dmt 



les liquidée hoBioginet , abstraction faite det pt- 

tites compressions qu'ils éprouveront et qui ponr> 
ront être inégales en des points différens ; f sera 
une fonction connue ou ineonnuedetcooréoiiBéit 
sr, y, s, dans lat liqutéat hétérogènes, et dans les 
fluides élastiques qui ne tarent pas partout égale* 
ment comprimes. 

Soient aussi %dm , "ïdm , 1dm ^ les composanlet 
parallèlea ausaxes des «, y, s, de la for«e motrice 
donnée qui nr'ît snr rélément dm , Hc sorte q\ie X , 
T , 2 , soient les composantes de cette force rap- 
portée i funtlé de miite , on de ta forée eecAba- 
trice relative au point H. Chacune de ces trois 
quantités sera une fonction de sr , y, s, dont on 
regardera les valeurs comme positives ou connus 
négatives , selon que la farce qu*elle tepré s aa i e 
tendra à augmenter ou k diminuer la coordoni^ 
à laquelle elle est parallèle. L'élément dm sera, en 
outre , pressé de dehors en dedans sur ses six faces, 
por le floide environnant ; et, pour quHl dmaeaie 
en repos, ces pressions extérieures devront faire 
ëquililire aux forces intérieures X<ii?i, YdmyZiut. 

Cela étant, désignons par pdsdf^ la pression 
verticale qui t'eieree lur la base supérieure dsdy^t 
dans le sent de le pesanteur , de manière que p ex> 
prime la pression ropportt-c à l'unité de surface, 
qui répond à celte base infiniment petite (n» 67S). 
Cette qnentité f sera une fonction iaooaoue dta 
ooerdonnéet«, f , s { eu point H', dontletooerdtn- 

nées sont i, y, s -fds , elle dcviendrap + — ds, 

d» 

etclip (iprirner;) \\ pression vfrti''ale, rapporléeà 
l'unité de surface et relative a U base inférieure 
de db. Cette «neoude bete éprouvera dnne, état 
le acnt de ta petanlenr, one prettion éfftl* ^ 
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dé / 

leqool VéMmuaA émmA appay^, cm um force 
égale et conirain à cotte pression ; en sorte que 
coléléaH»itor«poilM< «erticalement par les deux 



fOMOt eontroirflo fis ég 



et I f — ^' ] <^ 1 



oaporaaofaffoo ^goloè 



ds 

«t dirigée du bas ea }iaut. Or, pour quo cet élément 
èm noo*étèto ni no o*obotMO, il ftadn que cotte 

Umm toit égale fc la composante verticale Zdm de 
la force motrice, qui agit «Une lo MBS opposé; par 
«ODtéquoDt, on aura d'aboid 

Oa tnwf on do mêso loi ëi|Mliom- 

4q àr 

— dsdydâ = ¥i», — d!« 1^ <io s3 Un, 

dy te 

^ ioraiit aéeoMOcrw pour quo réMaonié». ne 
M noUTO ni dans le sens des y , ni dans le sens 
des jr , et dans lesquelles q H r représentent les 
pressions rapportées à Tu m te de surface , qui ré- 
pondent ans foeoa dodb , pofollèloa onx plant des 
«et s et des y ct s , et les plus voisines de ces 
planx. En substituant dans cm trois équations, la 
valeur priicédente de , ct suppriiuaut Ic facteur 
olloa dovionnont 



^ di ét 

— = ,1, ^=pT, - 
da âf 



rjH3. OLst-rvons «rtiiellf m*?nt qrip si les «-lémens 
dans lesquels nous avons partagé la masse ABCD, 
étoioni aolides , de sorte qoo Mtto Boaio Al an 
mondklof o do porallétipipédM rwtaogles, solides 
et jnitapoïés, il n'y surnit aurnne relation néces- 
saire entre le» pressions que chacun, de ces parai- 
lélipipédes épronvorait tm $n faew non ponllè- 
lao ^rdUmont dm pontrait, par exemple, éprouver 
nno pfoasion quelconque sur ses bnses horixon- 
laloO} ot n*en éprouver aucune sur ses faces verli- 
oaleo; «ait cot dlénont inflntoMnt petit dovaot 
être considéré «onnio fluide, aussi bien que toutes 
les pnrtïp-! de la roasse totale , qui auroi<>tit une 
grandeur tinie (n" 675), il suit de la propriété fou 
damcntale doi floidoa, que les troit qoontilcs 
pi §i r, doivent être égales entre elles, ou du 
moins, qu'il ne peut exister entre elles qu'une dif- 
férence iufiuiment petite, négligeable dans les 
dqnotions (l). 

lo effet, la pression que le fluide environnant 
ett-Tcf siir chacune des faces du parallélipipède 
Um dy d»j se transmet sur les autre« faces , par 
rintomddieire dn Baido, dont rdldoMat 4m eit 



composé ; cotte trenranaiion oo Mt do b nanUio 

que l'on a expliquée précédemment , et d'où il ré- 
sulte qu'ayant appelé pcTx dy la pr<»s?ion r|ui a ii^n 
de dehors ea dedans , sur la base lioruontaic supé- 
rieure , il fondis ToptdÉontor, en mémo temps , par 
pdx ds etpdy d» , les pretiions transmises sur les 
faces latérales , et qui s^eien emnt de dedans en 
deborsi de plus , à ces pressions transmises , il fau- 
dra ajouter eellei qni léauMont do la foMco motriee 
dn fluide dm; par conséquent, si Ton a|ipr!!c ^ h 
pression due à retlc force , et exercée, par exem- 
ple , sur la iace dy d« , la plus voisine du plan des 
y et a , on onim fdp te + > poor la pression totale, 
qui a lieu de dedans en dehors , ou de droite & 
gaucTic, sur cette même face. D'un autre côté, la 
pression provenant du fluide environnant , et OiOI^ 
oéededeliorBon dodonSf on te ganoho à droite, 

sur cette face dy di ,» étt rfpréscntép par rdy d»\ 
cet^^force est la résistance que le fluide environ- 
nant oppose à la pression inûtienre pdif te -fy $ 
jiar oonadqttontn font qu'on oit 

rdji te = fNfy ds -f* y. 

Or , quoique ta valeur de y soit inconnue, nous 
sommes certains, néanmoins , que cette quantité 
ne peut être qu*nn inflnineni petit dnlfoisiéno 
oidrOf eoinaie la iofoe motrice te dbs, dont elle 
provient; en négligeant duncypar rapport k pdy ds, 
nous aurons r=pi et l'on prouvera de même que 
Ton doit aussi avoir 9 = f > 

Lo conclusion serait eoooio la même, sîl'élé- 
raenl dm, avt Wm d'/tre un parallclipîpèdo rectan- 
gle, était un poljèdre quelconque dout toutes les 
dimensions ftaasont toujours infiniment petites; et 
l'on démontreiattsio le ateie manière, que la pres- 
sion extérieure exercée normalement sur toutes ses 
faces par le fluide environnant , est proportionooUe 
k lente alm tespoetivea, ot indépendonto te In 
force motrice du polyèdre. Il s^ensuit donc que 
tous les élémens de surface qui pussent psr !e point 
M) éprouvent une même pression rapportée à 
l'unité te iorfiwo, ol quo si • est raivo te IHn 
tfentfO eus, la pression normale qu'il supporte, 
sur l'un ou l'autre de ses deux côtés, est égale 
a pm , quelle que soit le direction du plan auquel 
il appartient. 

D'après la ooodilion rssg=5|>,lai éqoalioni 
(l) deviennent 



dp dp dp 

te te 



(2) 



et elles sont maintenant les équations générales 
de l'HjdrostotiqiiOyqnHl a*agiiaait dotronrer. 

084. Lee oeodittone d'équilibre qu'elles expri- 
ment se réduisent, dans chaque cas parliniHer , 
à ce qu'on puisse trouver pour p une fonction de x, 
y, Mf qui saUsfasao OU flilnu tempo à oOitMie 
éqMtloM. Or, ei ottto ^Jpflto ifrte lM«eoir Bdi> 
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il fimdn d«ae, pour que U Ttlenr dep soit potsi- 
Me, que le produit de f et de la fomralo Xi» 4* 

Ytfy-j-Zds, «ifiit une difl'frpntiplle eïacte d'une 
fuDction de trois variables iadépendantes y , m. 
Réciproquement, quand cetta «onditiOD sera rem- 
plie , os prendra pour p rinl^nle de m ptoduit , 
et Ton satisfera de cette manière aii-ç f'quntintiç (a). 

En mettant dans cette valeur dep, à la place de 
« , y , s , let eeerdonnéM d'an point quelconque 
de la surfeoe de ABCD , on aura la pression qui 
aura lieu en ce point ^ur !a paroi du vase dans l»* • 
quel cette masse fluide sera contenue; pression 
qui wn toujonn déinitle , powvtt qne eetle paroi 
•eik fixe et susceptible d*nne rétiftanee indéfinie ; 
mais dans les enilr^ts où le vase est ouTcrt, et où 
le fluide est entièrement libre, rien ne ponr^ dé- 
truire la prenion p ; par eoneéqaent, il Cradia que 
sa valeur soit null»| pour tous les points de la 
surface libre d'une masw fluide en équilibie) ce 
qui donne 

\dx -\- \atf Ida = Ù, (4) 

pour l'équation difTérentielle de cette surface. 

Celte équation subsistera encore lorsqu'on exer- 
cera une pression constante è la ettrlkoe libre du 
fluide; car ulurs il faudra f|u'on oit dp = 0 , pour 
tous ses points i «t la densité g n'étant pas nulle, 
réquatien (4) réialte alen de la formule (3). Si 
Ton eierfait, par un maycn ({aéloonque , une 
piewion varisMc d'un ynuttl h un autre de la sur- 
foee libre d'un fluide , et que cette pression , rap- 
parié» I Vanité de aarfaoe, ffit repréientéo par 
f[*>y^ > il faudrait qiieU valeur dej», tirée de 
Téquation (4), coîucidfU, pour tous Ips points de 
la surface libre, avec cette fonction donnée de M , 
ffM't et, dont ce cai , Téquation différentielle de 
collo mifeee aérait 

f(Um + Ydir + Zd.) df{s, y, ,1. 

Dans la suite , nous supposerons toujours que la 
proicion «ttérienre ett nnlle ou constante dana 
toute rétenduode la lurfaee libre d*nnflaideen 

équilibre. 

La pression p étant proportionnelle à la densité , 
danaleà flutdea élaitiquee (n* 681) , il s'enanit que 
cette pression ne peut jamais être léro dans un 
fluide de cette nature, tant que la densité n'est pas 
nulle , c*eat>k-dire , tout que le fluide existe , et 
qu'il n*a pas perdu, parle froid, toute aa force 
r!n^tir|tir Vu fluide <'t(istiqiie no peut donc être 
en équilibre que quand il est coritenn dans un 
rpêt fermé de toutes parts, ou bien lorsqu'on 
tierce à sa turfeee des prâaiiom dirig éet de ddioio 
en dedans. 

586. Il suit de l'équation (4) , que la résultante 
de» feicoa accél^lrioes X , Y , Z , qui agissent sur 
abaque point d'un liquide en équilibra, appaite. 



è ao ottrfoeo libre, eatporpendleidairièooCfas 

surface , soit qu^il n'y ait aucune pression exté- 

ricure, soit qu'on exerce à cotte surface une ^rrs- 
siou constante d'un point à un autre. £u t-ffet, tra- 
Çon» sur la aurfaee libre une conibe queloonqoe, 
et snit (if l'cMément difl'ércnlie! de cette courbe, 
oorrespoodant au point dont les coordonnée» aont 
djr dy ds 

«, f I s , de »orio que — , — , ^ , soinnt la» «nti- 
dê ds^ dt 

nus des angles que la tangente à cette courbe, en 
ce même point, fiiit avee de» peraUèle* «us eu» 

des rnordonn(5os. Appelons R la résultante de» 
forces X , Y , Z j les cosinus des angles que (ait aa 

X T î 

dirMtku ««ee ce» peralMIe», ceront 

R R R 

of , m Ton diri»» Téquation (4) par Rds , ou anra 

\ dx Y dy Z ds 
+ + =0, 

& d« R d« R d:* 



ce qui montre que la direction de la force R , et la 
tangente à la courbe qu'on a tracée arbitrairement 
sur la aurfaee, sont perpendieubires l'aneb fantie^ 
et, par conséquent, que cette direction roTncide 
avec la normale nu point que Too considère. Cette 
force aj^ira , eu général , de dehors en dedans ; mois 
quand la preaaion miâdmn PO «eiu po» nuU» , 
elle pourra être dirigé*, attcontrairu, du dodan» 
en dehors. 

Si Ton intégre l'équation (4) , et qu on doaoc « 
la eonatante arbitraire, oonteuvedân» »oii inté- 
grale , autant de valeurs particulières qu'on ton- 
dra , }f"i i'f[tt;itions délerminéps qui pn résulteront, 
appartiendront à autant de surlaces , dont chacune 
eur» Péqttotton (4) pour équation ditTérenlielle , et 
jouira , par conséquent , des propriétés d'être ég 
lement pressée dans toute son étendue *»t de cou- 
per à ongle droit , en tous ses points , la direction 
de le téaultante de» focee»X, T, Z. Gelleedoo»» 
surfaces qui passent dans l'intérieur du fluide, 
d'après lu râleur de la constante arbitraire, sont 
ce qu'on appelle des surfaces dê nseeou. Si l'on 
ftit otoitre cette oonitante por degvé» infiniment 
petits, on divisera la masse fluide en une inlinité 
de couches infiniment minces, et comprises entre 
deux surfaces de niveau consécutives, que l'on 
nomme , pour cette reiaon , de» eeueb»* 4» n inn. 

L;i valeur de In constante qui répond à la surface 
extérieure se déterminera, dans chaque cas, d'après 
In volume donné du liquide j en aorte que la pr»»- 
•ion extérienre n'aum aucune ioiuenen, ni sur la 
figure d'équilibre , ni sur les dimensions tîr rr 
fluide regardé comme incompressible. L'équilibre 
ne sera pas troublé si le liqnide ▼lent k se aoKéi*- 
fier; il a*en»ait donc qu'une pression eonaiaate et 

norni'îlr . r\^Trrp rlf ficl'orî rn fîf'rl iri'; s:ir tous !es 
éléroens de la surface d un corps liquide ou solide^ 
se détruit d*elle>roême, et ne peut imprimer I »» 
corps aueun montenent de tranalalion ou de rots- 
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ffOD. Prar an liquide , cet équilibre dea pressions 
eztërieares résulte la prapiléU cwMldrîilii|M 

drs fluitir"; , dr trnn^mrttrf (■cnlpmfnt fn tnns sens 
le» pressioas exercées à leur surface (n» 578); on 
«M«M, par la nùte, qu'il «ai indépaadadi de 
ocife propriété , et qnll a dgalamank liait pour m 

corps solide de forrnf» rnipVnrrjiif". 

680. Stipposons actuellement que le Suide en 
^Otbre ami fymé d'nae nattln homogène , et 
qa*il ait partout la même taupératare et la même 
dfn'ih^ }r\ quantité p «'tant constante , il faudra, 
d'aijrcs Téquation (3) , que la formule Xds + Jdy 
+ là» adt la dtflKNiitialle exacte dW fanslion 
de trois variables indépendantes, H cela B*a pas 
lieu, réquilibre est impossible dan^ la mnsse 
fluide, quelque forme qu'on lut donne, et lors 
nêase qu'elle fciail fenAmée dene on Yaaefenné 
de toutes parts. 

Hais b ronHition d'inti'grabîlité est toujoTirs 
remplie à 1 égard des forces de la nature, qui sont 
dea aAtieetiena en det Hpnlaleiia , dont lea Inton- 
sités Tarient en fonctions des distances aux centres 
dentelles f'mnnent (no 158). L'équilibre d'un li- 
quide homogène , soumis a de semblables forces, 
aaM dene poiaible ; et pour <|n*il eit lien efTeetive- 
ment , il faudra donner au fluide une forme, telle 
que sa surface li bre coupe à angle droit, dans toute 
son étendue , la résultante de ces forces attractives 
OD répnliivea. 

Si , par exempte , la masse fluide est entiirenient 
libre; que l'on exerce à sa surface une pression 
constante, et qu'il n'j ail qu'une seule force di- 
rigée vers on centre fixe, le figure de la maase 
ÂBCD , rn rqinlihrc autour de ce point, sera une 
ipbére qui aura ce point pour centre , et dont le 
layon ae déduin Ai volume douné de cette masse. 
En suppoaent que la feiee dirigée van le centre 
fiTf soit une attraction en raison inverse dn mrré 
de la distance, désignant par y Iratensitc de cette 
forée eoeélératriee à la enrllice du liquide , par a 

aen rayen, etpar«la preaaion esttfrienre, — sera 

l'attraction à la diifanoe el l'eu eonelwa de 
réqua(ion(4) 

pour la pression à la nir'-mf flist:inrf, Tn mr-me 
chose aura lieu si l'on reiujilace le cculre fixe par 
une apbireielide dent leui lea points attirent eenx 
dnUquide en raison interse du carré de la distance; 
mais iilor» c étant le rayon de cette spbère, la va- 
leur de p nu s'appliquera qu'aiu valeurs de r oom- 
priaea depuîa r = c jusqu'à r b a, ietsqu'on 
changera Tattraction en une fotee .rdpelaive , il 
sufTira de changer le aigne de f ; es locte que Ton 
auTii 



La plus petite valeur de p répondra à r = a , et 

eiu (u « e> 
e 

il Cndre qu'elle eeit poailive, aaua quoi la couohe 

liquide se Hf't^r^icrnil du corps solide, et ?rr:iit 
dispersée dans Tespace ; par conséquent , il faudra 
que la preasion etférienre « surpasse la quantité 

esu f u«<~ a) 

^ .En général, il est nécessaire, dans 

T('qui!ibre d'un fluide, que In prf^çioTt p oit une 
valeur positive dans toute Tétendue de sa masse, 
afin que les partiea cenliguia s'appuicut partout 
l*ane neutre Poutre, et que le fluide ue ae divise 
pu. 

Qnand le rayon e est très grand , la force attrac- 
tive dirigée vera leeeutre de ta sphère estaeufi- 
blement parallèle, et la aurfucc du liquide, sensi- 
blement plane et pcrpendirnloire à la dir^rti ii <!e 
cette force, dans une ett-ndue peu considérable. 
Ce eaa eat edni dTuu liquide pesant , que noua 
oonsidérarena apéeialement dans le ehapiire aui- 
vant. 

687. Qoelles que soient les forces d'attraction 
ou de répnlstou dirigdea vera dea centrée fixes qui 
agissent sur toua lot potnla d'une UMaie fluide 
ABCD , feiaona 

lUe 4. Tdy + Zda = d^i 

a désignant une fenetion det coordonnées « , y « a, 
dépendante dea leîa de oea foroea eu feuettona dea 

distances. 

L'équation (3) deviendra alors 

* = f*. 

Pour quN'IIe sulMlite qnand la densité p sera va- 
riable, il faudra que celte densité soit «ne fonc- 
tion de la quantité a; al| réciproquement, lorsque 
eetle eoodition sera remplie, il y aura toujours nue 
valeur dep qui satisfera îi celle équation d'équili- 
bre. Or, d'uprês IVquation (4), In quantité * est 
constante dans toute rétendue de chaque couche 
de niveau jdana un fluide hétérogène et dena un 
fluide compressible en équililire, il est donc né- 
cessaire que la densité soit constante dans toute 
Téiendue d'une même couche } et la eoudie auper- 
fieielle, soumise à «ne preaaion oonatanto et 
donnée, étant une couche de niveau, il faut aussi 
qu'elle ait une même densité dans toute son éten- 
due. 

Si le fluide eat incompreaailile , la denûté f 

pourra être une fonction quelconque, continue ou 
discontinue, de la quantité a; quand elle sera 
donnée , 00 en conelura la valeur de j» eu fenetion 
de f , en intégrant la formule fdf, et détennimnl 
la constiinte arbitratrr ri',iprès la grandeur con- 
stante, et aussi donnée , de la pression extérieure. 
Dons le eaa d'un liquida hétérogène aouuiis à une 
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força centnle } U faudra , pour PéquUibre , que u 
IMIM Nil fofmfe de eraebM «phériqnn «t eon- 

epntrirjnpç, dont !a fîpnsifë sera la mcmc dnni 
tou(« rëlendue de chacune d'elle* , et pourra Ta« 
fier ttbtlnirenieiit d*mi« eooeln k «ne «vire. Q« 
■toa, d ploaieurt liquidM p«Hns sont contenus 

dans un vase, i! fnTidm , pour IVqTiilibrp . qnc 

(disque couche boritontale et infiuiineot mince ne 
eoolimne qoVM moI Hqalde; «ondMoo qui mm 
vcnplie, si leMurfaoe inpdrîevre, qu'en rappose 

aoumi-^c h une pression constante, et les itsrrtices 
de séparation de deux liquides coocécutifs , sont 
IralM plettM «t IioriMaUlM. U staltiUU de Téqui- 
libneiigera, de plus, que les densités des liquides 
anperpnsés décroissent, en allant du liquide le 
plus bas au liquide le plus éleYé , aûn que le cen- 
tre de gravilé de oe tj^me de corps pesans , soit 
le plus bas possible ( n» 348 ). 

688. Dans un fluide élastique , la densité est 
liée à ta pression (n<>681 ), et ne peut plus être 
dosade erbilnirenent, oemme diem mi fluide 
incompressible et hétérogène. En divtIMt les équa- 
tions dp= fd9 f = kf Tune pet l*eiiUe, il 
vient 

- = m 
p » 

Si la température est ptrtout la nicme , k sera une 
^al4ldee«tleate; et, en ïnldgrent, on em 

pour ecpriner les lois de h ptessien et de la den- 
sité, (fans Tétat d'équilibre du fluide; a désignant 
ta base des In'rHritlimcs népériens, et « étant une 
constante arbitraire , qui exprimera une certaine 
ptessien, et seddterminera d'après le pression qui 
eura lieu en un point donné. 

Si la température voric d'an point h nn autre , ik 
varirra également; mats pour que l'ëquation (6) 
stdwisle, il fendre qne cette qnentiW soit une fonc- 
tion de^, qui pourra ètrr donnée arbitrairement. 
La température devra donc être aussi une fonction 
de f ; par conséquent, la température est constante 
dans tonte Péteôdue de ebeque conebe de nivesu 
rf'nn fluide «élastique en t'quilibre. Celle condition 
étant remplie, il faudra remplacer les équations (0) 
par c«llo>ct : 

-/t 

Abstraction faite de la force centrifuge et de la 
non spMrîeité de le terre, la pesanteur des asoléen- 

les d'air est dirigée vers le centre de la terre , et les 
coucbes de nlreau de la terre sont sphériques et 
concentriques. Pour que l'atmosphère demeurât en 
dfnilibroi il fendrait done fue U tempëiatiue fftt 



partout la mtoe , à nue même iMutear eu dessi 
de lasorfMO delà terre, el q«*ollo no variât qu^aToe 

l'élëvotinn Hns rniirïips LonrcntriqTiP^ Or, il iiVti 
est pas ainsi ; et le soleil échauffe inégalenteot les 
diSfoens points de U entfeoe do U terre et4e dM- 
qoeconshe atmosphérique. La tenpératnieddpe» 
fiant de la latitude , celte ctrrnn';tnnr« empcche 
réquilibre d'avoir lieu,el produit des vents perma- 
nens, qne Pon nbeer^e, en effet, près do Tdina^ 
leur. Au reste,iaoondilîonde réquiBhradea o an cfc ai 
otmospht'rtqtif? nf pourrait rien nous apprendre , 
relativement à la variation de la température dans 
le son vertical } oar TéquatÎM (6) a lie«, qnallo 
que soit la valeur dth en fonction de f , el, pat 
conséquent, qiMllo qno soit la loi do oette variai 
tion. 

Lorsque laassaioABCDesteonpMée doplnsteoit 
gas de natum diverse , les conditions d^éfpsilibre 
peuvent être rMnpIic! H (? àrn\ manières différen- 
tes : quand cea gas tout parfaitement mêles eo- 
sendble, de sorte qnHlsfermenlna fluide booMgine 
dons toutes ses parties; et quand ils sont, au con- 
traire , r1i5pn<îPfi en couches superposées, dont les 
auriaces ue teparation sont toutes des surfaces de 
niveen. Le premier «as a lien dans l'ntMospMra 
dont la composition a été trouvée la même & toutes 
leshautenri. C<?t état d'un mélange parfait est ce- 
lui de l'équilibre le plus stable; et quand deua gas 
diflirens sont enporpeaée dans nn vaso fermé de 
toutes parts, Ils finissent, h b Inn^Tic, par se mêler 
exactement, à moins qu'on ne parvienne a garantir 
le vase qui coutient ces fluides , des plus petites 
agitations* 

689. Les centres des forces allractivr? on rt^pu! 
sives, qui<«gissent sur chaque point M de U ib^sm 
fluide ABCD , peuvent être tous les antres poiais 
maléridsde cette nMsse.Danaee cas, leecoaBpa> 

snnf X , Y, Z, de la farrc nrcrl'-rntrirc tntalp tlu 

poiutH, &e composeront d une infinité de termes; 
ce qui n'empêchera pas qu'élise tto eoientde osr- 
taines fonctions don, y, s,oonimunes à tous les 

points des fluides , en supposant qnc la loi Qtto- 

relie de l'action égale et coutraire à U réaction, ait 
lien dans lenn attmotîena et idpnlrions asntnsUse, 
et que tous oes points soient d*atlteiin eonBisens 

iniMnes forces étrangères. 

Dans la nature, ces actions mutuelles sont de 
dent sortes différentes : les nnes varient en raison 
inverse dn eané de la distance, ' t Ir ^ mtentitét 
des autres sont exprimées par des fonctions qui 
décroissent avec une extrême rapidité et n'ont da 
valenn sensiblea que pour des distanoce iiiisaii 
bles. On calculera les composantes lotolea X, T, X, 
des forces de la première espèce , en partageant 
la masse de ABCD en élémens infiniment petits 
(n° 98), et fliissnt ensuite, par le calcttl int^sral, 
les sommes des attractions ou répulsions de tons 
c(?<; points, suivant chaque direction. Quant aux 
actions de la seconde espèce, que l'on appelle pro- 
prement lesforew e nll sw W r r a, et qui sontattrae* 
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UvM ou rëpaliivet, seloo que rattriction do la l 
mtièTO ponMnble «tt plus grande «■ plot p«tila 

que U répulsion calorifique, on ne devra pas en 
tenir romple dans le calcul des forces Y, 
reiatiTes à un point intérieur M j car ce sont prë- 
citéaMBt ee* ferMi mUenlairM qui produisent la 

pression p , ^galc en toui sens autour r^p M , à la- 
quelle on a déjà ea^ifd OU foroiant les équations 
d'équilibre. 

n résulte do Mtie'deniMro ceasidératioa , que 

les éqoations (2) «inqoetics nn rst pnrTcnn , sotit 
les conditions d'équilibre, nicetsaire* et sufjuan- 
IM, do iouloo les forces, j compris les actions mo- 
UmloiiM, «pli ogiiMat Mtrm dMMntquoloonqM 
ém de la masse fluide; en sorte que iVquitibrc ■ 
lieu, certainement, quand il existe une Toleur de p 
qui Mli«r«H k ces tfqnithmo pour tout les points 
ë« luido t qui eoincûlo tvee la valeur dooi^ di- 

rrr-tcmrnt cîf In prrs<îinn à In surface libre, et qui 
ne devient négative en aucun point | afin quolu 
partiel dn iuido reaient eontiguês. 

Si la loi dos forces moléculaires , en fonction de 
la rfi'^tsnrp , pf ait dnnnéc, et qu'on jr'it Héduire de 
ces forces l'expression de la quantité f en fonction 
de rinlervalle moyen des moldenles (0° 08), on 

aubatUneiaît cette cxprc&sîon dans les équa- 
tions (2V. ''"T'^ d'e lles déicrininernit la grandeur 
de cet intervalle, quia lieu, dans l'état d'équilibre, 
autour du pointK; atlea deux aotfeaespr'imeralant 
les conditions de cet équilibre. La valeur numéri- 
que de p résulterait ensuite de celle de Tintervatle 
moyen , 00 de la valeur correspondante de la den- 
aité; et j'ai expliqué , dana le mdmoiie cité précé- 
demment (n» 677), comment cette pression f peut 
varier, duns (}e très grands rapports, pour de très 
petites variations de la densité qu'on observe dans 
les tipiidca. Hab la déterninelion directe de la 
pression/» étant imposaîUei on est obligé de dé- 
duire sa valeur <ie* conditions mêmes de l'éf^ni- 
libre, ou de la formule (3), qui en est la coosé- 
quenoe. 

Lorsque le point M est situé h la surface du 
fluide , ou qu'il n'en e»t éloipné que d'une distance 
moindre que le rajoa d activité des torces molecu- 
labea , on doit avoir égard i eea foreaa etkia va- 
riation rapide de la densité superficielle, dans le 
calcul Af% rompo'Kinti!'^ X , Y, Z , et , |»ar suite , de 
U valeur de f , déduite de k furtnule (3). il en 
idralleune inOnenee dea fvroaa moMenlaifca mur la 
figure du liquide en équilibre , qui n'est pas sensi- 
ble , en général , et qui ne le devient que dans les 
espaces capillaires. On n'y aura point égard dans 
ce Timilét et, peur tout ce qui eenoame lee phéno- 
mènes de la cnpillaritr, je renverrai & la Noutetle 
thiorM dê t Action ctgfilioir», que J'ai publiée il y 
a deux ans. 

690. Si nn Kqaide lioniogéne ou liAA«gène 

tourne uniformt'tnrnt autour d'un axf: fucjj^s for- 
mules précédentes feront connaître les conditions 
néceanirea et aulliaQies pour qu'il cenaervn «m 



figure permanmte, et se meuve comme an coffpa 
aelide. Il aoAfa peur eala , de Joindre ans oeaipo- 
santés X, Y, Z, celles delà fiitee eenIriAige qui ré» 
suite de cette rotation. 

Prenons alors l'axe de rotation pour celui des m. 
Mtr k dialanee du peint qneleeafm ■ k oelte 
droite^ de lecCe 4|n*onait 

Appelons « la vitesse angulaire constante et com- 
mune k tous lea pointa du 0uide ; ru sera la viteaie 
absolue du point M \ et comiae il déciiia nn earele 
dmit le rayon est r, la force centrifuge aura r»- pour 
valeur (n* 174). Cette force étant dirigée suivant 
le prolongeiaent de r, en ebliendra aea eempeaen- 
teaparalléleaanxaseadea «etdmy enla omlli- 

pliant par ~et — ; ce qui donne x«« et y«* , qu'il 
r r 

faudra ajouter oui forces X pt Y ; et comme la 
force L ne changera pus , la lunuuie (3) deviendra 

4p=,(Xii. +Yi^ + lA»^^*MdM +««»di>).(e) 

la quantité comprise entre lea parenthèses sera 

encore une diGrorentielle ejarte, savoir, la diffé- 
rentielle de la fonction 9 du n" 687, ûu^;mentce do 

y*U ou de — *«r» . Pur consé<|uent. U 

forme permanente sera possible ; et si Id surface 
likredu liquide éprouve une preasien centtente 
dans toute son étendue, l'équation fwmmune k 
cette ■orCifie et k tontes lea aurfecea*de niveau 
sera 

Dans le cas d'un liquide homogène, il suffira que 
la surface libre soit déterminée par l'intégrale de 
cette équation difléf enttelle , dont un déternnuera 
la cenatante arbitraire, diaprés le volome entier dei 
liquide , comme on le verra tout à l'heure par un 
exemple. Dans le cas d'un liquide hétérogène, il 
faudra, de plus , qu'il se compose de couches ho- 
mogénea, dont les lignrea aèrent entii détamiinéae 
par Tinte _"r,i le rlrrpttf niAine éf^M;ition, et qui ne 
différeront de la figure extérieure, que par les va- 
leura de le wnateaie «litilcdre. 

SOI. AppUquena l'équation (k) an caa d*nn li* 
quide honio'jriie , soumis h la pesanteur, tournant 
autour d'un axe vertical, et contenu dans un vase 
ouvert & sa partie supérieure. 

En appelaotf la gravité , et comptant lea M post' 
tires dans le soM contraire k cette fnree, noua en* 
rons 

X = 0, T = 0, Z = — 
L'équation (k) deviendra dono 

$iB =s o»(M&r y^p)i 
dPei rnn tira en int^anti et désignant pare la 
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constante arbitraire 

«ss^ (««4- vO + 'i 
H 

ce qui montre que la figure libre du liquide sera 
celle A\in paraboloîde de réf©lulion dout l'axesera 
celui (le la rutatton. 

Pour iMtcmiiiw la eomUntc o, suppoeons que 
le vase soit un cylindre Tprtical à ba«e circulaire, 
dont Taxe de figure mtt l'axe des » ou de rotalion. 
Appelons a son rayon , et k U h*ol«nt ditth 11 vî* 
tease «bsoln» «sdalt'iwCM», d« Mvle qii*oii «it 

hr* 

a*»* = Z$k f et par conséquent » = — + c. Soit 

a* 

aussi 6 1a hniHnir de Teau avant le mouTenaent; 
wa*b sera le volume du liquide qui ne changera pas 
pendant h totation \ or, en divisant l« parabolcSde 
«n couchai cylindrique» et infiniment minces, qui 
tient pour axe commnn celui des *, on aura 2wrdr 
penr la base , et 2wBrdr pour le volume de la cou- 
olM dont le nron est r ei l'ëpaiMenr dir ; ce volume 
létal a^obtiendra donc en intégrant 2«ardr, dé- 
duit r = 0 juMin^ r = a i d'où Ton conclut 




En substituant pour r sa valeur eteffecUunl Tin- 
tégration, on en déduit 

e « * _ i fc, 

pewle velenrdec. 

rdqueiioih de te eulkoe enpdriewe du liquide 
«en donc 




Le plot petite et U plnt gnnde mien de s qui 
répondent à r ss 0 et ras«, ieient ( k et 
4.^ ft; mf aorte que rabeimenent du liquide 
denerase et son élévation I U circonférence , qui 

résulteront i\f ! ) rotation, seront les mêmes, et 
auront pour valeur la moitié de la hauteur due à la 
viteaae de le ciroonffirenee. 

un, Qœndlèi force» dont X, Y, Z, senties rom- 
poeanles, proviennent des attractions de tous les 
points du liquide , en raison inverse du carré des 
distanoM , «e suivent d*eutre» loia, le» velenra to- 
tales de X, Y, Z, dépendent, en général, de la forme 
du liquide et de ses muchcs de niveau j et , réci- 
proqueiueut, cette ionuc dépend de» valeurs de ces 
composantee. Cette dépendance mutnelle des at. 
tiaetiom du fluide et de sa fiL;urc , rend la déter- 
ininaliou <ic celle-ci très difticile au mojen de 
l'équatiou [b). Lurs mèiue que le liquide «»t homo» 
géne, on u^estpervenn à résoudreeepmUéme, dena 



le eee eedineireda rellraotien en taisea inwtae dn 

carré des distances, qu'en supposant laforrt» r^n- 
trifuge peu considérable , de manière que le fluide 
s'écarte peu de la forme sphérique qu'il pourrait 
piendre si cette foice était toniMit noUe, ^esu 

à-dire, si le fluide était en rrpns On démontre 
alors, par une uiiulyse fondée sur la considération 
des séries , el qui ue peut pas trouver place iei| qw 
la Bgnre du fluide est nécessairement celle d'nn d> 
lipsoîdc dp Tf'Toliitinn , dont nn délerminc l'aplatis- 
sement, d'après la {grandeur de la force centrifuge 
à Téquateur , comparée I l*attraetioB dn fluide au 
même point. 

Mais , il pst facile fie Tf^rifier que la fif^tre ellip- 
tique satisfait toujours à Téquaiion (i) , lorsque la 
viteese • ne dépasse paa une oertaiiie limite « et 
qu'il y a alors deux ellipsoïdes de révolution qui 
répondent à une* même voleur do cetl»« vite<;«;pde 
rotation. Supposons , en effet, que la surface du 
fluide , dena ion état penaaiiiati a pour équation 

** x* 4. V* 

qui est celle d'un ellipsoïde de idf ohitioD , doot 
rasade flgme et le diamètre de Téquatenr ont 3» 

et fle \/i^y* pour longueurs. Appelons X , Tf 
Z, les composantes de la force accélératrii-e prove- 
nant de l'attraction totole de ce corps sur le point 
de sa surface qui répond à « , y , s , et dirigée» 
sttitant lea proloofemens de ces coetdonnéa, 
c'est-à-dire, <!<^tis contraire des composantes 
dont on a douné les expressions dans le a<^ 106. Ea 
changeant les signes de ce» et pr ei eio na , et ob»m^ 

Tant que j irr«M ^ + T'* ) est tamaseederellip- 

•eUe t nova enrooa * 

y* 

» 

Ir 

/"étant , comme dan» le n* cité , rintenaité de rat- 
traction k runilé de distance, et entre dus maietS 
dont chacune est égale à l'unité. Il s^agira donc de 
prouver que ces valeurs , jointes k Téquation (c), 
satisfont i féquation (è). Or , en lea anbstitnsat 
dans cette équation, nuiltipli uit tmi-; «;f"-i termes 
par y' , ce qui suppose que y ne »oil pas ièro, et 
faisant pour abréger 
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•D différaoliuil rëfattim («), «1 a 
Md» ydy + {l ^ y) MiM 



et, pour qae cette (équation dtffércnliella coïncide 
avec la j^cédente, il «at séoaiaaire «t U «ofii 
qu'on «il 



7 > - î (» + V )••• = + = (*«f = - >, 

ou bien en réduisaoi - 



— «M (taag as ^} 8 0| (d} 



3> 4- Ziy> 
3 + y 

en 5nrip qii'i? nç restera pitis qu'à s'asSUrer fi COttfl 
équation a des racine* réelles | et à eo détanniaer 
!• nMnbn. 

Pour cda,|a nfiiésente par C son premier mem- 
bre, et je suppose que Von trace la courbe dont 
y «4 C aoat rabsoiise et l'ordonnée courantes : 
eett« eottrba coopm Tu» àm tbidsMt i Pori- 
gine ; mais la racifWy=0 «1 étrangère à la ques- 
tion , tant que la TÏtesse « et par suttp 1 nN^st pas 
fléro. Les autres racines de réqaation {dj sont deux 
à ivn égatlei et d« ligoM eonlrairet} ntii il aoT- 
in de considérer ses racines positives, par exem- 
ple, attendu que réqiMtioii(e) na eontient que le 
carré de y. 

Cek étant, li 1*m dgdaliiéro U diflénnlidle 
d»€, «ntronve 

pom déteinfaMr Ict «iMoiwas comapondanics anx 
■■iïinii et aux mwMwi de cette ordonnée. Or, 
cette équation étant du second degré par rapport 
à y* , il s ensuit qu'il ne peut exister qu'un muus- 
•M» 0t on wtÊHèmm dt diaqna ailé da rarigine 
des abscisses j d'où Ton conclut d'abord que la 
courbe ne pourra couper qu'en deux points l'axe 
des abscisses positives , au delà de cette origine; 
en aerle 4|ii*U eiialeim, «n plue, deos raoinea tdel- 
les et jiosittTcs de IV'quation {d). Observons en 
outre , que si les équations (d) et [t) ont lien pour 
tme nène Talaur de > , la coorbe touchera l'axe 
deaaiMcisses en un point qui répondra à nne ra- 
cine double de l'tfqoatiMi Or» en tire de l'dqm- 
tion(#), 

Z* 

'■"(i+>M(«+>»)' 

en substituant oette valeur dans l'équatiou {d) , il 



(!+>•)(» + >*) + ^ ^ 

équation qui ne peut avoir qu'une seule racine 
I, antre yssO. Cette melne enkle eibeli- 
t}etpardetaaiei e, eni 



approchée 
dM 



deaert 

• = 0,1123} 
ponvottt conelnre que pour des valen» 



de «plus petites que oette fraction, il y a 
intersections distitirtp<î Hp Va\ç cîr'i abscisses po- 
sitives, et deux racines inégales de l'équation (d)} 
que pour oette valenr da «, oea interMctioni ae 
changent eo un contact, et les deux racines de» 
viennent égales ; et qu'enfin, pour des valeurs plus 
grandes de les intersectiona n'ont plus lieu, non 
plus qw lea raeiaee téallea de Péqnalion (d). n eat 
certain que ces neinat répondent ans moindrae 
valeurs de < , et non pas aux plus grandes ; car 
pour •=« , l'équation (d) n'a aucune racine dif- 
ffrente de této ; et , an oontraire , quand t est nne 
très petite fraction, on détermine aiaénMst lea 
deux racines Véefles de cette équation. 

Lorsqu'on aura déterminé , au moyen de l'équa- 
tion (d), leadenxvalennappfookéaadey^qnird» 
pondent à une valeur donnée de « moindre que le 
fraction précédente, les valeurs préréHentes de 
X, X , Z , feront connaître l'attraction du fluide en 
u n point quelconque de aon intérieoron de sa anrw 
fare , e^on déduira 1rs valeurs de e, du volume 
aussi donné do liquide. Quand la valeur de • sur- 
passera oette fraeUon , on ne sera pas en droit d'en 
conclure que la figure pmMMiente dn liquida 
toit impossible, mais seulement qu'elle ne peut 
pas être un ellipsoïde de révolutioa; car si l'on 
excepte le cas on l*on suppose eetto figure tréi 
peu difiTérente d'une sphère, on n'a point encore 
démontré que la figure cni{>tiquc de rcvolntinn 
soit la seule qui couvienoe à Téquilifare des forces 
eentiirogaa et dea aotiena nintucllei dea maldeo* 
les : on n'a ininie paa prouvé que la aphàra aoîl 
1.1 «eule figure qun puisse prendre une masse 
fluide en repos , dont les molécules s'attirent rou- 
tuellenicnt, quelque naturel que cala pamiiaeb 

693. Si la quantité 1 est une tréa petite fraetion, 
on satisfait à l'équatinn (d) en prenant poUK )i» 1 
quantité très petite. Un a alors 
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•IM substituant cetmiMn dUM réquatîon (i) , 
supprimant le facteur^, roininnn h tnus les termes, 
•I négligeant ensuite les poiasapcea de y tupé- 

ce c[ni r<^pond i un ellipsoïde très peu aplat). LVipla- 
tÏMement sera • peu prés -j- y* , puis(|iie les deux 



demi-eie? sont c ri c ( / 1 _^ ^ i . On ]TOi!rTa prendre 
m* 0 pour U force ceulrifujje à r( (|ii^i( ur, et 

y »yf<? pour l'attraption en un point de la surface, 

ce qui serait les ▼«leurs exactes de ces deux for- 
Mt, si la e«r|it étail ntetAment sphériqne. Le 
nfipni de la première à la seconde est égal à 3i ; 

par conséquent , iorçrjii'un fluide ^lomof^^nç fonrne 
autour d'un axe tiie , et s'écarte très peu de la û- 
g«M •pMriqiie , ■m iplaiiMUMal aot i^t è daq 
fois la force centrifuge à l'équateur divisée par 
quatre fois Tattraction k la surface. On démontre 
•umI que si le fluide est composé de couches très 
pM «fÂitiM, dont 1m demités décMiiotiit dy wa- 
tre à la surface, raplotissement sera toujours plus 
petit que dans le cas de l'homogénéité , et cepen- 
dant plus grand que les deux cinquiènuM de celui 
tépwnA k 06 ou. 
Dans le mouvement de rotation de la terre, le 
rapport de la force centrifuge à la pesanteur, ou à 

Tattraction terrestre, est environ (n» 177) à Té- 

j ^ 

quatetir. Si la terre était nue m.is'^c tliade homo- 
gène , Âon aplatissement serait donc -^^i dont les 

Aoitt owqnièoMt tonC ; m volonr qui ré- 
sulte de l'obscrTntinn , est comprise entre ces deux 
limites, comme dans le cas d'une masy fluide 
Sont la densité déorottdu centre iUforfiiOO. 
IniUmit 



dan» les taleurs de Z et |/X» -f- Y» , et dévelop- 
paiit oamiita oniTantleo puiMoiMOO de >i| od trouve 

|/ïr+v = _ île^i + + eu.) , 

pour les atlnetioat qai ont lieu aux pôles et à 
réqnateur. J^ajottto à b féconde In fofca centri- 
Ibgo m* 0, dont la valeur «tt 4/irfCs, oa le produit de 

— wffit et de d'aprdf ce qai précède} il vient 

1/ X« + Y. + «. c = — î-'+etc. V 

3 V 10 / 



pour la pesanteur i réqoatenr. Ko en reCrandiaOl 
la pesantenrZ an p^, et divioaat paroeUeHsi, 



on a 



i — ^ as — — «le.{ 

en sorte qu'en négligeant le carré de y* , rm rap- 
port é:;a\ h l'aplatissement - •) » , ri pjr r nn- 

séquent , la somme de ce* deux quantités a pour 
valenroiiiqfoia h focoe eeotrifuge diviiteparle 
doahie de la peaanleor à réqvateur , oenfend» 

ment au théorème cité dans le n» 193. 

Dans ce même cas d'une très petite valeur de«f 
on Mtiifajt enoore à l*<quation {d) au moyen dTne 
très grande valawr de )f . On a identîquecMsnt 

• are (Ung sy)ss j ^tang =— ^ ; 

pour une aeaiblelile valear de^r , on aura done^ ea 
•érie eonrergenCe « 



arc (langs=^}=— — 

» y 

00 adenêaie 



1 t 



+ elc^ 



et en substituant ces développemens dans Téqua- 
tion (d), ou «n dédnim enonile vm Talaw de y ai^ 
donnée auîvanl lea puisaauoea «toiManlM dat, 
iaveir, 

â 

y- + elis., 

qui sera la seconde racine réelle de cette équatioo. 

Pour de plus grands détails sur cette importaote 
thdorie et anr aoa applioatiou à la figure de le 
terre , je renTonai eus tonoi H et T de la JflM- 
ns'gue ciltttê. 

604. Il y a une difl'érence essentielle entre les 
•utfaeeade niveau, tracée* daua rintérie«rd*an 
liquide soumis i Taction mutuelle de tous ses 
points , i t ci lles qui sont décrites dans un flnide 
dont les points uc sont sollicités que par de« forces 
étnngéree, o*eirt-k>dire, par dea attmetieo* en 
répulsions qui émanent de centres fixes, et sont 
fonctions des distances i ces centres. Supposons 
que ABCD (fig. 182) soit la eorfkee libre d*un liquide 
en repoa , ou tournant, pour plue do géndralilét 
autour d'un axe fixe. Soit EFGH une surface de 
niveau tracée dans son intérieur \ et appelons R la 
résultante de toute* le* forcée qui agissent au 
point quelconque M de cette suriaoo. Daoslei 
deux cas qu'on \ient de disting uer, rotte fore* 
sera dirigée suivant la normale KM? en ce point j 
or, dana le second cas , sa grandeur el an d ii ee t ien 
ne dépendant d'aocwna aolioil doa poiul* du 
Ivide, ette teolna cacectt perpendieulaiie è la 
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•oifMt un, ft 1*1011 mUw k eenelM d« lk|irfd« 

comprise entre EFGH et ABCD { de sorte qu^après 
cette SOUStractioO| la liquiHf terminé ]>nr EFGH 
demeurera encore en équilibre : mais dans le cas 
4e* idiOM aralMllM d«t pomtt da sytlèoMif h 
furce R dépcfjcjra de roctlon Je ce liquide inté- 
rieur et de celle de la coucbe extérieure ; elle 
changera, en général, de grandeur et de dinction, 
lorsqu'on supprimera la coocbe oomprÏM entre 

ABCD et EFGH, et Tt-quilibrr tin liquiHc tcrmirré 
par EfGfl n*aiiraplus lieu. Pour qu'il se rétablisse, 
9 fradn queli turfMeEFGI dwnge, et devicMie 
feqtendiculaire, en chaque peint à k Mille 
partie do Id force R qui subsistera. 

L'action de la coucbe extérieure , comprUe en- 
tie ABCD et IFCrH , len iialk ra* «tout ke pointe 
4v flnide intérieur et de la surface EFGH , krM|«e 
h niasse entière du fluide sera homogène , qu^elle 
a' écartera peu delà figure spbérique, et que ses 
peinti ne MroDttellîoitée 4|ae pat kart attractkne 
mutuelles en raison inverse do carré des distanee*! 
et |>jr In fofoc cfntrifuL'e. En efTt'l, toutes les sur- 
faces de niveau sont alors des ellipsoïdes sembla- 
bks, «t»,.eeiiféqneniment, k coaehe eemprite 
entre deux de ces surfaces ABCD et EFGH, n'exerce 
aucune action sur les points s itiu^ rl,ins IV<>f>oce 
intérieur (n<> 105). Mais cette uuiiitc de 1 acliuu 
4*aae eenebe teminée par deux enrkeeede ni' 
Teau, sur le fluide int«?rieur , n'est pas une condi- 
tion de l'équilibre des fluides; les forces étafnt 
tonjonrs celles qu'on vient de supposer , elle n'a 
pin* Ben, pu>>meinpk^ knqoe k Uiinidè ett hété- 
rnpéne; ce qui rerd rlitscmblahlps Ip5 surfaces de 
niveau , qui sont encore elliptiques j et telles que 
rellipticité de k mriee* 4|MleMM|ae 1161 dépend 
de répaisteur et do k eemitUatka dn k eonelie 
ektérieure 

Bans k cas particulier do l'homogénéité, oo 
peut enkferon lélêblir I volonté k condie ellip- 
tique comprise entre ABCD et EFGH, sans troubler 
Téquilibre ni ohan^^er la forme du fluide intérieur, 
•o supposant que la vitesse de rotation soit tou- 
jonn k nènw. lais il y n anaai d*evlie* eovohes 
qu'on peut ajouter en loide termiaé pir JtFGH , et 
qni nf troublent pas son équilibre, quoique leur 
•ttiaclioa oesoil pus uulle sur les points de ce 
liqnide. Ilest éf ident que la ««rfaoe extérieure de 
k couche additive peut être un ellipsoïde sembla- 
ble ù EFGH , rl avn?it pour cfTitrp point de 
Taxe de rotaliun ditîcrcnt du puini 0. La surface 
extérieure de cette conelie pont entai evob ce 
point pour centre , et éire un ellipsoïde dont l'a- 
platissement soit différent de celui de la surface 
intérieuce. Pour le faire voir, soient ABCD et 
AVCD* (fig. 123) les deux eUtptoides difftfreoiqni 

satisfont h !;i ronditiou d'équilibre d'un mAme 

fluide liooiogèoe tournant autour d*iin axe fixe 
avee meTltefl*e angulaire doniée(ii*6n);iwiait 

' K4r«Mf4W rMMr . towall, fa|is n atsaivonlia. 



aniti nSH el WW deux Mthoea de niveau , 
tracée* dan* l'intérieur de ce* dlipeotdes, sembla* 
bles aux surfaces extérieures , avant 1c même 
centre 0 que celles-ci, et se coupant au point M : 
«ans troubler Péqnilibre dn liquide teminé par 
EFGH , on y pourra ajouter la couche comprise 
entre les deux surfnres EFGH et A'B'C'I)', diasem- 
blabln et concentriques. On remarquera que non 
ecnlement Teetion de eette oouclie eddilive *ar, 
li s {loints du liciuide intérieur et de la surface 
£FUU , n'est pas nulle, mais que cette action sur 
chaque point de U surface n'est pas dirigée suivant 
knORuak. Ain*i, an point M, l'action de la couche 
coropri*îe rntro les surfaces EFGH et A'B'C'I)', n'est 
pas dirigée suivant la normale lilIP à la première 
•urkee; eer déjà rtetioa du li<piide'i aH r?e fc r,- 
terminé par cette surface, est dirigée mirent 
et si l'action de la couche additive ovait'aussi 
cette direction , l'action de la masse totale , ter- 
minée par le eurface AWCD*, aérait eneere dirigée 
soivont eette normale , tandis qu'elle doit l'être 
suivant la normale R' HP' i l'autre aorCsee de ni- 
veau E'F'G'H. 

Quelles que eeieot le* ktee* qui agiaaentsnr un 
fluide ' homogène ou hétérogène tournant autour 
d'un axe fixe, on ne doit pas perdre de vue que la 
seule condition d équilibre est Texislence d'une 
quantitéf q|ui satisfasse i réquation (e), et qui *oit 
nulle ou constante à la surface libre du liquide. 
Toute autre condition qu'on y voudrait ajouter est 
déjà comprise dans celles-là, ou ne se vérifiera pai. 

SW. Varmi le* différentee kkd*attractkn , il 7 
en a une qui n'est pas cellr de la mturp , mnis qui 
jouit d'une propriété remarquable. Cette loi est 
celle d^nne action mntuelk en raison directe de la 
distanoe, et la propriété dont il s^egit consiste en 
coque la rësiilt:intr> de; actions de tous les points 
d'an corps, sur un point quelconque, est indépen- 
dante de k renne et de k oonstitntioo de ce corps, 
heMOgène ou hétérogène, etk même que si la 
masse entière tétait réunie à son centre de gravité. 

Eo effet, soient X, y, » ,.les coordonnées du 
point attiré, y*, jb', celle* d'un point ettinuti 
/M la masse de ce second point aaetériel , • k dk» 
tance des deux points, Af*w la force accél<^ratrir« 
dirigée du premier point vers le second j k étant 
un coeAelent eenetaut. le* eeuipoeawte* de eetle 
force suivanl^des parallèles aux axes des coordon- 
n»'f"!, menées par le point attiré, seront kft (jr' — 
k/j. ^y' — y) , Àju t puisque les cosinus des 

engk* que kit sa direction e«ee ces droites sent 
le» difTérences — X , y' — y, Ji'—z^ divisées 
pnr M. Par conséquent , si Ton appelle X, T, Z, 
les composantes totales de la force aceélératitee 
dn pdntattiréyon aura 









Y 


r= *TMy' 




Z 
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I s t^AMtotà IM* In p«ialg 4tt oorpt 
«ttinntC^, li Vm ■PfJI» m U oMute entièra de 

ce corpi, et f 1 , yi , Si , les trott 
•on centre de gravité , on aura 

2m' = M* I 
U en H»iilt«n donc 

X e= ibi («t ~ m),- 
T c= Am fy, — y) , 
Z = A«i («I » s), 



tioii qu'il c'aKisMit de démontrer. 



^«(i), et «Mil, 



d'où Ton tire , ea inVifpmâ tH 
conttaate Mbitraire, 



dérignuit per«ln 



Gtito dfwtiiNi fon mII« d« itufteet 4» «ivw» 

dans un liquide tournant aotonr de Taxe des s, 
dont les points s'attirent en raison dirertf* de la 
dîitancei elle (ait voir qae toatei cea aurfuces se> 
MOt «ooiMiilriqiiw «1 te Neoiid dtfré. De plus , ai 
Fop liwwporta Torigioe dei coordonnées i leur 
centre commun, c'est-à-dire , bu centre de pra'rilé 
du fluide , les première» puîMances des coordou- 
MéN MmntM «UmrMt disfMi«lti«j o« qui ba 
pMlavoir lieu, à moins qu'on n'aitsi =0,y> —0, 
Mi = 0. L'équation précédente se réduit donc à 

••+(1-0 + if) 

par conséquent, les «nrfnces de niveau sont des el- 
lipsoïdes ou des hyperbuloides de révolution, selon 
qn*on at<lo«s>li«i| âmn Iw dcin om, 
elles ont toutes le wêmm ne de Sgên, foi est Feie 
deretatioB. 



te velm ém liqiiUe «eut demd , riiypcA». 
loïde S*eitpeiliUe que quand le fluide est conteoe 
dans un va«« , et nlors l'équation {f) s'applique 
seulement a la partie libre de sa surface. Lors donc 
qu'on e s > t, ie igwe pcraMaenle d'an Uqmde 
libre de toutes parte est impossible, dans le cas des 
forces que nous considérous. Si l'on a « <1. toutes 
les siutaces de niveau sont des eUtpeoides qui dif- 
fifeat perles irnlewe éee. Fe«r ildlieniimn le «b> 

leur de cette quantité qui répond à la «urface eilé 
rieure, on égalera le volume de l'ellipsoûle , dont 



est 



aa«eb 



•Pl«v 



3 ;i — 

quide. 11 est remarquable que, dans cet eM 
la loi dm deMitds cewahee 4a Bnide n*ai 
influence sur sa fignie «iMneoie «â for «Ile de eae 

dei 



CHAPITRE IIL 
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696. Soit ABCD (fig. 134 ) un vase ouvert à s« par- 
tie supérieure, et dont la base borixontale AB est 
peeéeear « pla« fiie. SepiwfeM qvHiD liquide 
pesant et homogène s'élève dans ce vase jusqu'en 
A'B*. Pour l'équilibre de ce liquide, il faudra que 
U tnrbce UbM A'B' aoit borisonlele ou pcrpcndi- 
culuireà le direction de la pesantenr, Cl cel 
libre ne sera pea trooblé , eî l*en ezerce enr 



I surface une pteesiom eeulente et de 
quelconque. 

le preMlen teppetlée k rmilé de auiftee aen b 
mémo dans toute l'étendue de chaque section be- 
ritontale du liquide; en la désignant par p h la 
profondeur a au-dessous de A'V, et appelant f la 
densilé eeostante du liqaide, et f la sravild, ea 
aura 4p as |fda , d'après rdqjoatien (t) d« n* M. 
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Ko intégrant , on atm donc 

P — py= + *; 

« éUut la [ireuion extérieure, qui sera génértld- 
HNol la presaimalmoipbërique qui répond è sasO. 
Gttto pffMtMNi constante se transmettra , sans ollé- 

ration , sur tous f^lëtiif n<; ries parois du vase et 
des corps plongés dan^ le liquide j elle s'ajoutera , 
oa chaque point (no 079), k la pression voriable 
due à la pesanteur du liquido. Il sera donc toujours 

facile dV «voir éi^nrd ; et, pour plus de siuipliritt-, 
nous pouvons la supposer nuUe| et réduire Téqua- 



I la base AB du vase , P la pression totale 
eseroëe sur cette bn-îc , h la riUtnnre rie A'B' h rrttc 
nême base ) ou la hauteur du liquide j nous aurons 
lUfob 

•e^Mttlro qne la ptoMloo esoroée «or b boM 

horiMOtale du vase est égale au poids d'un cylin- 
dre rempli du liquide, qui aurnif pour base celle 
du Ta«e, pour hauteur celle du liquide, et doot le 
«oluio •( te «Mm tenionC, eoaotfqaonoMnt , hk 

Cette pression P est dnnc indépendante de In 
forme dn vase } en sorte que pour les trois vases 
mnéioal éoporte figoro lû, qaiootdcoboiw équi- 
valentes f posées sur un même plaa horisontal , et 

dans lesquels un tnèoae liquida sVlAve m une hau- 
teur qui est aussi la même , les pressions exercées 
■ar ioan batet aoai dfaloa , qnoîqae Vum im wm* 
soit un cylindre droit, qa*un autre s'élargisse en 
parlant de la base, et que le troisième aille en se 
rétrécissant. Cette pression est , pour obacune des 
iMia baiM, la faÛo da lîqaida ooatona dus lo 

vase cylindTÏqiip ; résullnt très rrmnrqaabtoj ^ai 
est pleinement confirmé par l'expérience. 

Dam la oas de plusieurs liquides superposés dans 
an vase , il suilira , et il sera nécessaire |tonr leur 
équilibre, que la surface de séparation de deux li- 
qaidca oonaéeatifs soit boritontaie (n» 087); et, eu 
aiirt,ai eak «ot, chaqua navfaau liquida super- 
paid aaaicaia tar toat Ica poiaU de sa base une 
pression constante, qui ne troublera pa'î l't'quilibre 
do liquide inférieur. Voici comment ou pourra dé- 
tanniaarla piatiioa lotola ateroée t«r la fond do 
vase. 

607. Versons sur le fluide en équilibre dans le 
vaae ABCD (fig. ist4) uu nouveau liquide , dont la 
danoité soit f', qui ail sa aorfaee sopérienre A"V 
horixontale, comme celle du premier, et qui s'é- 
lève à une hauteur h! au-dessus dunivean A'!!' du 
premier ) ces deux fluides demeureront en cquili- 
baadaasla -vasa. la appalaal V Taira da A'B', qui 
est lalmado second fluide , il exercera sur cette 
hase une pression é jale h ■f'rjh'b' .OHt; pression sera 
transmise, par 1 lulcrmudiaire du liquide inférieur, 

cor la M ABda ma; «t raira de m étant ft, 



il en résultera , sur cette surface plane, une pres- 
•lea aiprimée par f'glifi (n* 076) j par eaaiéquant, 

la pression totale exercée par les deux fluides snr 
la base horîionlule du vase, sera pcfW -|- f'gh'b. 

Si l'on verse un troisième liquide dans le vasa j 
daat la niifMa A"*B>" toit enaora bariioatola, M- 
quilibre ne sera pas troublé; f" e*tant sa densité , 
k" la hauteur de son niveau A'^B'" au-dessus de la 
surface supérieure A"B" du second liquide , et ft" 
raira deaaHa dwaidra iurfaee, ea teaitiènia liquide 

exercera sur s,; base \"n", unr prps^inn »'„'nle à 
f"gk"V'f qui sera transmise par le second liquide, 
al deviendra f"gt/'V sur la tarfaoa «apériauro A'V 
aai^da liqaidainfifiiaar; nette pression sera tram* 
mise île même , par l'intermfîHinirp tîtt liquide in- 
férieur, et dev iendra ff'gk'l/ sur le foud AB du vase ; 
par conséquent, les trois liquidât taparpaaéiaiar- 
ceront sur le fond du vase une pression égale à 
fgkb + f'gk'b -f f' gh 'b , ou {fk + p'V + t"h"y 76. 

Ea continuant ainsi, on voit que quand un 00m- 
bra qiMilaonqna da Kquidaa da diUfrantoa deaailéa, 
sont superpottfi al au équilibra daaa un vase, la 
prps<iiou qo'ils exercent sur la base horisoiilnle de 
ce vase, ne dépend que de l'étendue de cette base , 
des épaiasaun datdifféNaaflnidas, aldalauiadaa- 
sités. Dans le cas d'un vase cylindrique et verticol, 
elle sem »^j^ale k la somme des poids de tous les 
fluides j et elle ne variera pas quand on changera 
la favaM du vaaa, paarra qaa sa baia ne dianga 
pas d'étendue , non plus qaa TépaiMatir elladau- 
silé d<' rhnque liquide. 

Ce résolut étant indépendant de l'épaisseur des 
oavobatbaritaaialaa, ilaabaiala aaoara lanqua aaa 
couches sont infiniment minces, cVst h-dire, lors- 
que la densité de la masse fluide varie par degrés 
contions dans le sens vertical, et convient, par 
eanatfquaat, aux InidM eaaipraasiblos. D aatdga- 

lerocnt vrai qiinnd la pesanlcTîr Tarie d'unp roiicbe 
à l'autre avec la densité j ce qui arrive luri^rjue la 
hauteur dufiuide n'est pas négligeable par rapport 
ao raf an da la lana. C'est anssi ea qna Fen peut 

déduire dp l'pqnation dp — f^d: , qui contient a 
Téquilibre de tous les fluides pesans, compressi- 
bles 00 non , al dm laqMOa aa pani tuppaiar te 
gravité f al te daaiîld ^ faaaliaua da rardanada 
verticale s. 

609. Considérons actuellement l'équilibre des 
liquides pesaaa oaalanutdans plusieun Taïaa, al 
qui pantaat s'écouler de l'un dans l'autre par des 

onvertures latérales. Si Ton ferme n h fois toutes 
ces ouvertures , l'équilibre ne sera pas troiibléi il 
ftudra dane d*abord que le* liquides soient ditpo» 
SCS, dans chaque vase , par couches l 'irii tiitalef; 
mais cette condition ne suffira pas ; et il faudra en- 
core, quand les ouvertures ne seront plus fermées, 
qu'il asiite ua eartaia rapport antra les éldvaliaa» 
des liquides dans les vases dîfféraiMi quiddpandra 
du rapport de leurs dcnsit»'*». 

S'il n'y a qu'un seul liquide rupaudu dans plu- 
liquaof I il teadra que k aiveau 
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de c« liquide «oit le niiM ditti tottt eei vtiei. 1d 
effet, eootidéiens mt liquide homogène contenu 
dans dextt Tosea , par exemple , qui commutiir;npnt 
latéralement par le canal £F ^fig. 126), et qui sont 
peiéi sur det plans fiies tiorisontaïut. Supposons 
que ce liquide s'élére jusqu>n AB dans Tun des 
vases, et jutqu^en CD dans l'nutrc, et que ces deux 
sections horitotitates oe soient p«s dans nn méoie 
plea, de série qn^en prolongeent le plan de la see- 

!ion CI) de l'un des vases , il vienne couper Taulre 
vase, suivant une section «C située à nue distance i 
•«-dessous de AB. Si Téquilibre existe daus cet 
diat, il ne sera pas troublé en reMpleçant la section 

otivrrtr rn pnr Tinf paroi Cxe : le fluide cfimprr's 
eutre AB cl «C, exercera sur «C une pression égale 
& f$y^, en appelant f sa denaité, et y Taire deeelte 
aeetion j cette preatiem se trensn^ln, par Tin- 

termédiairedu liquide rnnlpnti Iri rlntii vn^es, 

Jnaque sur la paroi ('.Oj et il en résuitera, sur ce 
plan heriiontal, une pression dirigée debes en 
haut et L-ipriniuc par fgyc, en désignant par • Taire 
de CD. Par consiMjuciit, l'équililire n'aura plus lieu 
dés que Ton enlèvera la paroi CD , à moins que la 
différence de niveau / dn liquide daiia les deux 
veseS) neseitaulle} ce qu'il a'agiawit de démon- 
trer. 

Les deux sections AB et CD étant comprises dans 
«• même plan , si Ton verse ett-deaBiiB ito AB un 

liquide •jui s'éléTe jusqu'en A'B'^ etdoutledeMilé 

soit p', il eterr era sur AB tine pression éî^ale à 
f'gbk } 6 et A étttut l'aire de AB et la distance com- 
prise entre les sections horiiontalcs AB et A'B'. 
Cette pression se transmettra sur CU , où clic !>era 
égale à f'gch, et s'eicrcera de bas eu huut j cl pour 
la détruire, tl ûudra fermer le vase en CD par une 
peroi fike, en verser eu-dessus de CD un fluide 
dont la pression sur CD soit é^.ile et contraire à 
p'^eA. Dansée dernier cas, si le iluiilc s'élève jus- 
qu'en CD', que l'on représente par f ^ sa densité, et 
per h la dialence comprise entre OtV et CD, la pres- 
sion exerrée par ce fluide sur CD, sera ff^Ao ; et 
pour l'équilibre , il faudra qu'on ail p,^- = f'h. 

On voit donc que pour l'équilibre des liquides 
différées oentenns dens des vases cemmuniquans, 
il est nécessaire que leurs densités soient en raison 
inverse de leurs élévations uu-desstis des serlidus 
de ces vases , faites par un même plan faoniuuiui. 
Si 1*0B verse de nouveens liquides eu'deasus de 
ceux qu'on vient de considérer, on verra de même 
qu'en désignant par A, A', A", etc. , les épaisseurs 
de ces liquides dans Ton des vases , et par f', f", 
fl*", ete. , leurs densités , et en représentent psr A, 
A,, A^,, etc. , p,, p^, p, , etc. , les quantités onulo- 
gues dans un autre vase , il faudra qu'on ail l'équa- 
tion 

f'h + f' h' + p"'A"+ clc.= p,A + f„» + f ,*„ + etc.; 

d'un il résultera que les pressions r.ipportée» ii l'u- 
nilé de auifaee seront égelse sur les deux surfaces 
supérieurss AB rt CD du liquide tiomegèee qui ve 
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d*ttn vnse i Teutre, et qni peut être eetai dvat le 

densité est p', ou celui dont la densité est p„ on plus 
généralement un autre Hqnidc quelconque, pourvu 
que les deux surfaces AU et CD, qui le tenni- 
nent, soient comprises dons un même planhori» 
zontal. 

On peut remarquer que des conrftcs infiniment 
minces, comprises dans des vases différetis, et 
eentenues entre les mêmes plant heriiontauE , 
éprouveront la même pression rapportée à l'unité 
de surface ; mnis ou-dcssus du plan qui termine le 
liquide inférieur, elles pourront contenir des liqoî- 
des différées { en sorte que les propriétés des oon^ 
clies de niveati , ou perpendiculaires a li dirpction 
de la pesanteur, ont bien lieu, quant à Tégalité des 
pTeasisns, mais non plus quant à Tbomogénéité du 
liquide (n* 9913% lorsque ses enuebee sent inter- 

609. Les lois de l'équilibre des fluides pcsans, 
dans dm vases eemmuniquans , sont sueeeptadffs 
d*un grand nombre d'applications' dont ikona nom 
bornerons à indiquer les plus communes. 

Celle qui se présente la première, et que nous ne 
ferons qn*énonoer , est le théorie des nivdlemens 
et des instrumens qu'on appelle des ir«'c«Ottx. 

Dans te siphon, «loutles deux branches s'ouvrent 
à leur partie supérieure, et qui contient de l'esu 
ou un autre liquide, Téquilibre n lieu quend les 
deux extrémités du fluide sont comprises dans un 
même plan , quelle que soit la prajtdetir de la pres- 
sion atmosphérique en ce* deux points. L'équili- 
bre peut Bussi eaîster dans le sipbon renversé, 
pourvu qu'alors la pression etmospbériqne ail une 
[;r«nileur convenable. 

âuieul ABC (fig 127.), ce tube renversé , Bsoo 
point le plus beut, ■ et F les pointe où le liquide 
s'arrête dans ses deux brandies , et qui sont situés 
dans un mènie plan lioriiontal. Si l'on appelle p la 
densité du liquide et A la hauteur du point B an- 
doMusdeceplan, la pression rapportée b Tunité 

de surface , exercée par le liquide eu ces points E 
et F sera égale à pjfA ; et en appelant ut la pression 
atmosphérique qui s'exerce de bas en haut en 
chacun de ces peints, il faudra dono qu'en ait 
pyA , 011 tout au pins, p^A, pour que 

cette pression empêche le liquide de s'éoonler. 
Dans le second cas , la pression an pmat B sam 
nulle ; dans le premier, elle sera ^jalo k «— ff à; 

et si l'on (1 vnit — <■ fijk , la firrs<;inn an poîiil B se- 
rait négative , le liquide se diviserait eu ce poiat, 
et s'éeonlereit par Iw deux branches du siphon. 
Au reste , dans le siphon renversé , l'équilibre de 
liquide n'est qu'instantané , et ne peut s'observer 
qu'à raison de l'adhércnGe de ses molécules entre 
elles ou contre Pintérieor du tube ; dès que son ex- 
trémité F est un peu au-dessous ou au-dessus de son 
extrémité E, l'excès de la pression n(tnn«;pht'rir;'!r 
sur la pression du liquide, est plus grand uu plut 
petit anpotnl Bqn'au point F, et le liquide s'éceele 
par In br^ay» BC eu par la branche BA dn sîpbsn. 
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Dans l'iisaf^e ordinaire Ao ce tnbo renTrr'^é , In 
imnche i« pliu courte BA est plongée dons un 
«•mII, eonteiMttl vn liquide qui fféUrte jusqu'au 
potnlD du tube ; on fait le vide , en aspirant l'air 
q,jp inh:- renferme; le liquide s'élève au-dessus 
de son uiveuu primitif , jusqu'à ce qu'il ait atteint 
la MNttnwt I do tiilw; Il deteend «lUDÎte jusqu'au 
poiai C t puis >1 «'écoule par cette extrémité du 
tube. L'écoulement s'orrèterait, Jorsque le point D. 
eo s'abaÎMant dans la branche Bi, se trouverait 
■a-deMoas du point C; ce qui na peut airifori 
puisqu^on suppose que AB ett lê phisMiirte des 

deux lirjrii lif^ (bi tube. 

La preste hydrauUçiiê , doat l'inveation est ai- 
tvibiiéaàPuml, eolubteM «ne c«i«M prisait^ 
tique et verticale H (fig. 128), ouverte à sa portie 
supérieure, et remplie d'eau jusqu'en AB. Un cou- 
vercle pUcé sur AB , ferme exactement la caisse, 
et pent capmdnit gliiMr le leng de se» parois. 

Au-fip^çnns iv. AB se trotiYC unf otTVfrture C , à 
laquelle on adapte ua tube coudé CD£ , dont la 
branche «ertioele DE est enverte k n partie supé- 
riewe I. reen de U caiiM e'deeiile pir roriBce C ; 
et, à cause du couvercle posé sur AB, ce liqnide 
s'élève , dans le tube DE (jusqu'au point F | situé 
•«•dettntdapiekmgeflttnt de cette seelienhori- 
eenlale AB. Ô^la dtent , si Ton «joute au poids du 

cniivcrrîc <in t>f>n veau poids X, le litjiiide s'abaissera 
eu A U' dans la caisse H , et s'élever» en f dans le 
tubeDiB. Btr celle addîlioii de X , U pression rap- 
portée à rmitt de eiufice sera plus grande ea A'B' 

X 

qu'en AB, de La quantité — , en désiguant par b 

b 

l'aire de Iji sprtion'îior'ufuitolf lîeHj en même 
temps I U pression, aussi rapportée à l'uoité de 
•niliioei et doe eu poids de Tesa oentenne dees le 
lobe vrcrliesl DE , augmentera d'une quantité fgx 
en désigniint pur t la «ifnsité du liquide , et par x 
l'élévation du point ï' au-dessus du point F. Pour 
qme réqailibfe Mbtiite, Il fradie deae qa*en tit 

éqwlkm q«i fera eenndlre le poide X d'epnèi l'd»> 
lervetiea de #. Oa a soin que b tiHt oee très 

grande surface, afin que des élévations peu consi- 
dérables de l'eau dans le tube vertical , puissent 
tdpendra & de très grendes diargei da converde 
mobile, et servir à les mcsurar. La section hori- 
tontale du tube est très petite par rapport à 2, et 
U en résuite que les obaissemens du couvercle 
dene le eeisse V sont tiés petits, por rapport eva 
élévations du liquide dans le tube, car si Ton ap- 
pelle y la distance comprise entre AB et A'B', et 
e la sectioo horîtontale du tube , on aura iy—es^ 
puisque le volume total de Tean doit étn invaria- 
ble. Le tube DE pourrait , au reste , n'être ni ver 
Ucali ai 0|UadriquQ^ et U formule prêcédenti' 
damerait tm^om la taknr de X , pourvu que * 



fut In Histnnrf comprise entre les dem aiTesvsdn 
liquide en F et en 1^'. 

Un iar s a rfUr e est, en général, nn tobe ABC 
(fig. 129), dont les deux brnncbes BA et 6C sont 
verticales, et qui est fermé ii rcxtrcmité A de BA , 
et ouvert i l'extrémité C de BC. On fait exactement 
le vide dans ce taboi puis ea y verse de mercure, 
qui s'élève jusqu'en D dans la branche .4B,eth 
une moindrp hauteur, jusqu'en E, d«ns lu branche 
ouverte CU. Si Ton mène par le point Ë un plan 
Iwriaontel qui coupe en V la breoehe AB, le mer- 
cure situé au-dessous de ce plan scr» Je lui-même 
en équilibre ; et , pour que cet état subsiste , il 
faudra que les pressions rapportées à l'unité de 
snrraeejiiui sont etercées en F per le mereoreFD, 
et en F par l'atmosphère, soient égales entre elles. 
D'après cela , j'appelle m la pression atmosphé- 
rique, je désigne par et la densité du mercure , et 
par h la hauteur verticale du point 11 au-dessus du 

pnint E , rVsf-à-dire , In dîfférrnre des niveaux D 
et F du fluide dans les deux branches du baromè- 
tre ; la pression du mercure an point F aura pour 
valenr le produit fl^A, et Ton aurai ceméqueaa- 

BMBt, 

L'équilibre du mercure ne sers pas troublé, si 
l'on imagine que la branche BC se prolonge vcrti> 
eelenent jusqu^k restrénité de ratnospbére ; par 
conséquent, lu pression atmosphérique «, qui 
fait équilibre à celle du mercure, n'est antre chose 
que le poids de l'air contenu dans un cylindre ver- 
tical ayant pour base l'unité de sorfkee « et s*dten* 
dunt indéfiniment dans l'atmosphère : il dépend 
du décroissement de la pesanteur , à mesure que 
Ton sMlève eu-dessus de le furfece de la terre, de 
la densité et de la température dot ooucbes d*air , 
et des quantités de vapeur d'eau qu'elles peuvent 
ooatenir. Ce poids pouvant varier dans un mémo 
lieu de le teirOf la heuisor barométrique h verîe 
aussi; elle change enoire de grandeur, k raison 
des venta verticaux , qui rendent ta pression atmo- 
sphérique plus grande ou plus petite qu'elle ne 
serait dans l*état de repos de Tair t à Paris , la va- 
leur la plus commune de h est O^J 76é 

Si l'on remplaçait le mercure par un autre li- 
quide dans le baromètre, ia hauteur k changerait 
en raison inverse de la densité de ce liquide, cees- 
parée à celle du mercure, en supposant toujours 
qu'il y ait un vide sensiblement it irfint. nu fiessus 
du niveau D | dans la branche fermée du baromè- 
tre. Puur reauy cette élévetion h est d'environ 
10", 4; et c'est aussi la plus grande hauteur A 
laquelle l'eau puisse s'élever dans une pom/M , au- 
dessus de son niveau extérieur. Quand il existe une 
couebe d'air entra le surfece du liquide et lepi<»> 

ton, cri ntr se dilate; il ncrcc 5ur lu liquide inté- 
rieur uuc pression moindre que celle de l'atmo- 
sphère, mais qui diminue Téiévatien de Teeui et U 
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réduit à une grandeur que nous dctenuiuerons 
drai «n entre chapitre* 

600. Hous allons maintenant nous occuprr In 
ralcn! des pressions exercées par les liquides po- 
sans sur les parois inclinées ou coliffbei 4ei TeMe 
qui left eentiefloent , et nir Im ettfeeei dee cerpe 
•olides qui y sont plongeas. 

la pression exercée par un liquide homogène 
sur une paroi plane inelintfe, eit égal* eu poida I 
d*ao priiHM deee liquide qui aurait pour base 
cette paroi, et ponr hauteur la distance de son 
centre de gravité au oiveau du liquide. Ën effet, 
soient m ua étéoMOt deoette paroi, et s le dialenee 
en olveesde liquide i le pression sur cet élé- 
ment sera ou pçïi», cn mettant pour p sa valeur 
précédente (a" 606) j et comme les pressious siur 
tens lee éUnene aent perpendiedeiree k la parei 
plaae, la résultante de cet forces parallèles aura 
pour f aleur le produit de fg et de l'intégrale de «*, 
étendue à la paroi entière. Or, cette intégrale est 
égale k bs,, en appelant è Faire d* le paiei , aie, 
la distance de sou centre de gravité au niveau du 
liquide ; la valeur de la pression «or le plan incliné 
sera donc fgi»n conformément à l'énoncé du 
tliéerénie* 

Dans le cas de plotieurs liquides ^npf-rposés 
dans le vase, on délernitnera séparément les pres- 
sions eiercées ou transmises sur U paroi înolinée, 
fét chemin de ces liquidée \ et leur tonuie aéra U 
pression totale que celte surface plane a»ra à sup- 
porter. La pression* de l'atmosphère augmentera 
cette pression totale d'une quantité égale h tm, 

Teee lea peinte de le base horitoniale du ▼aae 
éprouvant des pressions égales, U résultante de 
ces forces parallèles pesée par le centre de gruviie 
de cette base; maU , dan 1* ea» d*nne parai incli- 
née , lee iMaiena inféiieuri éprouveront des pres- 
sions plu» s^rBiulps que celles des élémens supé- 
rieurs } et le point où la résultante toUle vient 
pcroer la paroi, qu'on peut appeler le e an i re d»f>fr- 
titm, aera toi^*^ P'"^ Mntrnde gra- 

vité de cette mèmr surfai c Quand une paroi pUne, 
plongée dans un liquide liomogcne, tourne autour 
de son ceaire de gravité, la preMion qu'elle 
éprouve ne change pas de f landeur, mais le point 
d'application de rrt(? force normale et oonatanle 
ckMinge de positioa sur cette surface. 

001. Fom donner un exemple de le détemûna- 
tion du centre de pression , supposons que la paroi 
plane soit un tropèje ABCF) (ft;^' i;iO"i , dont les 
dcu& bases AB cl CU sont hurunnuics. Si nous 
partageona cette aurfaee en éléauna paialMlea k 
eea haiea et d'une hanlenr infiniment petite, cha- 
cun de CCS élémens éprouvera la même preuion 
dons toute sa longueur , et son ceulre de pression 
aenailnékaon milien; or, ai l'on prolencelea 
oétéa AC et BD du tropète, jusqu'en leur point de 
rencontre K, et q't'on inf'tie la droite lUI, qui va 
de ce point au miliuu U de AB, cette droite passera 
anHipttlenilievGdn C», etperlM ailiMaide 



tous leséténcM èatrapèse; eUerenfemMra donc 
le centre de pression demandé ; et il ne s'agira que 
de déterminer la distance de ce point à AB. 

Oolentjr' cette distance , g celle d'un éléneet 
qnekenqneàlemiaM beae AB, n b lengnenrlll 
de cet élément , s sa distance an niveau du fluide , 
h la hautetîr An trapèie. L'aire êe cet élpmpTît et 
U pression qu'il éproure seront uds et fg^viix ] la 

praarien tolalo ««m pnw valeur^ IfMidni a* 

d'apriab théorie dcaoNMa det fompanllè. 
lea,one«t 

Soit aussi c la distance de AB au nÎTean dnli> 
qoide; appelons * Fengle eomprta entra le plan 

vertical, qui va de celte droite au niveau do li- 
quide , et le prolongement du plan du trapèxe j on 
aura 

ji = e + « eea 

et si l'on suhalilnneeliaYalenrdendanaréqne» 
Uen pfdoédenie , et qn'on enpfaiai^^b^fiicteur gt 

résultera 




Je drsitrnerai par ar>t h le» longueurs des dcox 
bases AB et CO , et par A U pêrpendtcolaire abats- 
sée du point K snr CD on k. U |>erpendienldn 
abaissée du même point sur AB on a sera * -|- k, et 
sur MN rjU ti, HIp sera k -f- k — jr ; et oea droîtai 
a, k, «, étant parallèles , on aura 

u : b :: k + k — s : 

a ' Il l l k h » k. 

Je tire la valeur de k, de la seconde proportion, 
puis je U fubstitue demie première ; ee qui donne 

kh ttk — (e — ^) s 

*=T^» •'^ k 

En mettant cette valeur de u dans l'équation pré* 
cédentc, et effectuant les intégrations, en «n dé* 
doit 

, >k0(n+»)4>k*(n + 3k)cos» 
*~ «c(n+k).f2k(n + a»)cos* 

Par conséquent, ai ren «taek cotte diatenee e^, 
une parallèle BF k le droite AB , le point P, on elle 

coupera la ligne GH, qni va du milieu de AB à celm 
de CD, sera le centre de pressioo du trapèse. 

La figure 130 suppose que bihase enpériwe Al 
wH Inphiagnndoi ai lenenlniraninitlien, ilaal 
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êm voir i|D*il «aIRnitt de renptiMr Tangle • 
pw ton ffqpplément , ou d* ehugtt l« sigme de 

, dans cette formule. 

le caa de • zi= OO», la paroi est horuontale, 
«I la fnrmal» M tddait à 

«•= * (° + 

«(« + *) ' 

ce qui coïncide, eRecUv«nmt, Bvec la dislance du 
eentre de graf il< du trapéw i m base «. 

Quel qtie soit rrtnL:lc a. 51 rctte base est d fleur 
ifeuH, on a c = 0, et la valeur générale de de- 
vient 

, _ + 

de sorte quVlle est , dans ce cas, indépendante de 
Vioclmaiwa de h poraK Le trapése m changera en 
nn pnrallélogrtminei quand on suppose ft ss et 
Ton a alors 

= 7 »■ 

Il se cliiinge en un trÏAn'^tc Jnns les deut cet de 
è=:0 eta=:Oi pour lesquels on aura 

Dan* le premier ca*, c*esthi bose du triangle qui 
tAéfhÛr^taUj et s' est la distance du centre de 

pression h ceKf ; fluris le ^fcond cas , x' est la 
distance au sommet qui su trouve à la surface du 
liquide. 

608. Sur une portion de sorfaoe eourbe, lot pres- 
sions se drtcrinini'rnnt en décomposant d^abord la 
pression normaic à chaque élcntent, en trois forces 
paraltèlet ataaseadeaeoordonnéM, et calculant 
ensuite par des inlcgrales doubles, les compeMntet 
totnIp<i suivant ces trois directions, lestjnellescom- 
po&antcs se réduiront au moins à dvu% forces, qui 
penrroBt, le plat eouvent , n'être pec réductibles à 
une seule (n» 204). Mais quand il s'agira des pres- 
sions cicrcées sur la surface entière d'un corps 
piongé dans un fluide , la réduction & une seule 
force eure tonjeurtlien, et cette résultante unique 
•era verticale, ainsi qu'on va le vulr. 

Soit AHB (fig. 131) le corps dont il est question j 
désignons par « , y, s , les coordonnées rectangu- 
laîret du point quelconque ■ de se aurface , et pre- 
nons le ni%eau du fluide pour le iilaii dis x et y, et 
l'aie des s vertical et dirigé dans le sens de la pe- 
santeur Appelons » rélénent différentiel de la sur- 
face, et p la pression rappoitéeli Tunité de surface, 
qui rêpon lt iit ;ni point M , de sorte qnn p» soit fa 
pression exercée sur cet élément, ctdirigéc suivant 
la noroMile intérieure Mlf. La Taleur de p sera la 
même pour tons les points qui sont à la même dis* 
tance s du niveau du liquide, soit (pio ce fluide 
Stagnant soit homogèoe , ou qu'il soit sculcmeol 
composé de couches heritonlales dont le densité ne 
varie que d*wie couclie k une autre. Soient enoora 



C, y, les angles que fait la normale MN avec des 
paroilelfs aux ases des*, y, jr, meoéM par le 
point ?] (l u s l'iiUérifur du corp;. Enfin, projetons» 
sur les trois pions des coordonnées, et dësij;nons 
les proJeettoDS de cet élément, par a sur le plan 
des y et «, par i sur celui des n et «, et par e SUT 
celui des* et y Eu "li* rvr.ntque», C, > , sontaussi 
tes inclinaisons du \>Uhi tangent en U sur ces trois 
plans , nous aurons (n» 1 0) 



a =. m cos o , b i 



cost»C, tfssoeosy; 



et si l'on multiplie ces équations per il en résuK 
tera 

pess^coe», pé=sp«cosC, ^=p»cM>; 

eequi montre que les prodoits pa,jA, pc, sont les 
composantes parallèles aux eses des s , y, o , do la 

pression normale en sorte que la composante 
perpendiculaire à chaque plan des coordonnées, et, 
généralement à un plan quelconque, se déduit de 
p« , en y remplaçant rélément o par sa projection 

sur ce plan. 

Cela posé , In corps AHB étant terminé de toutes 
perte, il y a, tu moins, un second élément de sa 

surface qui a la même projection sur rliaquc plan 
donné, que rdicment Ainsi, en abaissant du 
point JBl , une perpendiculaire BP sur le plan des y 
et s, eette perpendiculaire, on son prolongement, 
rencontrera In surface du corps en un point M', et 
la projection de l'élément #' qui répond à ce point, 
sera égale à a sur ce plan , comme celle de «. Les 
deux élémens éUnt situés i la même distance da 
nivcnu du liquide, éprouveront les pressions nor- 
males jpm et fim'f qui seront entre elles comme les 
aires « et a^, dont le rapport peut avoir une gran- 
deur quelconque. Mais leurs composantes peralld* 
les à l'oxe des x, auront une valeur commune pa, 
et les forces pmttpm' agissant suivant les normales 
intérieures Kll et M'H', ces composantes égales 
ogiront évidemment en sens contraire Tune do 
l'autre, savoir, de 31 vers M' au point H , et de M' 
vers M au point fl'. Par conséquent la composante 
parallèle k Taxe des « , de la pression exercée sur «, 
sera détruite par la composante suivant la même 
(JirfT fion , de la pression i-x< rt rc sur urj anfrr' r!»>- 
Uicul J. On verra de mcuiu que la composante 
de f », parallèle i Taxe des y, sers aussi détruite 
par la composante suivant cette direction, de la 
pression relative à un troisième élément, lequel ré- 
pondra au point où la perpendiculaire abaissée du 
point I sur le phin des g et s, reneontrem une se- 
conde fois la surface du corps. Or, on conclut de li 
que CCS conrposantcs horizontales des pressions 
exercées sur les eléniens de la surtace du corps 
plongé, se détruisent dans ehscuno des seelions 
horizontales et inGniment minces, et, conséquem 
ment, sur sa surluce entière. II s'ensuit donc aussi 
que toutes ces pressions se réduisent à une seule 
force, qui est là réroUanto de leurs eomposastee 

4» 
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««rlimle* , et qui provtenl d« la |irOpond^BitM de 
valeur de p dans U partie inférieure du corps. 

Si;> rrsuMnit d'^inf nTf<;«iion <»Tr>rr*'c fi la snrfacc 
dtt liquide, sa valeur serait cun&tante dans toute 
l'AeadiM de le forhce AlB; et let comporanlM 
dee pteteiem te détntinieat deux à dcui , dms le 
sens terticnl aussi bien qvte stiitant les directions 
horiionlales. Quelle que soit la forme d'un corps 
toUdeM fluide, une preeeieo oeMtonle et noraiete, 
exeradeen ton» les points de su surface , ne peut 
donc produire ni un mouTementde translation, 
ni un mouvomeot de rotation, comme ootit TeTeni 
dit préeddenuaenA (n» 5W). 

603. Pour déterminer ta rr'^iilt intr df'; ]irr<;sioiis 
Terticales exercées sur AJIB, j'niitiisse du point 
quelconque M une pcrpendieubire Mir le plan ho» 
riientel dee »etf, qui renoontre en M, celte sur- 
face AMB. Us éîémens «et «p qui réji în lfnt aux 
points M et U^, auront une même projection c sur 
ce pian ; mais les prettiont repperléet I Tunitéde 
eviAMey seront diffdranlet; et si on les désigne 
p:ir p rt p , li" filpt du corps qiip terminent ces deux 
élcmens, et dont la longueur est MU , srra poussé 
«ertieeleinonide bet en faautpar une force po-~f,e. 
leenpposc, |>our plus de simplicité, que le liquide 
dans Iftpiel lu corps est plongé soit homogène; je 
représente pur f sa densité, et puri la longueur de 
■îj, onaura p—f,=fjl, et ia pession vertieale fg/c 
ntelc poids du volume te du liquide, c'est-L-diro, 
le poids du vol 11 m r âu li^niiir fîont ce filetdu corps 
eceope la place. £a dc£ou)|u)&aut ie corps en filets 
<«ertic«tts et infiniment mlnoee , ebeeun de eee fi> 
lets sera poussé de bas en haut par nnc «tembla- 
l)!f force; d'où l'on conclut que !« résulunte de 
U>ule« les pressioDs verticales ne différera du poids 
dae fllete flnidea renplaeda par cens du eerps 
plongé, que par le sens de son action; en sorte 
qu'elle sera égale au poids total dn v olume du fluide 
que déplace ce corps solide, et appliquée eu sens 
ootttraire de la pesanteur, an centre de ^vitd de 
eeVolnmC} lequel centre de gravité se confondra 
avec celui dnoorpa mène, lonqae celui-ci sera 
lioroogàue. 

8i le eorpt n*dteit pea entièrement plongé dans 

le liquide, on pourrait, dans lecalcnl de la pression 
qu'il éprouve , faire abstraction de sa partie située 
au-dessus du oiveau du liquide ; le poiut HL^ appar- 
tiendrait alort à la section du eorpe faite par le 
prolongement du plan de ce niveau : et , tu yn^- 
nantf j = 0 , ce cas rentrerait dans le précédent. 
La résultante des pressions terticales, qui sera 
tenjouts celle de toutes les pressions, aura alors 
pont v.itt-nr le poids du volume du liquide déplacé 
pur la partie plougévdu corps flottant, et pour poiut 
d'opplicatinn le centre de graillé de ce même vo- 
lume. 

6»I4. Ces n - ni! ils ont encore lieu, lorsque le li- 
quide e»i ciiiiipuiie de couches horiïoutules. Un y 
parvient aussi par une conaidârAtton indireetc , 
«|U*il est lion d*indiqn«r. 



L*dquîlîlnt tyaiit lien dans ce liquide, il ne een 

pns trnnhld si l'on solidifie nne partie quelconque 
du liquide, de sorte que celte partie devienne an 
corps plongé ou flottant. Or, pour que les pre»ioas 
normalea esereéet sur la surface de ce corps par le 
liquide eirviroonant , fassent équilibre nti pnid^ de 
celte partie solide, il faudra qu'elles se réduisent 
k une sente foroe ^«le et diredtement contraiin i 
son poids. D'ailleurs, ai l*en remplace la partie edi- 
difl(*c dn liquide par un ni!?rr nrps qui ail cxactc- 
meot la même surface , il e»t évident que rien oc 
sera duuifi aux pretskma du flntde eavironnanij 
par conséquent , les premions eseroée* env U son 
face d'un corps plongé en tout ou en partie dans un 
liquide sti)<;nnnt, homogène ou hétérogène, se ré- 
duisent toujuïirs è uneforcennique, égale au poids 
total des coucher horitontales du liquide, doutes 
cfirps nrrnpc la place, et appliquée, en sens con- 
tratro de ta pesanteur, au centre de gravité de ces 
ntèracs eoQclies. 

■On conclut de là que, pour l'équilibre d'un corps 
entièrement plnn-»' dms nn liquide , il f nitqnesa 
densité moyenne suit égale à celle du liquide dont 
il occupe la place, et que son centre de gravité, et 
celui de cette portion de liquide , soient sitoàsm 
une m^me verticale. La seconde condition est ton* 
jours remplie , quand le corps est homogène , aian 
que le liquide. Quant aoz Corps qui ne scntimmar 
gés qu'en partie , et qui flottent h la surface du U> 
qnt'flr, nous examinerons les conditions de leur 
équilibre dans le chapitre suivant. 

606. Ordinairement, on énonce leprineipede 
l'Hydrostatique qu'on vient de démontrer, en di- 
sant qu'un corps plongé dans un fiqfiidf , y perd 
une partie de son poids , égale au poids du fluide 
qu'il déplace (ii*19l). 

Il en résulte que pour avoir le véritable poidi 
d'un corps, il doit être pesé dans !e Mdc Hriit 
corps pesés dans Pair, dans l'eau, ou datiii tout au- 
tre Suide , et qui se font équilibre en moyen d*UM 
balance exacte, ont des poids réellement difl'éreas, 
ù moins que Inirs volumes ne soient équivalent. 
Le poids le plus ^rund est celui du corps qui a ie 
plus grand volnmo, puisque ayant éprouvé «ne 
plus grande perte dans le fluide, il y feit eneere 
équilibre à l'antre. 

Si un même corps est pesé successivement dans 
le vide et dans Teau, et que P soit son poids dans 
le vide, et P' son poids dans IVau , P et P — F se- 
ront les poids absolus de ce corps et de i'eau soos 
un même volume; ils sont donc entre eux comme 
les densités de ces dent enbsleneea (n* 60). Par 
conséquent, si l'on prend pour unité la densité de 
l'eau , et qu'on appelle D celle du corps , on aura 




C'est d'après cette formule qu*on détermine Im 
donsilés des corps qui peuvent iln pesés dans 
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006. Ia déoionslration du n«tt03 l^ppliqae éga- 
îciinf*fi< ;ini p.irfits lak-ralos d'un TaSC qui contient 
un ItqutUci et 1 on en conclura que les composantes 
borîMntole* de* preidoiM cngreéM de dediu «n 
dehors , sur toute la smfaee iatérwiire du vase, se 
détruisent deux è deus; en sorte que si le fond du 
Tase est posé sur uu plao fixu vl huriiontal, l'action 
dM flnidei qv'il contient ne pourra pa* la matlre 
«B mouvement ; ce qui léinlla amiidD principe de 
la conservation du moiivement du rentre de {gra- 
vité (no ÔÔ4). Mais si i'uu fait uuc ouverture à l'une 
de* ptroto latétalaa, an-dation» do nWaau du li- 
quide, celui-ci s'écoulera |>ar cet orifice; et la pres- 
sion n'ayant plus lieu sur ta partie de la paroi qu'on 
a enlevée, celle qui est exercée ù la partie opposée 
dn irota ne eera plot détralle ; pir eeu^uent , ce 
vase sera mis en mouvement en sens contraire de 
réroulement du Buide. Ce principe est coini r!f^s 
différentes sortes de machine» à réaction , cl &ur 
laqnel eetreodélenieyan propoaé per D. BenHmilli, 
pour mouvoir la» balaaiu fans la taoaondcafunai 
et du vent. 

On verra aussi, par le tnAnn' rtiisonncmenl que 
dans le n<* 0O«I, que la prt* littou totale exercée sur 
te fond dv ▼••e et «nr set peroli laléralae, est ton- 
jours égale au poids du fluide qn*il oontiant , et 
oppliffutie , dans le sens de la pesanteur, au centre 
rte gravité de ce fluide. Chaque filet Tertical du 
floidot I MOi intarruptiun , de aon niveau à 



on point qneloenqne dn vaia, «sana sur ce point 

une pression normale, dont la componnie ett 
égale au poids de ce même filet. Celui qui rencon- 
tre en deux points la surface intérieure du vase , 
oomprenent le fond et lea paroia latétalea , eiccea 
en CCS deux points des pressions dont les compo- 
santes verticales sont dirigées eu sens contraire 
Tune de l'autre. Le composante qui répond au 
point inféririiir, aat dirigée dane le lena do le pe- 
senteur, et Teuiporte sur l'autre d'une quantité 
égale au poids de ce iilet; et, de cette manière, la 
résultante des pressions verticales de tous cesfileti 
fluidea, n*eit antre dieaa qoe le poida mènio dn 
fluide en question . 

U feot distioguer cette pression de celle qui a 
lien ieulententaur la fond dn Taae (n« fiM), et qoi 
n*eat égale en poida dn fluide que quend le veao 
é<!f Tin cvlÏTidre ou un prisme droit. Elle est moin- 
dre que ce poids I lorsque le vase s'élargit en allant 
•In fond à aa partie supérieure, parce qne laa fileta 
verticaux du fluide , qui partent de sonntvoan, et 
sont interceptés pnr les p.irois latérales, ne pressent 
pas sur le foud du vase ; elle est , au contraire, plus 
grande que le poida dn liquide, quand levaiO va 
en se rétrécissant , parce qne les filets verticaux 
qui partent du foud du vase, et sont interceptés 
par le» parois UtéraleS| exercent oéanmuios la 
mène piMatea eertioele aor le fond dn vaae « que 
s'ils a'étandaiant jusqu'au niveau dn Uqnide; en 
qui manque ou poids de chacun de ces filets in- 
complétai étant remplacé par la résistance de la 
' patoi h la«|ndiB ib^ionnenfc nbanlir. . 



CHAPITRE IV. 



DB l'ÉQUIUBAB BT du MUUYBMBNT 088 G0BP8 FbOTTAlK. 



WV.Pewqa^ooipepeaantpniaaaae tenir ao 

équilibre ^ la surface d'un liquide stagnant, il est 
nécessaire que son poids soit moindre que celui 
d'un volume de ce fluide égal au sien; toutefois, 
il f a dea eaa on il ae forme antonr d^on eerpa 
flottant un espace vide de peu d'cteiiduc , qui doit 
être ojouté à son volume, et qui diminue, consé- 
qneaanient,ae densité moyenne; de aorte que des 
oorpa d*«p patU Telania peoTont aanag«r| quoi* 



qne lenr denaitd propre a m paa a n céllodtt Uqnide. 

lîout ferons abstraction de cette circonstance, 
qui se rapporte h la théorie des phénomènes ca- 
pillaires, dont il ne sera pas question dans ce 
Tnité (n* 689). 

La densité do corpi solide, s'il est homogène, 
ou sa densité moyenne, s'il no l'est pas, étant 
moindre que celle du liquide | le corps s'enfoace 
dawloflnide, jnaqn*à ce qne la poida dn liquide 
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qti*il «Mpltce toit davenn éfAk ton {wUb «nticr j 
•t quand cette égalité a Heu , le corps reste en 
équilibre, si son centre de gravité et celui du fluide 
déplacé sont situé» sur une même verticale j car 
It pression du liquide qui doit foira équilibre «a 
poids du corps, est égale au poids du liquide dé- 
placé, appliquée à son centre de gravitéi CUSeiU 
contraire do la pesanteur ( n» 603). 

81 lo eoipa Attloot est bonogém, ouMibion 
que le liquide, le centre de gravité du liquide 
déplacé coïncide nvcr celui de la portion immergée 
du corps, llaus 1 élat d'équilibre, le volume de 
cotto putio da eer^ est à odoi do oofpo onlier , 
comme la densité du corps est à celle du llipiiJc ; 
et la détermination des positions d'équilibre d'un 
corps flottant se réduit à un problème de géomé» 
«rio, dofttToiei rdnoncé. Coûpmt un eorpt por nu 
plan , de manière que le volume d'un s» _'niriit soit 
à celui du corps , dans un rapport donne , et que 
les centres de gravité du segment et du corps se 
trauvent «ir «ne mémo |ierpendieuIoire au plan 
coupant. Quand on a détermine "tic ^ccliou du 
corps qui satisfait à ces deux coHililiuiis , on la 
place au niveau du liquide , de manière que le 
•egaionldonCoa a considéré lo volume , soit situé 
au dessous , et Ton • noo do» positioni d'équilibre 
du corps flottant. 

Dans chaque cas paviionfiert on osprinera ees 
deuoonditiontpardet éqnatiou * dont la solu- 
tion rnmplètc fera connaître tmitf»; les positions 
d'équilibre do ce corps. Quelquetois leur nombre 
aon infini, oommedana lo eoo dea aolides do ré- 
volution dont Taxe est borixontal ; d'autre* foif» 
ce nombre serst fini et déterminé; mais il serait 
difficile de démontrer , d priori, qu'il y a toujours 
une position d'équilibre , quelle que «oit la forme 
dn corps. 

60S. Je cltni'îtrni , pour exemple du problème 
qu'où vient d euoaceri le cas d'un prisme droit et 
triangulaire, dont les «rètea font boriiontalea. Le 
plan eoupant leur sera évidemment parallèle ; de 
plus , sa direction sera indépendante de la distance 
comprise entre les deux bases. On pourra donc 
faira abilraction do la longueur du prinno, et 
déterminer seulement l'intersection du plan cou- 
pant et de l'une des dont bases; de sorte que lo 
problème se rapportera u la. géométrie plane j ce 
qui aurait lien paiement dans lo eos d*un prisme 
ou d'un cylindre horiiontal à base quelcuniiue. 

Soit ABC [tï-^. \'>i2) l'une des boscs du prisme 
donné. 11 peut arriver que deux sommets de ce 
Iriangio soiat ploogés dans le liquide , ou qu'il 

a*} on ait qu'un seul uu-dessus du niveau. J'eiQ- 
minerai d'abord le cas d'un seul sommet immergé^ 
on verra ensuite comment l'autre oas se ramène à 
oelui-tt. Soient dono G OO sommet immergé , et 
NIN Pinlersection du pl.m raMpunt et de ! t base 
AbC, qu'il s'agit de déterniiuer , et qui reiirésen- 
tero le niveau du liquide. J'appellerai a , 6 , c , les 
cités dounés do ce tvtaiiglo ABC , qui sont ros- 



peetivoment opposés aux angles A, B, C ^ et Je dé> 

signerai par x et v 1r s côtés inconnnsCM OtCHdn 
triangle ttiNC} de sorte qu'on ait 

BC = o, AC = », AB = c, CMs=#, Cfl =y. 

L'aire d'un triangle quelconque est égale an 
produit de dcut de ses cdtés et du sinus do l'angle 
compris j on aura donc 

ABCss ^oftsinC, HHC ts • sy stn C 

Lo prisme entôor et le prisme plongé dans le liquida 
sont entre eux comnwlourslMSes AfiCcl JUIC ^en 

doit donc avoir 

me : ABC : : r : i ; 

r ctnut iinr quantité plus petite que l'unité, qui re- 
présente le rapport de la densité du corps flolUut 
ioollo du liquide. Bn mettant pour ABC et IBC 
leurs voleurs précédentes , cette proportion denuo 

«y s m*. (0 

■ointenant, soit D lo milieu do lo base AB{ 
menons lo droite CD , et prenons sur cette ligne 

DG = - DC: le point G sera le centre de ^ri^itc 

du triangle ABC. Do même, K étiint le luiUcu de 

MN , si l'on prend sur CE une puiue EF = - CE , 

le point F sera le centre de gravité de 3LM«, U 
droite GF devro done être perpendiculaire k IR ; 
mais , à oouio qOO les lignes CD et CE sont coupées 

en parti'-s proportionnelles aux points G et F, le» 
droites UE et (jt sont parallèles j par conséquent, 
la droite BE , qui joint Iso milieux dos deux bsim 
ABetMIl, est aussi perpendiculaire à HIN ; et il en 
lésntte que les deux oblique* DU et W soat 
égales. 

Réciproquement si Ton o 1>]lsDII,lo droite 
DE ït ra perpendÎQulairo à IH , ainsi que sa paral- 
lèle GF; donc, pour que la droite qui joint les deux 
centres de gravité G et F soit perpendiculaire fc 
rintertection VU, il est néoenoire et il suffit que 
les valeurs de DM etDIÏ soient égales. 

Cel u él ml , faisons CD =r ft , et désignons par a 
et C les deux pai lies DCA et DCB de l'angle ACB. 
Bn considérant les deux triangles DCH ot BGR, 
noms aurons 

DU = -f- J-* — 2kg cos • , 
"dm * = A» + fs — Zkff cos C; 
et on ^alsnl ces deux volootS| U on rdsalton 
os — 8Ajrcoso=y>"8Af eosC (9) 

Les équations (I) et (ft) sont celles qui donoot 
servir à déterminer « et y. Bar l*éliminotMn de y i 

on en déduit 

«4 — «A«> ooso-fSM«oosC— r> o* è* =0(3) 
On tirent done k voleur dt« do cette éqmlioo d» 



Digitized by Google 



HTU&OSTATIQeE. 



3S9 



qMlriéin* degcc j cl Vou aura { = — pour la %*- 

s 

laur correspondante t^c y 

L'équation (3) étant d'un degré pair, et ayant 
•radèmiw terne oégatif , il «'eosuit qu'elle a uoe 
racioe poiitiv» et une n^ative. laedenx autres 
racuic peuvent être r(-cltes ou îmogtnaires. Si 
elles iont réelles, la rë^e de DtêcarUê fait voir 
que l'équation (3) ann trouTaoînes poillives, et 
imeiaeioe n^etive; car en considérant les signes 

do ses terme?, çt îoit qu'on donne Ir «îi'^no-^ ou 
le signe — au trui»iénie terme , qu'où y peut cotn- 
preadre avee un eoeffieieot nul, en tronte toujours 
trob eoriaf^SM et une permatunc». Les iuconnues 
«et y, qui sont les côtés du triangle MIIC, ne 
pouvant être c|uu des quantités positivea , respec- 
tiVemeot moindres que les cités G\ et CB du ttien- 
gle ABC , on rejettera donc , comme étrangères à 
la question , la racine nt-irativo de l'équation (3), 
les talcurs de s plus grandes que a, et celles qui 
domeraicoi «me valeur de y plus grande que h. 
Aiutî) il y aura, au plus, trois positions d'équili- 
bre pour lesquelles le sominek C est aeal plongé 
dans le liquide. 

909* Si ToD supposa oe sommet hors du fluide , 
et les dent points A et B an>de«seiM dn piTeau Ht , 

«4 — 2ft«* eos • + 2& ( t — r) ahm 

En raisonnant comme précédenioieut , on con- 
elute de cette équation , qu'il y a au plus trois ;io- 
•itions d'équilibre, pour lesquelles les deuK som- 
mets A et B du solide sont pl oiigés dans le fluide. ] 

Si Ton considère successivement les trois suni- 
■icts A, B, €, et si Pou eumine , peur choque 
sommet, les cas où il est seul plongé dans le fluide 
et seul hors du nufilf*, on déterminera toutes les 
positions horizontales d'équilibre du prisme dooué| 
et il résulte de ce qui précède , que ee nombre ne 
pourra jamais être plus grand que dix-huit. 

610. Lorsque le triangle ABC est isoacèlc, on 
peut se paaser.de l'équation (3) ou (4j , et résoudre 
direetenent les équations «n sr et y. Je suppuke 
qu'on ait i = a , Im triangles CAD et GBD seront 
Métairies et égam } on anm 

Cas A, à«an>— ^e*, acasusfc} 

et leséqustions (I) et (2) deviendront 

Jl]^:sma , y» ^ *• (j^,) p. (6) 

On y satisfait d'abord , en prenant 
s = y s= a l/Tî 

valawsqni sont admissibles , à cause de r < l et 

«. D en résulte une première peeitien I 

d'équilibre , dans laquelle le triangle MKC est isee> 
cèle I et OÙ la baie AB du triangle AltCsenpinlp 



le problème sera hs méoM (|ne &nn le «SB précé- 

deiit , uvec et ttc seule difr<?rcncc que In quaiililé r 
devra être remplacée par l — r dans les équations 
(1) et (3). En effet, le ttiangle ABG, et ses deu» 
parties MNC et 91.NBA , nyaiil leurs centres de gra- 
vité sur une même droite , et ceux de ABC et de 
la seconde partie devant être situés sur une per- 
pendiculaire i HR, il faudra toujours que les 
trijn-les ABC et 3I!^C aient aussi h urn centres de 
gravité sur cette perpendiculaire ^ eu suite que 
Ton aura d'abord, sans aucun changement , l'éqna*' 
tien (8), qui csprime cette oonditî«n*D*ailleurs, 
la prepection 

IKBA : ABC :: r : 1, 

qui doit avoir lieu maintenant, peut être changée 
en ceUe^l : 

«5C : ABC :: 1 — r : I; 

ce qui ehange aussi réquatioB(t) en cette entra : 

*y = (l — r) ah. 

En s'en servant pour éliminer y do l'équation (8), 
on retrouvera Téquiitiuii ^3), dans laquelle le rap- 
port r Sera remplacé par 1 c*est<k-dire, que 
Ton anra 

coa C — (1 — r)« «• *• = 0. (4) 

iéle à MiM ou borisouUle. En chaogcaut r en 1 — r, 
on aura une seconde position ^ où le point C sera 

situé hors du liquide, et la base AB toujours hori- 
zontale. Mais il peut aussi exister d'autres posi- 
tions d'équilibre , pour lesquelles cette base sera 
inclinée. 

En effet , si l'on supprime le factenr y — n de 
la seeonde équation (6), il vient 

é«» — e* 



Gelte»ci et la première équation (6) donnant la 
somme et le prnfinit de deux inconnues jr et y, il 
s'ensuit que ces quauiités seront les deua racines 
d*ttne même équation du seeend degré, lesquelles 
vuânes auront pour expression 

l . 

— [4o» — e» ± l/(4o» — c»)» — l6re*J. 
4a 

On prendra suoeessivwnent cSnenne dédies pour • 
et l'autre pour y; et qttsnd elles seront toutes deux 

réelles et muirulres que a , il en résultera deUS 
nouvelles po&itiou» d équilibre, dans lesquelles la 
bete AB sera située bera dn liquide. Bn mettant 
1— ranlien der,etsnppnsant tenjonrs les ra- 
cines réelles ))lus petites que a , on aura deuxau* 
trcs posàtiuDS où cette l>ase sera immergée. 

Lorsque les deux racines qu'on vient d*éorîre 
sont égales, lu base AB est horixontale, et ces nou- 
velles positions d'équilibre doivent rentrer dans lea 
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{Nréeédmlw; el, dbelivMMiit, on â «lors 4a* — 

= 4a* \/^ce qui donno y = j; = a |/^ 

611. Dans le cns du triangle éqnil;it(5rdl, on fera 
c = a, Jani les formules précédentes. Les valeurs 
égalée de « et y ne seront pes changées ; leurs va^ 
ienrs inégales deviendront 

- (8 ± ï/»- 
4 

Usna le cas d'un seul sommet immergé^ et 

- (3 ± |/l«r- 7). 
4 

dans le cas d^un seul sommet hors du liquide. Il 
S*agira dune de savoir quelle doit ctro la rr.i<-ttou f, 
pour que ces valeurs soient réelles et moindres 
que a. 

ùtf ai Ton a r. < |^et > , lu premtèia formule 

sera réelle) et ses deux valeurs seront moindres que 
o} hors de ces limites, cette formule sera imagi- 
naire*, ou bien une de srs valeurs siirpassprn a ; et 
de même, pour que les valeurs de la seconde fur- 
■nle soient réelles et plus petites que s, il est né- 

eeuatre et il suffit que l*on ait r <^ et > ^» On 

voit duac qnu depuis r = -^jusqu'à r = i-, la pre» 

mièrc formule sera seule admissible j que ce sera, 
au contraire, la seconde qui sera seule admissible 

depuis rsl'Jusqu'k rs^j et que pour r>^ 

oiv r < ^} les deux formules devront être rejetées. 

Comme tout est sembbble par rapport aux trois 

sonuiiets du triangle équilatérol, le nombre des po- 
sitions il't-quilibre sera toujours un multiple de 
trois, et ce aoiubrc total pourra être sis. ou dix'buit, 
suivant la valeur de r. 

612. Outre leurs positions horitontales d^équili- 
bre, Ifs prisnii"; ci trs rvlitulrc» homogènes ont 
aussi des po»tliou& dcquilibre, daus lesquelles 
lenra arêtes sont verticales, et leurs bases, parallè* 
laa an niveau dn liquide, et qui sont doubles pour 
chaque corps , parce que rinic on l'antre des deux 
bases peut être plongée dans le fluide. Un prisme 
veiUeal et sa partie Immergée ont leurs eentrat de 
gravité sur une même perpendiculaire au niveau; 
le rapport de leurs volumes est le même que celui 
de leurs hauteurs ; et , par conséquent , la houteur 
du jwisme immergée est h celle du prisme entier , 
comme la densité du corps est à celle du liquide, 
<*e qui suffit pour d (^terminer renfoncement du 
corps dans son état d équilibre. 

Lee solides de révolution, et généralement totu 
les corps symétriques a^it our iVunaie, ont de même 
dvus positions d'équilibre dans lesquels cette droite 
est vaticale, et qu ou déterminera sans diliiculté. 

Supposons qu'il a'agtiao, par exemple, d*ttn ellip- 
soïde bomogène, dont les trois demi-axes soient a, 



e ; plaçons l'ase 3c verticalement , et soit « la 
distance du plan des deux autres axes h la section a 
fleur d«au; u étant une iocounue positive ou néga- 
tive, selon que cette section se trouvera au-dessous 
ou au-dessus dn centre de l'ellipaoldei Soit aussi Z 
l'aire de la section horisontale de oc corps, fuite t 
une distance quelconque s de son ceutre \ te vo- 

Sir 

lume dn dcmi>el]ipsfdlle étant — sIcl on anra edui 

3 

dn segment plongé, en retranchant de — a&e, l'in- 




Z4fs, qui esprime Is valeur de la tronche 



comprise entre la section h flêur cTaeH et la seetîen 

horixontale faite par 1^ centre du corp«, et qui aura 
le même signe que «.Dans le css d'équilibre , oo 
aura doue 

9w 4w 

-—oie — / Ub =s — 0^ ; 
3 / • 9 

T étant toujours le rapport de la densité du corps 
flottant à celle du liquide. Ce corps étant un ellip- 
soïde, on surs (n° 80) 

C" 

et Péqiiation d'équilibre deviendra 

H» . 3e* «^S (2r — ^ 0. 

Xlle eura toujours une seule raeûieiéèlle, comprise 
entre ± e, qui sera positive ou négative, salon que 

Ton ann r >^ ou r . Dons Ica caa exirênm 
^ s ^ s 

der=:Oetr^ 1, cette raeiao eeru « = e ei 

« = — c. 

Un corps symétrique autour d'un axe vertical, 
étant plongé sneoeesivemeot et perla même partie, 

dans diiTérens liquides, s'y pnfoncpm fîc qnrindî^s 
dont les volumes seront en raison inverse des den- 
sités de ces fluides. C'est sur ce principe qu'est 
fondé IVisage iu pàM-UfUtur on oriomètn, pour 
comparer entre elles los densités de divers 
fluides. 

6IS. Plsrmi les différentes poritioni é*éqaaibfe 

d'un même corps solide flottant à la surface d'un 
liquide, il y en a qui sont <f nblc!i, et d'autres qui ne 
le sont pos} et d'après ce qu'où a vu dans le W 671| 
si t*on fait (oumer œ eorps auteur d*nii axe heti- 
tontal, peur fixer les idées, ses position* sncccsti- 
ves d*équHibre seront oltemHtivement stables et 
instantanées. 11 importe de distinguer avec soin les 
premières des dernières, qui ne subsistent esses de 
temps pour être observées, qu'à raison d'une petite 
adhérence du corps flottant, au liquide avcc lequel 
il est en contact. 

ISnpposons d*abord quu lu ceeps lleltaiit mM pef" 
faitenmiaymétriquu, peur It foraw cl pour la d«n> 
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•iK de ••• p«ttî«t| d« part et diantre d'oM MCtioa 

verticale ABCD (6g. 133). Soll fî son centre de gra- 
vité, qui appartiendra à cette section. Dans son 
état d'équilibre, soit aussi AC la droila où cette sec- 
tion est eovpde parlenWean du liquide, prolongé 
dans rintcrieiir rlii rnrps, et H !e centre de gra%Ité 
du volume du fluide déplacé par le corps ^ ce point 
ttpi>artieodra aossl i la sectïop ABG>, et se trouvera 
•nr la perpendiculaire BGC,a]Mis8ve du point G sur 
In droite AC. Quand le corps Sfra Immoi i ne, U sera 
ou-desaous de G, comme la ligure le suppute j mais 
-qnaiid oa aara'lffli^ le eotfM lIottaDt» «'«•t-i-dire, 
qoand on aura augmenté la densité de sa partie in- 
férieure , le. point 6 pomn tomber aankimw du 
point H. 

Cela étant, eomevem que Ton éearle un peu le 
«eorpe-flottant deaa pontiop d'équilibre, en le faisan t 
Hournrr nulour d*un aie perpendiculaire à ABCb, 
■et l'ttbAudouuant ensuite i lui>incme sans vitesse 
•iniliale. Qud que toit le nonveuNut que lo oovpe 
'prendra, la section ABCD demeurera toujours ver- 
'ticale^ et comprendra constamment le centre de 
gravité G. Dans cette nouvelle positiou , soit A'C 
(6g. 1S4), la droite qui repréaaate le niveau du li- 
quide, et qui coupe AC au point E, de manière que 
le segment du corps qui répond à AEA', soit entré 
dans le liquide, et que celui qui répond à CEC', en 
aoit aerts. Je aupposerai égaux les volumea de ces 
deux scgmensj it en re'sulte que le Tolumc du li- 
quide déplacé par le corps n'aura pas changé j le 
poids de ce volume de fluide aera donc encore égal 
k celui du oorpa, comme dans Tétat d*é<iuilibrc } et, 
le reitfrr gravité G du corps flottant doit se mou» 
voir comme si la masse de ce corps y était réunie , 
et ^ le poida de ce eorpe el la preaiion du fluide 
I fnaaent «ppliqnéea (n^ 4S8); et ces deux forces 
verticales agissant en sens contraire Tune <io Tau- 
Ire, et étant égales dans notre bjpotbèse, on n'aura 
point k considérer le mouvement du point 6. 

Soient ir le centre de gravité du volume du li- 
quide c!'*jîl;tr-t-, njirt'S (jup l« cor()s a elc écarté de sa 
position <1 équilibre. Ce point appurliendra, comme 
lu centre de gravité G, t la lectton ABCD ; maia ilt 
ne seront plus situés, en général, sur la même ver- 
tir i!r, la pression du fluide fera donc tourner le 
corps autour d'une droite passant pur le point G, 
et perpeodienlaite à la tection ABCD} et il a'agtra 
de MVOir ai ee mouvement tendra li ramener le 
corps n sa position d'équilibre, OU à l'en écarter 
davantage, et à le faire thavirtr. 

Or, ai Ton mène par le point H' la verticale B'I, 
qui rencontre la droite BGK perpendiculaire à .\C 
au point H, il est évident que la pression du lluiUc 
qui s'exerce de bas en baut suivant la direction U'H, 
tendra k ramener la droite BGK à aa position verti- 
cale, correspondante à PéijuillLre, ou à l'en écarter 
davantage, selon que le point M serasituéao-dessus 
ou au-dessous du point G. Dans le premier cas, 1 é- 
qniliiire aera stable, et dana le eoeond, il ne le sera 
paa. Quand lo point M et le point G ooîucideronl, le 



eorpe restera encore en équilibre, dent la peaitton 

voisine de la première, où on l'aura placé. 

Si le centre de gravité G tombe a»i-dp<;soiis de 
celui du volume du liquide déplacé , qui était H, 
dana réUI d^équilibre, e*ect-è.dira, ai ee peint G se 
trouve entre les points B et II, sur la lijçnc BK, le 
point H se trouvera ou-dessus de G, et l'équilibre 
sera nécessairement stable. Si , au contraire , le 
point G est au-dessus de H, i^ommedanalecaad^un 
corps homogène, le point M pourra frniiver au- 
dessus ou au-dessous de G, et l'équilibre pourra être 
atable ou non stable. 1a point 1, dont la considéra- 
tion sert h distinguer l'un de Tautre, les dnix états 
«îVqwilibred'on corps flottant, symétrique par rB|j- 
port à une sectiou verticale, est ce qu'on appelle 
le uséiueinfrt. Vaia noua alloos donnar une autre 
régie, déduite du principe des forces vives pour 
s'assurer , dans tous les oaa, de la stabilité de ecl 
équilibre. 

614. four cela, eonsidérons un corps d*une forme 

quelconque, homogène ou hétérogène, en équili- 
bre n la surface de l'eau. Soient ABCD (fi^. IM), la 
section de ce corps par le niveau de Teau prolongé 
•dans aou intérieur, G le centre de gravité du mo- 
bile, n celui du volume d'eau déplacé par la partie 
immergée de ce corps, V le volume de cette paKie, 
et H la masse du corps entier ^ puisqu'on le suppose 
en équilibre, la droite Gfl cet perpendiculaire en 
pliin ABCD, et la masse d'eau déplacée est éyule à 
ucUc du corps, de sorte qu'en appelant f la densité 
de l'eau, on • 

■ <= Yf. 

Supposons qu'on élève la section ABCD au-des- 
sus du niveau de l'euu (fig. 130), ou qu'on l'abaisse 
an^eiaous, d*une quentité très petite; qu'en mémo 
temps, on incline un tant soit peu Icpliin df- rt 
section } et, pour pins de généralité, qu'on imprime 
aussi de petites vitesses eus points du mobile. L'é- 
quilibre sera troublé ; et la question de le stabilité 
consistera « i ramirur si, par suite du mouvement 
que le corps prendra, la section ABCD , iixe dans 
l'intérieur du mobile, s*écariera de plus en plus du 
niveau de Tenu , ou si elle tendra à y revenir, en 
o'irill'inl Hc ji irl » l <i autre df ce niveau. Pendant 
le mouvement qui aura lieu, le niveau naturel de 
roau coupe le corps flottant suivant une section 
variable dans son intérieur, qu'on appelle tejrfé» 
de fiottaùou. A un instant quelconque , soient 
A'B'C'D' cette section j AB"CD" une autre section 
veriable de ce corps, faite par un plan horisontal 
<ji]i passe par lo centre de gravité de la section 
ABCll; AC Pinterscction de ABCD et AB"CD", va- 
riable sur AbCDj ( rinclinaison mutuelle de ces 
deus eectiena; t !■ distance de AV'CD" eu pieu de 
flottaison, laquelle distance sera regardée comme 
positive ou comme négative, suivant que cette 
section se trouvera au-dessous on au-dessus du ni- 
veau de Teau. Les quantités variables I et { aont 
aupposées très petites k roriginedu meavemcut j 
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il f^agira de MToir »i etlcf rerteroot tièt p«Utei pM- 
dant toute sa dorée. 

615. Ëo appelant u î.i vitesse variable d'un élé- 
ment quelconque dm de la masse du moliile, la 
■ofliiiM dw frnms «i«es de tom sm pointe sen 
doMiéeparrintégrale Ju»dm t^tenduc & li masse en- 
tière, et l'cquation qtii résulte du principe général 
de» forces vives, sera de la forme (n« Md) 

fu» tfm =^ c 4- 2* i (o) 

c étant une constante arbitraire, et f une fonction 
dépendante des foreei qoi «ont eppliquéet ew 
poiate do mobile^ 

Ce» forrr; sont !n :'r;iTiff\ qui apit sur tons SCS 
points, et les pressions verticale» que le fluide 
exerce sur la portie immergée de le etirruce do 
cerpi; or, on peut substituer à ces pressions 
,1,", forces motrircs naissant sur »..us îcs élénicns 
dm de se masse, qoi sont kiUiùs aii-dessuus du 
mTeoade Teau, en prenant pour ehaqne élément 
une force dîrî({ée en sens contraire de la pesan* 
teur, et égale an poids du volume d'eau qu'il 
remplace ; car la résultante de ces forces motrices 
•nrelemême grendettr,1e même direolien elle 
même point d'application, que celle des pressions 
vcrticaks (ii^ 603). Do cette manière, en désignant 
par g la gravité cl par d» l'élémeut du volume du 
mobile qui cecroepond k rdément dm de misM, 
le force motrice de 4m lera gdm — jfd», si te point 
matériel se trouve au-dessous du nivean de Teau, 
et gdm s'il se trouve au-dessus. Soit de plus » la 
dblenee Yerieble de dm en plen de flolteiion, po»i- 
tive ou néç;alive, suivant que dm sera au-dessous 
ou au-dessus de ce plan ; il résulte de la voleur 
générale de la fonction f , donnée dent le n* 605 , 
qm dene In question qnt nom oeenpe, on devra 
•voir 

t ssfggêm — /ajfd»} 

!a première de res deux intégrales s'étendant à !a 
masse entière du corps flottant, et la seconde, seu- 
lement à la partie immergée de ton Tolnme. 

En olmieient du centre de gravité G de la masse 
M, une perpendicninire GK sur le plan A'B'C'D', fit 
fatsent GE=: , on aura d'aiiord 



seconde intégrele eompHae dina l^eipiMsittn de f , 
et nous I 



11 



peur le velenr delà première intégrale. Jepettage 

la seconde en devu parties , Tune relative ou vo- 
lume V situé au-dessous de ÂBCD, dans Tctat 
d'équilibre, Peutre rdatlTO euirolnme comprise 
entre le» sections ABCD et A'B'CIF. J*eie1ors gSfaf 
pour la valeur de lu prcniiêre parfie ; s' étant la 
distance variable du centre de gravite 11 du volume 
Vnn plan de flottaison , e^st-i-dire, le longueur 
delà perpendioulnire HP abaissée du point H sur 
le plan A l' CI)'. En représentant donc pour un 
moment par k la valeur de Tintégrale / si29, étendue 
è tout les élémens de dn Tolnme eonlenn entre 
àBCD et AiVCD*, gfik sent le seconde partie de le 



pour U vetew complète de cette quentïté. Vais la 

droite GH étont perpendinulalre au pl.ifi ABrD, 
l'angle qu'elle fait avec la verticole G£ est Tincli- 
neison I du plan ABCD sur un plan horisootal; si 
I done on appelle a U lengucttr constante de GB , 
onanra 

is, = s' Ht a ces I; 

le signe supf^rieiir nvant lieu quand le point G est 
au-dessous du point 11 , et le signe inférieur dans 
lecucoiilreîi«*In «vbstitmmt cette valcwde s* 
dans celte de f , et observent qne XsVf, il 
vient 

t = ±fr« V — »»» 

et il ne reatra plus qn^ déterminer le velenrde 

l'intégrale représentée par h, 

618. Pour l'obtenir, je décompose Tairedela 
section ABCD en élémen» infiniment petits j je le» 
projette tous sur le plen de flottaiteinAVCW;ee 
qui divise le volume compris entn- ces deui sec- 
tion» du corps , en une infinité de cylindres verti- 
caux qui ont pour bases les projections horîzoo- 
talcs des élémens de ABGO. Je coupe misdieun 

cylindre quelconque par une infinité de plans lio- 
ritontaux, et je prends pour Téiémcnt <2t> du vo- 
lume que je considère , la partie de ce eyitndre 
comprise entre dens plens consécotilli, dent les 

distunrrs nu plan de flottaison sont x et s^dx, de 
sorte que cet élément soit égal à la base du cylin- 
dre, multipliée par ds. Or 4k étant Pélémcnt difllS> 
rentiel do le seetiea ABCD , la projcetion lierissn- 

tale, ou la base du cylindre correspondant, sera 
dx cos (, puisque t est l'inclinaison du plan de dx 
sur le plan de projection ; on aura donc 

dv — d&dk . cos 4 i 

par conséquent, Tintégralo/^dr, relative à l'un de» 
cylindres verticaux, sera le produit de dk. cos 

et de ftds , ou égale à ^ y> ros 6. dx , eu appelant 

y la hauteur de ce cylindre , ou la perpendiculaire 
obaiesée de ik sur le plan dellottenon. Le qnsn- 
tilé qu^on e représentée par k sera donc 

A = -j- cos 6/5/' dx ; 

rîntt';;ra1c s'étciidantà Taire entière de ABCD. 

Lu perpendiculaire y se compose de deux psr» 
ties : Tune oomprise entre les deux plans persi- 
léU-s A'B'C'D' et Ml'T.lV, qu'on a représentée par f, 
l'autre comprise entre d*. ci le second plan , qoi 
sera égalée l sin I, en désignant par lia distance 
de cft élément à l'intersection AC des deus plse* 
ABCD et A VCO"; on aura donc 

y ^ f + < sin I, 
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où Ton regardera i comme une quantité positive 1 valeur dans l'équation précédente , et observant 
•n native, selon que 41k Irouvwi a^-deeMOf I que { et I muI iNmluitM dm rinMgntioa faidi- 

i plia, lit MbetitiMiitMtta I qaée,a vient 



A = 1 cot tfdk + un I cet l/MÀ + 1 lin» • c«e tfh dh. 



J'appelle b Paire de la section ABCD , où la talcur 
àe fdk ; la droite AC renfermant , par h|pothèse, le 
centre de gravité de cette section, l'intégrale 
eel nulle ; et ei Ton fiât 

y>4^ = Vf 
de letto qne)i*MHnDe ligne dépendante de la 
lignra et de PAeedae de ABCD, on «un findonent 

s 1 »ooi I (f« + >*fin>>). 

Cette formule n*est pas rigoureusement la va- 
IcwdoA; poor qo^elle le fût, Il fondrait qnelo 

volume compris entre les sections A'B'C'D' et 
ABCD fût on cylindre vertical , tronqué par le plan 
de ia section ABCD j mais quelle que soit sa forme , 
on oenfoit que la t otonr esoolo do A doit difFéier 
très peu de la précédente, tant que les variables { 
et I sont très petites i et il est facile de s'assurer 
que la différeoeo d« ces valeurs est une quantité 
dn traiMémo ordre i Tégard de ( et t. En substi» 
tuant la valeur approchée de A dons l*espra«aion 
de e, faisant aussi 

«n 1 = 1 — - — <4**to-« coil=l — — +olc., 

3.3 2 

et li^eant tous les tfrmf>s du troisième ordre 
par rapport à ces variables I cl nous aurons donc 

• — ±«VnqF 7«Vflf - 7ff4 ((»+>••»). 
oe qui olwnge Péqnation (n) en eelle^ : 

/n.*n+yp[*{.+(V±Va)ô.]=c, {b) 

aneowprenont le tonne :i: 2gfVa dons le een- 
•lente arbitraire c. 

617. Ln valeur de celte constante se déterminerii 
d'après les valeurs de «, {| I, à Torigioe du mouve- 
aoent, qni lont inppetéo» Iris petites ; e eol done 
nnisi une quantité liés petite { et » de plus , Téqua- 
i\on (l) montre que sa valeur est positive, si le 
coeâictent by* ^Va est positif, quand le mouve- 
anenl oommeneo. Si ee coefficient lesle positif 
pendent toute la durée du mouvement , on peut 
conclure de celte même équation, par le raisoime- 
neut déjà employé dans le n« ôl I , que les vana- 
blee f et t deaienrcront oooslenuncnt tris petites } 
demsniireqn'on aura à un instant qneleonque, 



9t (h* ± Vû) ' 



f < 




0 

S»* 



ce qui fait voir que la stabilité de l'équilibre du 
«etpsflottenttientaasignedelaquMitîté£7> ±Va, 
et <|ne cet éqniiîbte een slsble tentes leafois que 



cette quantité spra positive h Petiglae et pendant 

toute la durée du mouvement. 

L'intégrale Ji* dy , qui est repr^ntée par by* , 
ne peut être qu*une quantité positive, puisque 
tous 5C3 élf^mpn^ sont positifs, le terme "i Va doit 
être pris avec le si^ne4-| quand le point G est plus 
Ims que le point B; donc, dons oee8S,leeoelB» 
oient by* ^ Va est positif, et Féquilibre est 
stable. Lors donc que le centre rlç f^ravitf< de la 
masse entière d'un corps flottant est plus bas que 
oduiduTolumo d*osu qu'il dépleee dans sa posi- 
tion d'équilibre, on peut ttlU COttaio de la stabi- 
lité de cet équilibre par rapport à tous les petit* 
mouvemens qu'il est possible d'imprimer à ce 
corps. 

Si, au contraire,lepoiotRest plus bssqne le point 

G , le terme + Va rîoit être pris avec le signe — ; il 
faut alors qu'on ait liy' > Va, pour que le coeffi- 
cient by» ^Vn soit positif, cl qu'on puisseessuret 
la stabilité de réquilibrc. Or, la grandeur de la 
ligne y varie avec la position de la droite AC , qui 
passe toujours par le centre de gravité de la section 
AlCD, et peut tourner aniour do ee point pendant 
la durée du mouvement; niai<; m faisant faire à la 
droite AC une révolution entière, il est évident 
qu'il 7 aura une position dans laquelle la ligne y 
sera plus petite que dans toute autre position ;si 
donc r;ilcule cette plus petite valeur de - , et 
qu'on trouve by* > Vo, il sera certain que le coef- 
ficient :t °c peut devenir négatif, et, par 
eoDséqnent , que Féquilibre est stable. 

Dans un vnîssenn , pr»r exfmple, il est aisé de 
voir que lu droite ÂC , à laquelle répond le oiùis* 
eiMfls de rittlégrate dk , est la ligne qni vo de la 
proue à la poujtt. On partagera donc l'aire de la 
section h fleur d'eau en élémens infiniment petits ; 
puis on déterminera par le calcul lutc^rai lu somme 
de tous ces âénens, multipliés respeeUvenient 
par le carré de leurs distances ix cette ligne; et 
pourvu que cette intégrale surpasse le produit du 
volume d'eau déplacé par le vaisseau, et de la dis> 
tance du eentre do gravité de oe volttoso fc celui 
du vaisseau , on pourra assurrr que l'équilibre e^t 
stable, par rapport à tous les petits mouvemens da 
vaisseau , lors mime que le second centre do gra* 
vitésera plus élevé que le premier. 

618. Après nons être ocrnprJ de l'équilibre et de 
la stabilité des corps flottaos, nous allons actuelle* 
ment déterminer leur mouvement , lorsqu'on les a 
un peu écartés d'une position d*ëquilibre stable. 
Pour rcsomlre la question d'une manière complète, 
il faudrait avoir égard à la fois ii ce mouvement et 
à oeini dn liquide j c'est ce que je lieheiai de 
fkiiu dent un enlfe owrage. Maintenant, je ne 
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pour limplifiAr l« prabléna , nâÊtàmnw/L va 

corps solide , je supposerai qu^il soit symétriqae de 
part el d'autre d'ao plan qui restera vertical pen- 
dant ttfnt le mouvemenl. 

Ce plan renferme les centres ÔÊ gnvité G et D 
du mobile et du Tolnme de fluide qu'il déplace 
dans son état d'équilibre. Dans cet état, la droite 
GH Mt verlical«i m rineliae en l« fM«urt loaraer 
dana ce pUn ttitotir dn point G ; puis on abaisse 
ou on élégie f parallèlement « <<1lc-in(^mc , cette 
droite doBi ce mcoie plan j on abandonne ensuite 
I» nuilMle à radion d« U patentenr et dn f nide 
enrironnant, sans lui imprimer ancane vitesse 
initiale; et il est évident que la section dn mobile 
faite par le piiui dont il s'agit , et qui le coupe en 
dam pwrtiaeayiBélriqiieaf dameumn conitemaNal 
Tattitale. L'intersectiDii AC des sertîcMis ABCD et 
AB"CD restera toujours perpendiculaire à ce plan 
vertical} et comme la droite AC reoTerme, par 
liT|M»l1iéte, leeantra de|^viié de ABCD, il t'emuit 
que ce centre sera le point K où i-l le coupe ce 
nwmo plan , et que la droite AC rencontrera tou- 
Jaw» la eonlonr da AlCD dans l«i mèmee points 
A «1 C Indépandamnani da la symétrie du corps 
par rapport au plan perpendiculaire à AC . ] - snp- 
peeeroi, en outre, pour simplifier cncorv plus lu 
qonttion , que la droite GK aoit pcrpendicolaire 
«■plan delà section ABCD; ce qui aura lieu, par 
exemple, lorsque le plan des deux droites GK et 
AC coupera aussi le mobile en deux partie symé- 
liiqiiait 

Aa bout dn temps quelconque <, compté do 
rnrîî'iiie du mou^remenl, je rcpri'sciitcnii pnr », la 
(iiittaucc G£ du point G an plan iixo A'B'C'D', par 
f la dialance mntnalle daedaat plana horiiontaQx 
AB"CD" et A B CD', par t l'angle KGE compris 
entre la droite GK. et la vcrlicnlc CE , fntr y ta dis- 
tance de l'élément quelconque uu lu section 
ABCD an pUn A'B'C'O', at par « aa diatanca au 
plan vertical mcnc par le point G et parallèle à la 
droite AKC. Je désignerai aussi par / la distance 
constante de cet élément k cette droite, et par h la 
langiMW donnée de GE. Il est aiaé de voir qn*on 
aim 

«fS=;^.fcooal, yasf ^.|iinl,«ss:leoal*f Aain t, 

•à Ton regardera <| A, { , comme des quantités po- 
sitives o« négalivea, adon q«e réMmant dk est à 

droiff n t;rfiicho de la droite AKC, que la droite 
GK se trouve à droite ou à gauche de la rcrticale 
GE, et ({IIP le plan AB^CD" est au-dessous ou au- 
dessus de A B CD*. B«fin« h «tant l'aire de la tec- 
tion ABCD, ely la nèoie ligne que prdeédamnent, 
an aura aussi 

/dfcssA, /Mà = 0, fféi^=ziy*i (1) 

lea intégrales s'étendent I Ions las élémenade 
Let variables f et I feront connaître la position 



du mobile k dttqne instant. Pour f « 0, on anra 

dl 4t 

Iss., fsscC, —«a, — = 0, 

pnrr-c qu'on ^tipposc nullci les titesses initiales de 
tous les points du corps , et en désignant par « et< 
d«a qnantitéa tréa peiitae et donaéea. I« pieUime 
consistera A déterminer les valenra de let^aafoM» 
tions de <, en supposant qtic ces variables dntieo- 
rent très petites pendant toute la durée du moB- 
vament; supposition qui permetde négliger lecand 
de ( et le produit de I et et decomddéiweemaM 
an cylindre tronqué, le voIttBW co i pc ia astre 
ABCD et A'B'G'D'. 

619. Le centre de gravité G aa nonm eamam ai 
la masse M du mobile y était réunie, et qna le 
poids Mr; ;iM corpç et la résultante des pressions du 
fluide y fussent appliqués. Cette résultante est di- 
rigée en aens contraire de 1^ ; elle eat égale ) 
(V -{- lJ)f9, en désignant par V le volume d'ean 
déplacé par le mobile dans son éini dV-ijuilibre , et 
par V-|- U co % olunie au bout du temps t. La force 
motrice dn point G, dirigée dana le sens de la pe- 
santeur, sera dose M§ — (V «f» , on siaipla' 
ment — ITfy, h cause dfi M = Vp ; sa tite«<ie ini- 
tiale étant nulle, il ne sortira pas de la tcriicale 
où il ae tnmve à fioiigiae du mouveoMitt, et ré> 
quataen de aen meiifMMDt sur cette diaile aaia 

■^=-««- 

Alistiacliou fuite du signe, V est le volume com- 
pris entre les deni sections ABCD et AVOD^j do 
sorte qn*efl décomposant ce volume en primMt 
veriicaui, comme précédemmenl, en aum 

U SB /y cas ldk| 

rintégrale a*étendaut à tous lea élémena de 1. la 
mettant pour f sa valenr précédente, on en cae- 

clut 

u =: cos «. 

Si donc nw prend l'unité pour cos • dans cette v»- 
leur et daus celle de qu'on les substitue en- 
suite dans Péqnation dn menvenent do peint 9, 
et q«*on y mette aiuai Vp an tica de 1, il vienl 

d*» ^ V ^ * 

En même fcnip?, le mobile tournera autoor^ 
point G, comme s'il était (ite,et que les forces qui 
le lollicïtent ne fessant pas clningées (n i Ce 
inottvemcot de rotation aura donc lieu autour 
l'iixe mené par le point G,el perpenilirulnirt 
plan qui coupe le mobile eu dcui partie» ^juiclri- 
'lues, et il sera dû nniqucment an preasiona da 
fluide environnant, puisque le poids dn oeipsfmfc 
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coQsUmment pr c« point j par conséquent, l'équa- 
Uvo de M noaTsmeiit sera (n* MS) 

im 

dt 

en dâiigoant |Mr Mi* le moment d'inertie du corps 
par vappori & Tasa de «etation , par • sa TÎleste 
eiignlaire de rotAliea au beiitdn temps <, elpar^ 

le moment tot.il de? pr«sions an ni^me instotit et 
par rapport au même axe. On regardera la titesse m 
comme potilWe ou eenne n^alire, selon que 
le niooTement aura lieu dans le sens indiqué par 
la iTt'rhe ou dana le aeos eppoaé; de aerle que 
Ton aura 

dl d» 
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d* I 

IF' 



et, ceia étant, on devra prendre aveo lo signe 4* 
ou atnp le signe — , dans la valeur de f* , les njo- 
nena dee preaaioos qui lendroni à fuixe tonner 
t}an<( le MM de le flèche e, eu dem le iciis op- 
posé. 

Or, le momeiit létal #i penrra se diviser en deux 
partiee, Tune relatîve au volume constant V, et 

|'«ii(rt^ mi Tfiîiinu! rnri.ible V. La parliL- tle i;i pres- 
sion currcspuiitiantc au premier volume est é^'ale ii 
Vp^, appliquée au point H , et dirijjée suivapt BF; 
la pcrpendicnl.iire «baissée du poiut G sur cette 
droite prolongée, s'il est nécessaire , a pour valeur 
a sin I, en désignant par a la distance GH : la pro- 
■riérepeitie de moment ^ sera donc Vofg sin t, 
oà Ton prendra le signe sapérieur ou te signe in- 
férieur, selon que le point H sera plus haut ou 
plus bas que le poiut G. Quant à la partie de ^ 



qui répond h U, si foM ddoompoit tonjewe ce vo- 
lume en priamei verticaux « et que l'en oeusidire 

la pression correspondante au prisme quelconque 
jfdttMXf laquelle est égale et contraire ou poids du 
volume d*eett qn*il déplace , on aura fjxif cos tdX 
pour le moment de cette pression , et, par consé- 
quent, fgfxy cos 6dx pour la seconde partie de f* ; 
Tintégrale s'cteudant à Taire b tout entière. En 
mettant pour s et y leurs valeore t et ayant égard 
aux éqoetîona ( 1 ) ) cette quantité deviendra 
roi 9 4- hi^ f<jh CM 6 sin 1} par consëqnent|_ 

la valeur complète du ^ sera 

= cos» 6 + Vo / 'i* fos S) fg tin 

Je réduis, dans cette valeur, cos 9 et sin t A Tunitê 
eti t, et je néglige le produit do( et t; puis je le 
Bubsiiloe , aveo lee veleure de M et de m, dans Pé- 
qnntion Hu mniivemeut do rotatioUi qui devient, 

de cette manière, 

dt* Vâ» * ' 

Le problème dépend donc <Ips dcni equatinn^ 
dilTéreutielles (2) et (3)} et comme les variables I 
et ( y sont séparées , il e'emuit que le mouvement 
de rotation du corps ftottant et celui do son centre 
He çravité seront indépendans l'un de Tautrc : «'ir- 
constance qui tient à ce qu'on a supposé la droite 
GR , qui va dtt centre de gravité du mobile k celui 
de ABCD, perpendiculaire à cette section. 

En intçcrnîU ces deux équiilions, et déterminunt 
les constantes arbitraires d'après les valeurs ini- 

é( m 

def,l, —, —, one 
dt dt 



t = t cos t 



L'ordonnée verticale du rentre do f^ravité ^tnnt 
égaie à À 4~ f » quand on néglige le carré de 6, il 
s'ensuit que le mouvemuntde ce point sera le même 
que oeloi d*UA pendule simple dent le longueur 

V 

gémit — . Pour que U valeur de S ne croisse pas in* 

définiment, c'est-k-dire, pour que l'équilibre, d'où 
l'on a écarté le corps flullant, suit stable, il Faudra 
et il suffira que la quontité by* ^ Va soit positive; 
ce qai s*aecorde eveo le théorème du m* 617. Cette 

condition étant remplie, les osetllAtions de la 
droite GK, de part et d'autre de \ \ vr rticalc GK , 
seront les mêmes que celles d'un pendule simple 
VA* 

qui oUreit ■ - pour longueur* 



Si le corps flottant n'était p;]s svmétriqiTc île part 
et d'autre du plan des droites Gk et AKC , et que 
la perpendiculaire abaissée du point G sur la section 
ABCD dîSMt de le dr^te GK,lee variables t et » 
ne seraient plut sepiirw? dnns le? équations (2) 
et(3)i la première renfermerait un terme multiplié 
d>» 

par — et Itfecoadevn terme quieureitt pour fee- 
dt» 

teur ; les moovemens deielelioa et du point G ne 
seroient plus indépendens Tun de t*autrr; et le mo- 
bile pourrait CTéniter quatre sortes d'oscillations 
simples, dans lesquelles son mouvement se décom* 
poserait toujours , confonnément eu principe de le 
coexistence dos petites oscillations , et qui se ré- 
duisent à deux dans le cas particulier que ueui Te- 
nons de considérer. 
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620. D'sprèf ce qu'on a tu dans le n» 699 , l'é- 
quatioa d'équilibre du mercure cootenu daas U 
bnnelie fonad» éà beremélie, et de U preaaieii 
atmoapbériqae qui ■ liav deat U brtoéhe «aterte, 
«et 

= •} (i) 

• déiigaanl cette pnuànn rapportée à l*ttaité de 
aurfaoei5 la gravité, m la deuité du mercore, et k 

la différenr^ de niveau de ce fluide Hmis les deux 
branobea du l>iuromcti-e ; et eo supposant qu^il ny 
ait eneaiia ptettiea aeiiiQile en<dessai de eon al- 
Teandeas la branche fermée. 

De ce que r<?quilibre ne doit pas ^Ire troublé , si 
Ton suppose que la branche ouverte du barumètre 
ee prolaiig»Jaaqii*aaa limitât de TataMaplièra, nous 
avons conclu que la pression m est le poids d'une 
colonne verticnle pt ry(indriqnp de l'almosphère, 
qui aurait pourliasc i unilu de surface et pourhau* 
teor «elle de ca llaide. Ce poidf ett done celai d'an 
cylindre de mercure , de même base , et dont la 
hauteur est environ 0"»,7ôj et il en résulte que ta 
pression de l'atmosphère sur chaque mètre carré 
daiaeaiiMa delatene, ert àpaupriedixaiilla 

kilogrammes. 

Quand on s'élève au-dessus de cette surface, U 
luutear et la poids de la colonne d air qui presse 
aar le nereore da l»are4aètre , diminuent de plus 
en plus^ la hauteur h iloit dnnn nnssi diminuer, et 
il doit eueter un rappor t entre cette hauteur et celle 
dont ea e^eet élevé , qui fera aanaallra IHma av 
moyen de l'autre. Cette détermiattianeen l'objet 
spécial de ce chapitre; mats auparavant , il con- 
vient de tirer quelques conséquences de l'équa- 
tion (I), et d^etpoeer les toit da la preeeioa de Pair 
ou d'un gat queloonipw, relatif enwat à ta daanté 
et à sa température. 

681. Eu appelant S la surface totale de la terre , 
aiprimée ao mètvee cendi j la BMeee de Patmo- 
ipfalta leia dgalaàaiS (0",79}; m <taat tovjoon U 

densité dn mercura . La nasse de U terra est iSr, 

en désignant par r son rayon , et par X sa densité 
mayeaae. Si donc le fracUon f représente le rap- 



port de la ptenièra msssa & la seeoode, on aam 

^-^ — ï; — ' 

et comme on a 

S»r= 40000000», ms= 13",S076« *=e^fiO, 
aaaiieoiMiInra 

fe=O«0O0Qû0686di 
en sente qne la messe de l'atmosphère est na paa 

moindre qu'un millîontÀrnp df rptlf de In ttrrf . 

Si l'air avait la même densité dans toute la hau- 
teur de la colonne atmosphérique, la haoteurda 
cette colonne et la hauteur h du mercure dans le 
baromètre seraient eu raison inverse des densités 
de l'air et du mercure î en appelant l la hauteur de 
l'atmosphère , dans cette hypothèse ,el désignant 
par f la deiuité de l'air à la températaca aéro et 
sons la premion bàroaiétrique 0», ao ama daae 

f 

atà cansa da (n* 61) 
m 

— sz 10401, 

r 

il on résulte ^ à très peu près , 
ls= 7080». 

l.*etmosp1iéfa doit évideeiment s'étendre beau- 
coup plus haut, puisque la denîitô et Ir prtids de 
srs rmiches diminuent à mesure qu elles s'eleveot 
au-dessus de la surface de le teire. Oa fiseia one 
limite qn*ella ne pwt atteindre, en déterminant U 
hauteur ù laquelle la force centriftige est égale i 
la pesanteur; car au delà, la force centrifuge dis- 
perserait les moléouiea d*atr daas l*espaca. C*ast 4 
réqnstenr qoa oaUa limita est la moins âavéa ; er, 

g 

en ce lien , la force centrirnge est — — ( nM 7S ) à 
la surface de ia tene} à une hauteur s au-dessus 
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de Mite tnifiiMi, «lie d«viMt ^ iJL* j «l Vwten- 

r!er3ynn Ici terre; la limite dool il t'afit Mn 
donc délenuinée par Téquatioa 

de bfiwlle en lue, pe«r celte llnîte, 

s 

a = r { \/sm — l), 

C'est-è-dire , h peu près cinq foi» le rayon de la 
terre. Hais il y a lieu de croire que , bien avant 
d*etteiadre I une si grande liantenr, Pab est lU 
quéfir p^r le froid, qui augmente rapidement à 
mesure qu'on téléve dans t'atmosphère. Nous ne 
ceBoaisaona pas la loi de cette augmeotattoo à 
ITeir libre, qQ*il ne ftal paa oenfondf» aveo celle 
que Ton observe sur les mont n;;nrc; ^ où In tcmpé- 
tatore de Tair et celle da sol s'influencent mutuel- 
levent; la lenle donnée que nons ayons sur ce 
evjct, est celle qui résulte de Tascension eërotta- 
tlquedcM. Gay-Lussac, dans laquelle i( sV^f élevé 

è une hauteur de 6980» : les températures de Tair 
à la aniface de ta terre et à cette liautenr étaient 

de 80«,76 et — 0<*,60, du thermomètre centigrade; 
ce qui fait une diminution d'environ un rlrp;Tp pour 
176» d't^yvation, en supposant le décroissement 
de la dulenr nnif orne. 

622. Si Ton ferme en C (fig. 129) , la branche 
OQTerte do baromètre, ou , plus généralement, si 
l'on place cette branche dans un Tase H fermé de 
tentée parts ItTy, l'équilibre dn système ne 
fera pai troublé : ce sera alors la pression exercée 
en E par l'air contenu dans ce -vase, qui fera équi- 
libre à celle de la colonne DF du mercure , sus- 
pendne danela Imunebe fermée , an-desane de son 

nÎTeaii E dnn^ la branrlin niivr-rte, Cette pression 
rapportée à l'unité de surface , ou ce qu'on appelle 
la feree dbttiqae de l'air, aura donc pour mesure 
la fifeeaieB mgh du mercure | et die aera équiva- 
lents en poids m do la colonne atmospbériqnr. Vn 
baromètre qui a'oavre aioai dana un vase fermé , 
et qui sert i netnrer la force élasliiioe de Pair on 
d'un fluide qoéieom|oe, contenu dans ce vose, 
s'appelle alors un manomètre. Le poids mgh du 
mercure dépend de la nature, de la densité et de 
]« tempéninm de ce Iloide élaatiqne. 

Si l'on traaspette on mmamitn d'un lieu dans 
on antre, et que la tempcriiturc et la densité de 
Taîr contenu dans le vase H soient les mêmes en 
ces dens endroits , il fiiiidra qœ la banteor du mer' 
cure varie en raison inverse de la gravité, afin que 
le poids de la colonne d<> mfrrurc reste le même. 
L'observation de cette hauteur à des latitudes dif- 
féienlaa ponneît deno servir k nesnier lee varia* 
tien» de la peMMleur; nab, pour Pesectitnde de 



cette netnre, il Iradim avoir dgard à Paugmenta- 

tioo du volume ncriij r* par Toif contenu dans H| 
qui résultera d'une augmentation de hauteur dil 
mercure dans la brandie Csmée» 

Ainsi, iappeaeat qney et h soient la gravité tà 
la hauteur D¥ du mercure , en un lieu de la terre; 
le manomètre étant transporté en un autre lieu , et 
la température étant restée la mène , snpposone 
que le mercure se soit élevé de D en D' dans la 
branche fermée, et qu'il se soit abaissé, en même 
temps, de S en £' dans la branche ouverte ; me- 
nons par le point S' un plen berisontal , qui coupe 
«uF la branche fermée j désignons par 7»' la diffé- 
rence DT de iiivefni du mercure dans les deux 
branches, et par y la gravité correspondante* Lsa 
pressions berenétriqaes seront entre elles eomne 
fJb et 5'jk',dans les deux obscrvation-î : plies seront 
proportionnelles aux densités du fluide contenu 
dans U , et , par conséquent , en raison Inverse dee 
volumes qa*!! oeenpera dans ce vasej en appelant 
ew voliinei T et V , en aura done 

g'h' _ V 
jï V'* 

Or , si Ton appelle c l'oire de la section beriiontala 
du tnbe eu point D, le volame dn mercure compris 
entre D et D' sera f/i'^ h) r; mais, à cause de 
l'incompressibilité de ce fluide, il faudra , quelle 
que soit la forme du vase H , que le volume V 
•ttfpaue y de cette quantité — h] ej on aw» 
donc 

V = V + (h' — A) c; 
et Ton conclura de Téquetion précédente 

9' \h 

pour le rapport des intensiKs de la pesanteur dans 
les dens liens des observations. Hais, quelque ^oin 
que l'on apporte dans la mesure des quantités que 
celle formule renferme , ce procédé sera toujours 
beaucoup mcine susceptible d'esectitode que ce- 
lui qui est fondé sur les expériences du pendule. 

623. Miiintcnant, fermons en C (fig. 13V) la 
branche ouverte du baromètre, et ouvrons en A la 
brantibe qui éuit fermée; le ptession atmospbé> 
rique s'ajottlant k celle du mercure , Fair contenu 
dans EC va se comprimer, et, couséquemment, le 
niveau du mercure s'élèvera dons celte bnncbe 
et s'ebaissera dons l'autre. Ajoutons dans cette 
autre branche une nouvelle qtiantilé de mercure, 
de manière que la différence de niveau dans les 
deux branches soit encore égale à k, comme eupe- 
ravent. Dans cet état , si le mercure s'est élevé de 
D en D' et de E enE', et que l'on mèt.c par le point 
E' un plan horitonUl qui coupe l'autre branche en 
f on aura D'F'=DF. Au point F', la pression du 
nereuiusenu^i enajonUnt la pression atmo- 
epbérique*, qui a lien au niveau on aura 
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MjA-f «, ou Sm^h; par conséquent , la foroe étal» 
tiqw de Vtir omUrm dtni Gif , qni mr le 

nivMU E' et qui fait équilibre h cette pression 
totale , tcra double de celle qui avait iieo qaand 
Tair occupait retpace CE. Or, TexpérieBCc prouve 
^Pcepaee CÊf «■! meitM de CBf elle fait voir 

anisi que isi l*ortrîplf In pro^çion par une addition 
cooTenable de mercure, l'espace oocopé par Tair 
eat r&luit •« lier* ; et , géaMeveat , on tren? e 
fM le volame dn fltaide «erie en lebeii imerae de 

la preition qu'il f^prniivc, ou outrement dit, que 
la densité croU dans le même rapport que la force 
élastique. 

Cette proporlieuulitë est ce qu'on appelle la 
!ûi de Mariotie , dn nom du physicien qui l'a dé- 
duite de robservatioD. Elle «appose que le fluide 
wféftnaf anenne Tariation de tenpdntim; en 
•oite ifiie, pour l'observer exactement, il faut 
«lonnrr h Voir contenu dnns CE , II- t»»n>|i'« de per- 
dre i'augtuciUation de température qu li acquiert 
par le compression , et de rereohr h aa tenpAwtoie 
primitive. Elle a lien pour tous les gaz , i-t aussi 
pour les vBpewrs, f n supposant la pression moindre 
que celle qui les réduit en liquides. Enfin , elle 
aaMate^aleosenlpenr les mélangea de diflérena 
fluides; et si, par exemple. <h'u\ i^at ont la mAmf» 
température et un même Tolurne V , que p soit la 
force élastique de l'un ci ff celle de fatitTe , et 
qv'on lea rdnnime aoiia le volume V» la tempéra- 
ture rhî TTi»:Iange scr-t cnt-rirc !■) niôine, ft !n forp« 
élastique^ ou lo pression qu'il exerce sur Tunité de 
«urleee , derieadra p + P' • 

6S4. Au moyen de la loi de Hariottc , oo peut 
fictlrrripiit calculer l'élévation de l'eau dans une 
pompe , lorsqu'il existe de l'air entre ce liquide et 
le piston ; laquelle élévation senit lO"» 4, eemme 
nous l'avons dit précédemment (n*iM9y>aî Teaa 
était en contact avec !e piston. 

Pour cela» soient AfiCD (fit;, iââ) la tuyau cylin» 
dfiqtra et veHieel d*iiBe pompe | plongé dam l'ean 
|naqa*en EF , et GR la base horitontale du piston, 
la pression atmosph<?rique s'cserce sur le niveau 
extérieur de i'cau, qui est le même que le niveau 
intérienr El. Cette pieaaion , nppettée h Punilé de 
surface , sera égale k gl, en prenant hi densité de 
l'eati pour unité , et désignant par l la hauteur 
10<»,4 de la colonne d'eau qui lui ferait équilibre. 
Veepeee oentenu entre SF et 6B eat rempli d'air , 
dont la force étasliqne fait équilibre à la pression 
extérieure, et a aussi gi pour mesure. Dans cet état, 
j'appelle a la haateor donnée de 61Ia»deaaus de 
SF } je suppose ensuite qu'on élève le piston jus- 
qxiV n C.'n', et je désifjnc par c la hauteur aussi 
donnée de G'H' au-dessus de GU. L'eau s'élèvera , 
danaTintAîende le pompe , ]usqu'en E'F', à une 
hantear » an dwieiia do SF , et a'abaiaaeia an de- 
hors, BU niveau d'une set tinn FF, de pompe, si- 
tuée à une distance y au-dessous de EF. Eu appe* 
lent h hk «eetion iHiriaoatele de la pompe, et t célle 
dn féaerveir dans lequel elle eat plongée | en tura 



h* 

» = 7 



à raison de l'incompressibilité du liquide ^ et!» 
question te réduira à déterminer la valeur de s. 

Or, Toir qui occupait l'ptpnce EFHG , occupera 
mnintenant l'espace E'Ï'E'G'; et celui-ci étant à 
Tautre comme o-|-c — «eat à a, il s'ensoîtqoe 
la rotee éleatiqne 9I dn fluide sera diminuée dans 

y ia _ g, 

le rapport inverse, et deviendra — — — Ce 

sera lu pression rapportée à l'unité de surface qui 
aura lieu sur E'F'; on rajoadant k U prcaaion de 
l'eau eomprUe entre IfF etïF,, dont la valeur 
est j(*Hhy), on aura la pression totale exercée 
sur le niveau inUrieur EjF„ qui devra faire équi. 
libre à la piession «tiérienre gl} ee qui eiige 
(|u^on ait 

la ** 

•+•— * e 

en supprimant le fcetouroommun 9, et substituent 

pour y sa valeur pré -éiloiite. Crttf équ a t i o n est 
du aeeond degré, et peut « écrite aanl : 

_ .t (// + a -i- c) + clf = tS 

en réduisant, et faisant, pour abréger, 

En résolvant cette équation , on tronvrra deux 
valeurs réelles et positives de s } naia il est aisé 
de voir que l'une d'ellcseer* toujours inadmiaMUe. 
]faieftt»rélévaUoo»-|>y dereeu au-dessus de 
nÎToeu extérieur, ne peut pos sorpeiaer /) à ( 



de X -f y = —, on a doue » </l; d*eUleura, ilert 

f 

évident qu'on doit aussi avou * <o-^c j or, U 
somme des duos meînea de Téqualion ptéoédento 
étant fl+u^o^ sirune est pins petite que o +e, 

l'autre sera plus grande que /7, ou bien , si l'uoa 
est moindre que /*4 , l'autre surpassera o + c j par 
consécpient, Tune des deu meinea seru 
missibte, et l'autre devtu être rojeléo 

étrangère ii la question. 

En vertu do l'équation d'équilibre, la force 

élastique conteou entre E'F' et 

G'H', est égale à jZ— y («-f y)' " résulte sur 
la base inférieure du piston , une pression diri^ 
en sens coutruirc do la pesanteur, et égale i 
3/4— y(#+y)J. U base aupérienrede ce corps 
est poussée eu sens contraire par la pression at- 
mosphérique , égale à gfb^ la ckai^e que le pistoo 
supporte , ou Tcxcè» de cette eoeonde foroe anr la 
première, est doneg t c'est-à-dire. U 

poids de rcau oentenue entre B,F, et ET, et élevés 
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•tt-dtttus du nirettt estéricor ; oa qv'oo peuln- 
gaffidcff à priori, commo pviiii^iit 

fiSS. Il nous retle actucUeuieul à considérer la 
loi de !■ forée élMliqae de l>ir , tektivemesl 
■à M température. 

Si l'air et différens gni , soninis h une pression 
conslaote, et la même pour tous, sont placés dans 
•me eneetnle dent le tenptfratare'nrïe d^Ml iutant 
k Taotre, l'obsertution prouve que tous ces fluides 
se riilatent également. £a prenant Tan d'eus , l'air 
par exemple , pour thermomètre , c'est-à-dire, en 
dMtent te ffibriatieB tolele «d partiee égalée , qui 

iDBrqurront les t'fi'Ti's de la tpmpérotiire , il en 
résulte que les accroisseroens ^e volume de tous 
ces gat seront le» mêmes pour dee engmentetioiie 
dgelee de température, et proporliennele à ces 
niigmcntotions. Voliservattun prouva aussi que, 
dans une étenduetrés considérable, les indications 
du thermomètre i eir différent trèa |Mtt de eetlee 
dn thermomètre k mercure; en eevte qiie,daiie 
cette étendue, la dilatation d'un gat qnelconqne 
est proportionnelle à ton accroissement de tempé- 
rature, indiquée par les degréidu tbemoaiètre 
ordinoire. Eii6n, de zéro à lOO», cVst-à-dire, delà 
température de lit glace foiKlantc ii celle de Tcau 
bouillante, U. Gaj-Lussac a trouvé que le volume 
de Teir aonmb k une prettion constante , et , pur 
conséquent, celui d'un gai quelconque, angmen- 
tenl dans le rapport de l'unitd à 1 370; ce qui 
donne une dilatation de Û,U037ô , pour cliaquc de- 
gré du tbermoBiétre oentigiede. 

D'après cela, soient V le tolume d'un gat quel- 
conque, à la tempéroture zéro, m sa force élastiqaOi 
ctD sa densité. La pression «, rapportée à Funîté 
de emfiMW, rcatant le nêeie, et le nombre de de- 
gri's tic In tcnij n'rjliirp devenant t, désignons pur 
V et D' ce que dcv ieudrout le «olume et la densité 
da gas i nous enrone 



• = 0,00376; 

terie en niaea invene da vo- 



1 4- «1 



Kalntenent , supposons qu'on fasse mier la prci- 

sion sans chnnger la température (. Soient pel 'fce 
qoedevicuuvut simultanément la pression et laden- 
eilé, qui étaient « «t D' ; d'après b lei de iBriettê, 



et en mettent pour V m velenr précédente, et fei- 
eanl ^ 

7-* 



il en réanltere 

|i = *f (t + .1). (») 

peor l'ezpieeeion de la force âeaUqne d*un gai 
quelconque en fenetien de ledemité et de «e tem- 
pérature. 

8(0. Cette feimnle eon«ie«l eux gaz, aux «e- 
peurs, et à leurs métenges. La température t étant 

indiquée par le termoniètrc à mercure, elle a lieu 
pour les valeurs négatives de I , jusqu'à eaviroa 
— 36o, ou un pen meindrea que le température de, 
la congélation de ce fluide. Elle n euasi été véri^ 
fiée pour des températures qui surpassaient Ijpnn- 
coup lOOo j al la différeaoe entre les lois de dilata- 
tion de Pair et du merenrei ne oemmnnoe à détenir 
un peu coniidérBlileqne quand « a^éliTe à envi- 
ron 300" ♦. 

Le coeibcient k est diiTéreot pour les différent llni- 
det. KelatîTcment à Pair etmetidkériqne, HM. tiet 
et iiegn est trouvé, à l'Obeemlnire do Pwit, 

m 

— = 10462, 
D 

pour le rapport de le densité du mercure k celle de 
l'air, sous la prctûon barométrique de 0",70, et i 
!3 tf mp' rature léto (tt* 01). Bu feitent dtne, en 

même temps. 



,76, 



la valeur de k sera 

k = (7061,10) &i 

et, dent celte f alenr, il fendra prendre penr 6 le 

m 

grav lté au lien où le rappport ~ a été déterminé , 

D 

c'est-à-dire, à la latitude de Paris, pour laquelle 
one 

6 ss 001,80600. 

Le coefficient de G se rapporte à l'air parfaite» 
ment aee; si l air était hurnirîp, -în densité serait 
moindre, sous la même pression et à la même tem- 
pérature, et la valeur de k varierait en raison in- 
verse de cette densité. Sous la pression baromélri» 
que de 0"',7fl, et à la température »éro,soil. ]wt 
exemple, / le rapport de la densité de l'air au maxi- 
mum dlinmidité^ k la densité de roir parfUtamont 
toej on eiire, comme on le venro pint loin, 



01^70— 0",00606 
0-,70 



par conséquent, en divisant la valeur précédente 
deftpar cette velevr de l,otteore lovalenr de il 
qui répond ott omwAmm d'humidité do Tmir, te- 

voir : 

k = 7871>n,08. 



* rojti, Mr ce point, le Mémoire âê MM. Ntitat 
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W, Itintonint, 

Iw diffifrentes équation* d'équilibre iruno rolonnc 
atmoiphériqne. Supposons que cette coloone soit 
cylindrique et verticale, et qu'elle ait sa btM à la 
iarfMe de !• terre et tVtemIe joaqa^k U limite de 
Patmosphère. Soit A Tuire tlcsn section horiinntalc. 
Divisons cette colonne en couches horizontales in- 
finiment minces, et supposons la surface A aases 
pen ëtendee pour que le deneild et U lempdnlnre 
no varlriit pus sen&iblpmeiit r^'tin ])oint à un autre 
d'une couche quelconque. Appelons ji, f, I, la force 
élastique de Tair, se dëoiité et M température, qui 
ODt lieu k la distence s de la surface de la terre. 
Soit aussi g' b f^ravité h cette même distance; 
Ajr'fda sera le poids de la couche dont répaissenr 
eetdWj etdoat lei dent feeetrépendent k s et e— ds. 
Il» pref^on q«*elledproiiveeiir ae face supérieure 
aera Ajp) eelle qui tare lien eur face inférieure 

evre penr expreeiien A f p — (<x j .laii en pea* 

V da / 

saut de la première à la seconde face, la pression 
doit evfneater du poidi Af'fd^; il flittdre deoo 
qu*on «il 

A - = Ap 4- Ag-fdi, 
oaaimpleoieiil 

J^^-g'fd,i (3) 

ce qui coïncide avec Téquation qu'on déduira de la 
ftoranle (S) dan* 684, eo y iûMiit 

En éliminant f an moyen de Féquetien (S), il 
vient 



Si ron eppelle r le nyon de U terre et f le peeen- 

— grs 



tenràee 



à la hauteur e, en négligeant te vwietien de U feren 

CCTitrifui'r. rîiTi>;i que l'action de î:i ma'sîr ri'air com- 
prise entre le« deux surfaces sphériqucs et concen- 
triques dont lesterons sont r et r 4> s , laqueiln 
action n'entre pas dans la valeur de y, et devniC 
s'ajouter à celle de f'(n»101}. Seneenrena, dn 
cette manière, 

ï _ yr» «f 1 

p °* *(»+•»)('•+»)•■ 

Pour intégrer rpttr fornmle, il fondrait encore 
conoaître Texpression de t en fonction de s j OMca 
la toi des tempdratnins dient tneoiinnn, on net 
obligé de considérer I eemme nne oonstent^ et Ton 
prend dans chaque cas, ponr sa voleur, la moyenne 
des températures qui répondent aux points estrè- 
mee de le eetonne d*dr k laqnelto on applique eetle 
éqnetion. Son int^finto eit elors 



log p =. 



»(! + ••) (r+*) 

C étant la oenstenle etUlreire. En désignant par « 
la pression atmosphérique qni nlîen k lesnrfiMe d« 
la terre, on aura & la fois 

et il en léanltera, k one heateur 
deieu* de cette iwfice. 



m* 



log — ss 



grm 



*(l + ^)(r + «) 



En vertu de cette équation et de la formule (S) , 
et en désignent per e U beie des logaritlmee népé- 
riens, on eoM meinteoent 



A (l + »«) 



pour les expressions delà force élastique et de la 
densité de Pair, depuis la surface du globe jusqu'à 
le benieur en ee fluide n perdn par to Droid tonte 

son ëlasticité. 

D'après ce qu'on aditdans1cn° 020, le poids do 
le eolonne atmosphérique qui a pour base Punité 
de torfeee, doit i-tre équivalent k la pression m re- 
lative nu point le plus bas ; et , en effet, ce poids 

est donné per llntégrele^^ fj^ds, dont le veleur 

est«, d'après les expressions de f et de g:. 
028, U force motrice d*nn balton qni e*4Mve ver- 



ti( olemcnl dans ^atmosphère, est 1 excès du poids 
de Tnir qu'il déplace à chaque instant, sur son | 
prc poids. En appelant fA sa masse et V son 
cette forrf ■if m donc \fg' — fij', à la haotenr M ( 
dessus du 1a terre ; par conséquent, on aura 

d» » -, , , 

pour Téquation différentleltodnflMnveBaent verti- 
cal de ce corps, au bout du temps quelconque I. Si 

l'on appelle c sa dtTisitf- ninvcnn»*, de sorte qu'on 
ait fé, = cV, et qu'où sub&lituc puur f et g' leurs va- 
leurs précédentes, cette éqnetion deviendm 



di s 

*(l-(.nl)(r-j.»)t 



k (1 + .») (r + *) „ 



cgr* 
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En «ndliplbat par Mt , {ntégrrat «I dérigant pv 
G It CMMlnto «liilnir*, tt vinl 

— grm 



Sirwa suppose qnt !« mobile loU pirti de la 
•nfiwe de U t«n« mTco ma Titeue nnlle, on Mira 

è li fob A 80 et->* B 0 ; il ftndim doae qu'on lit 

G s t« — Siyr; 
et d «n rétoltera 



*• • L 



pour le carré delà vUMse à one beotear quelcoo- 
qve. Ba léMltast oetta dqaatioo par nppoii i it, 

on déterminera ensuite, par la méthode des qaadra» 
tx-iTPs^ le tevrt\M que le mobiia amploiara à parvenir 

à une hauteur donnée. 

In égalant èiéro la Talenrda^t on détarmi- 

nera la haoteur à laquelle le inohile demeurerait 
an éqnilibref a^il y parvenait sans vitesse acquise; 
dEa* 

«l do ntee réqoation— 0| Un eonnallre la 

phia granda hanianr à laqnella U baUao a'dUvarait 
dans Tatmosphère, en supposant que sa masse et 
son volume ne varient pas. La première de ces deux 
hauteurs s'exprimera au moyen d'un logarithme; 
laaaoonda dépendra d^Bna donation transcendante, 
et ne pourra se calculer que par approximation. 

620. Proposons-nons maintenant d'appliquer Té* 
quatiun (4) à la aMiore dei tianteura vertioatet. 

Soient î et V les hauteurs du mercure dans le 
baromètre, ^ la station irift-ricnrc rt n la station 
aupériaurej T et T' les températures correspondan- 
tes dn nercnre; #et eellea de Tair, ^ aèrent 
difTdrenlcadeTct T', lorsque le mercure du baro- 
mMre n'aura pas eu le temps de se mriirr, pendant 
le* observations, en équilibre de température avec 
Tair cnrireiiMnl. Si as eat la denaité dn OMtenre k 

la station infcrieure,f 1 4** ^^^ j"* aara sa den- 
aité h la alatinn aupérienrti pane qne la denaité de 



de -— ponr diaque degré de 

OIMW 

dîminntinn dana la tatapératue. Ponr plna de aim. 

T— t' 

plicitéi noua eonprendrona le fietettr 1 H " 55^) ' 



daaa b MenrVf qni aeia akito le lianteorobaar^ 

vée, rrtTiUipliée pnr cette quantité, et nooaanppo- 
serons ensuite que m soit la densité da mcrenre 
aux deux stations. De cette manière , nous aurons 



f> = assi'k' = 



myf h' 



an moyen de quoi réqoation (4) deviendm 

log 1 + a log 1±1= 3" . (6) 

Ainii qu'on fa dU plna hant , fl favdit prendre 
f (t+if) pour I. U valeur de «eat 0,00396 pew 
Pair aee,an8ai1»iea qne pomreeini quirenfeme 

liî vappiir d'eau en quantité constante, et dana 
une proportion quelconque. Mais il Fuit observer 
que , quand la tenapérature s'élève , la quantité de 
vapeur augmente , en général , dana ralauMpbérej 
et comme la tlpn<::te de la vapeur serait à celle de 
l'air comme 10 est à 16, sous la pression ordi- 
naire 0«>, 76, il a'enauit qne la densité de l'air 
lilife, dont la température augmente , deitdîmt» 

niier dans vv pins ^^rand rapport qun rrluî qui 
répond au coeHicient Ù,OÛ37Ô. Pour teoir compte| 
autant qu'il est possible , de la quantité de vapeur 
qui se trouve dans Patmosphère , nous augmente- 
rons dmic le coefficient • ; et pour !:i ronimodité 
du cAlcul f noua le ferons ^al à 0,004 j en sorte 
qne nena anrooa 

1000 ' 

Lea logarithmea qui entrent dana le premier 

membre dp iVqnation précédente, sont népériens; 
pour les convenir en logarithmes ordinaires, je mul- 
tiplie cette équation par le module de ceux- ci, que 
Rappelle et dont la valeur eat 

M =s 0,4940048. 

La gravité g que renferme aon aeeond '*'*"'ff • 
est celle qui répond & la station inrérieure et à la 
latitude du lieu de l'observation. En désignant cet 
angle par 4 1 at comparant U gravité g à celle qui 
entre dana le» vaienra de k du n* 000 et qai répond 
i la latitude de Paria , on aura 



9 — 



eos 24) G 



),0Ot68BeoaS(48»00' 14")' 



U ailleurs, les coeliicieos de G dans ces deux va» 
leura de k répendant , Tun h Peatrême aéchereme 

de l'air, et l'autre ii son extrême humidité, on peut 
prendre lu demi-somme de « es deux quanlitr», ou 
7961'", 10, pour le coefficient qui convient a 1 état 
erdineire de ratmoapbère. On aura alora 



_ [1 ^ 0,000088 eea 3 (48* 00* 14")] tes (18U7«,40) Gj 
N 
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C18337-..46) + -^j^J p ^ 

h, (i + 1) J (. + 1) 



[■ 



2 + 



] 



fiimie éuw hMfttdlela lof^irithmes lont actael- 

lement ceux qui ont poar hnsr le nombre 10. 
Pour faire usage de cette équatMO, oa négligera 

iPabwd la fraetion — etmlcnne dant un Moood 
r 

fliaiiibre; ce qui. fera oonmffreiiaepreniiérdira- 
tcar approchés d« « : en la subatttaant dans ce 

second nicînbrf , on obtiendra «nn «PfonH»» \alc\ir 
de «, plus approchée que la prciuiere, et ù laquelle 
en pewva teojoara •'airêler. 

la remplaçaat le nombre 18337,49 par un coef- 
Itcient nifonnn a dans cettp équation, et détermi- 
nant a d après la moyenne d'un grand nombre de 
laatiiiéeB teîgeaenélviqaeaMni, en 



I 

i 



ce qui diffère tr^ pev da eoefBeient 18997,46 , 
4|M oena airoiia ealenlédiracteniettt. 

630. Si Ton Tout employer la formule (6) ù dt'- 
tarainer l'élévation d*uo lieu de la terre, ou-dessus 
da Bi««an de la mer , on tuppoeera que T*, <*, V, 
ge lapperteat k ce lien , et T , l , k, au bord de la 
mer qui en est le moins éloigné; et, pour pins 
d'exactitude , on detro prendre pour 4 une lati- 
tade moyenne entre eelles de eea denspmnU. 
Vapfka la remorque du n» 260, il faudra nussi 
■Toir égard, dans l'pxprpssîon de la pesanteur 9', 
à l'action de la couche delà terre dont la hauteur 
esl« ; en nippoMnt n densité dgele à la neUié de 
ladenwtéiaeyeBaedelatene^ oaeakn 

OfS 9gM 

e 

et , à caaie de la petiieaie de la feaelion — , on 



trouvée qu^en faisant usage de cette pesanteur 
* 

y,la<inatttité l^^t contenue dans la fomnle (fi)f 
r 

5m 

devra être remplacée par 1<4> — . 

8r 

Four donner un exemple du calcul dn cette for- 
mxi\f , ainsi modifiée, je prends celui qui est cité 
dans i'Amnmir0 du Bureau d«« LongitudêSf et qu i 
aeieppettei la bantenr de Gtwnasnatn en-dessus 
da niveau de le mer. 



les dennéee de eet eieaivle ^ 

Ik8s0-V7691ft, T^t=t&'9, 
VrO»,600M, T=r«SfS, 4= SI*. 

Và bauteur V, eorrigée el muttipUéepar le betenr 

T — T 

1 J. , qui doit Clic employée dans la for- 

0)50 

mule (fi) t devient 

Eii oegUgeaul la traction — daos cette formule , 



on tronve 



m as 9077»|i8, 



tavisii 



pour la première valeur approchée de s ; et en 
iobstîtuaai cette valeur dans la même formols, 

fis M 

prenant 14> — au Ueadel^«-i^eei 

8r r 

d'être dit, et observant qo^on a 

r = 6366 10S«, 

oa obtient 

pour ia hauteur demandée, laquelle est moindre 
que celle de VAmmaSn, d% pea prèe 9 aitecs 

et demi. 

631. lorsque la hauteur * n'est pas très oonsidé* 

rsbie, en peat a^liger le fraetion — dam lai»- 

r 

mule (6) , et remplacer en même temps le nooilirB 
18997«,4S, par un eoeffleient plas grand* Csleî 

qni résulte d'obsertations nombreuses rftTcpiimood 
a faites dans le midi de la France, e»t 18393 loè- 
très. La latitude eoirespondente est i peu prés 
4=40»; et, cela étant, rdqoation(6) serédoilk 



a ss 18993" 



r,+iii±£)"| 



h 

log— ; 



ce qni est la fominle baroelétriqtie dont en lait le 
plus communément usage. 

Ddiis un même vase, et sous la même presttOB 
atmosphérique, l'ébulUtion de Teau distillée con- 
lucnce toujours i une mime température, et cette 
température s'abaisse è mesure qne la prsssiMi 
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cilétiMiv dinfanM. 81 doue m «fût fomé , par 
l*6t|idrime«, «ne UUe de» lempdntawee «rà Fenn 

commence^ Ixioinir, «oiis des pressions décrois • 
SanUs par des dilTerences très petites, oi qu'on 
portât nn vue eoalenent de Fera « % dîffîirentes 
hauteurs an>dee*M delà terre, les t' [n[>''r iiures 
nn cette eau commencerait à bouillir, feraient 
connaître , au moyen de la table que nous suppo- 
•one, les Imulenrs barométriques correepondanlee, 
que Ton pourrait employer dans la fommle ptécé« 
dente. C'est de cette manière qu'on a proposé de 
déterminer les dtlTéreoces de hauteur au-dessus 
delà terre, per Pebiemtion de rébunUion de 
l'eau , et sans recourir e«|ilieiteflieikt nus mesures 
do baromètre. 

638. Je terminerai ce chapitre par quelques re- 
marques relatives au poids el h b force éleslique 
des vapeurs , laquelle force est aussi ce qu^on 
appelle In tension de ces flnîdes. 

Si un vase fermé renferme un liquide en ryuan- 
lité suffisante pour fournir toute la vapeur qui peut 
foraier, celle qui s*^è«e de ce liquide atteint , 
p!<iv on rnoÎTi»; 'ïitc , un maximum qui ne dépend 
que de U température, et qui est le même quand 
b rase est vide d*air, ou quand il contient de Tair 
ovttn gaa quelconque, condensé ou dilaté. Soit 
que cette qnriTi<ilé de vapeur ait atteint son moxt- 
mwn, ou qu'elle soit encore au-dessous, sa tension 
•*ajoute k la force élastique du gai sec, et la somme 
forme ta force élastique du mélangcA lamémetem* 
pérature, lu tension matima est différente pour les 
différentes vapeurs ; et la loi qu'elle sait, pour une 
même vapeur, n'est pas encore connue eu fonclioB 
4e le température. Relativement à la vapeur d'eau, 
les çxftériences les plus étendues qu'on a faites, 
|usqu'a présent, sont celles des commissaires de 
VAeadéoiie des Sdenoe», dont U est rendu compte 
dons les tomes X et XI de ses Sémotves. 

La force élastique majnma de la vapeur d'eau , 
formé*- d.ins lo vide, à la température de 18", 75, 
par exemple, est mesurée par uue bautcur baro- 
métrique de 0»,01S.. Quand elle se produit dans 
l'air sec , i celle température et sous la pression 
ordinaire 0"',7fl, sa force élastique s'ajoute à cette 
pression , et TexpérieDce donne efTectiTement 
1^779 pour lo pression eieroée par le mdengep 

8i l'eu pouvait , sens liquMer la vapeur isolée , 

élever sa tension de On>,016 à 0^,16 , sa densité , 
d'après la détermination de M. Gay-Lussac , serait 
à celle de l'air sec, sous la même pression et à la 
même température, dons le rapport de 10 k 10, 

En vertu (!c In loi de Muriotte , In densité delà 
vapeur <[nc nous preooDs pour exemple est donc 

10 0,1116 

— TT^; ^ ^ l^*î<r« i latempératore de \M 

18 "«'^ 

et soos la pression do û"',7d, étant prise pour unité. 
Par conséquent, si l'on appelle P le poids d'nn 
litn du cet «ir , et f celai d'un Utte de le vepeur 



d*eau, on aum 

P 

V = — . 
79 

A la température séro , P serait égal à 1000 gram- 
mes, divisé par 760,4 (n»0l); pour obtenir sa 

valeur à 11 température de 18°, 75, i! faut diviser 
ce quotient par 1 4- (18,75) (0,00375), d'après la 
loi de la dennté de Tair; il en résulte 

P s l>r,2l433, 

et l'on en déduit 

P' = 0sr,0l«S7. 

Le poids d'un litrr f)e vnpeur, à la tomiM-rature 
de 18^,76, et à son maximum de densité, doit aussi 
être celui de la plus grande quantité de vapeur 
que peut contenir nn litre d'air à cette tempéra- 
ture, et quelle que soit sa densité. Or, par une 
expérience directe, Saussure a trouvé 10 grains 
pour le plus grand poids de la vapeur d'eau qvi 
peut BO former dans un pied cube d'air, sous la 
pression ordinaire et h la tcinpt'r.itnro donnée; 
d'où il résulte (0,01 646 j grammes pour le décimè- 
tre eube { ee qui diffère peu du résultat précé* 
dent. 

Géncralcment, sous une pression barométrique 
A , et it une température quelconque , si l'on ap- 
pelle A la densité de Feir see, A' eeUe de l'air 
mouillé, et «la tension de l'air ipiUI renfermu, 
onenn 




car un volume quelconque A d'air mouillé se com- 
posera d'un pareil volume d'air sce, dont la force 
élastique serait réduite à k — a , et la densité à 
A 

— (A — n), Joint à ua égal votemede vapeur «{ui 

h 

10 a 

aurait A pour densité; par conséquent,. le 

16 h 

somme de ces deui densités, muttipUdee par A , 
«primera la masse AA' du mélange ; et en sup- 
primant le facteur commun A, on aura l'équation 
précédente. Cette équation servira à déterminer 
le poids dTtm volume donné d*elr moniHé, d'après 
te poids de ce volume d'air seoàla même t«pé- 
rature, et la tension de la vapeur contenue dons 
l'air mouillé. En j faisant k=0"*,70, supposant 
que la température soit téro, et observant qu*k 
eette température la tension aMsduo de la vapeur 
d'eau est 0'",00608, on en déduira la valeur de i 
du a" 626. 

688. SlPotmoepliire qui nous enveloppe «i*etie 

tait pas, elle semitremplacée par une autre atmo- 
sphère formée de la vapeur d'eau qui s'élèverait de 
la mer. La lui des densités de ses couches cl sa 
hauteur totale dépendraient de k loi dote tempé- 
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cftlun, qai tnnil lito dmoetto liiaq tpMw d» 

vapeur aqueuse , et que nous ne pouvons aucune- 
OMOt cootMitrej awisi quelle qu'elle soit, le poids 
total (Tune eoImM vèrtieala «yliadriqne île cette 
vspear, e^eiit pour base runiÛ de surface, sera 

toujours t-jii] ù sa force él8sti((ne qni répond à son 
point le yius bas (a» 027) ; et quand sa densité en 
ee point euta atteiat ton «unrlmmj^ cotte feree m 
dépendra plus que de la températwe correspon- 
dante. A la vérité, nous ignorons aussi quelle pour- 
rait être cette température ; et il y a lieu de croire 
qa*eUe aeraitbeaueoup inférieure i celle qui a Hoa 
maintenant à la surface de \a terre , parce que le 
fluide qui se trouverait en contact avec cette sur- 
face , aurait une densité beaucoup moindre que 
odlo 4o Fahr or^Baire. Ponr flzer lea idéca , anp> 
posons que la température dont il s'agit soit en- 
core ldo,7ô. Le poids de la colonne d'atmosphère 
aqueuse ayant pour base un décimètre carré| ne 
pourra pea «céder celni d*iui prïnoe de nerciire 
fiiiaiuait U nènekeiOt et 0>ep016 pour bautenr. 



634. La loi de Moriutte suppose, comme nous 
Pavoni dit (v 023), qu'on a laiiaé an flnide dUaté 
ou condensé, le tempa de refODir à aa température 

priniitivp. Si l'rHi ne prend pn'; r-fttf prf^rnitirm, la 

température augmente ou diminue en même temps 
qat la denaitéi et la force Mastique oroinant ou 
décroiuant ainai| k raiaon de la densité et à raison 

df In tcnipérntitrf» , on conçoit qu'elle doit varier, 
pour un même fluide, dans un plus grand rapport 
qoo ao denaitd. Loraqoe le fluide eat contenu dani 
on Taao dent lot parois sont impennéablcai la cha- 
leur, il conserve tout son calorique, en se condeii- 
aant ou en se diUUtut, et sa température augmente 
on diminoe en conséquence. Il en eat do mémo 
toutes lea fois queses voriationa do densité aoDt as- 
Bci rapides pour qnc sa chaleur propre n'ait pas !e 
temps, dans le cas de la condensation, de s'échap- 
per aona forme tayoniiantOf onde ao eommnaiqner, 
par loooulact, atucorpavoiainai otpovnino, dana 



o*e«|pfc-dûo,1o poids do 16 centiimaad[*vnUtrt4a 

mercnre , ou à peu près 2300 grammes. Le potdi 
de toute la vapeur d'eau qui peut être contenue 
dana une colonne dTair do notre otmo^bère , dé- 
pend de la loi de décroissement de la température 
dans le sens vertical , et ne saurait être calculé ; 
mais ai la base de la colonne est un décimètre corré, 
ot la température loférieuto 18»,7ff , on a'amnian 
aisément que ce poids doit surpasser 2300 gram- 
mes, en observant que, dans toute la partie de cette 
colonne dont la température différera peu de l&<>,7â, 
et jusqu'à la bantettr on la pression ne sera pas ré- 
duite à Ou'jOlO, chaque litre d'air peut ranfiBiaaB 
enviroa 16 milligrammes de vapeur. 

Ainsi, Tatmosphére qui presse sur U surface de 
h terre, n*est pas, comme on le disait autnsfoia, la 
caiisf qui empêche les liq\iides de se vaporiser et 
de se disperser dons l'espace ^ au contraire, sa pré- 
sence permet ani vapaura de ao maintonir, an«dsa> 
ans do la terre, en plus grande quantité fM m rat> 
mospbère n'ettstaitpaa» 



m 
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le cas de U dilatation, ces corps ne puissent com- 
muniquer an fluiée, par le rayonnoaieni on par la 
contact, une quantité sensUtie de coloriiiue. Cest 

ce qu'on suppose, par cïcmple, comme on l'expli- 
quera par la suite , relativement aux variations de 
doDstfé qui ont Ueu dans lea ondea aonoras, et deat 
la durée n'est que de quelques millièmes de se 
conde. Dans cf ttf question, et dans beaucoup d'so- 
tres,il serait mipurtaut de coaiiailre Texpression 
de b force élastique d'un ges, en fonction dois 
densité, et l'élévation ou l'abaissement correspoa- 
dant de la température, lorsque la quantité de ch«- 
leur de la masse fluide demeure invariable. JUii 
noua manquons, dans Tétat aetnol do la aeiawn, 
desdooméw néooasaires pour la solution complète 
de ce problème ; et je vais exposer , dans ce cbt* 
pitre, ce que le calcul et rexpérieuce nous ontap* 
pris, joaqul piésent, sur oetta matière, 
eaft. Sownt I la danaité ga», Isa lenipéia- 
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tar« CB degrtff da Ikumn M n otnU^def «t p la 

prP55tnn qu'il eiprcp snr chaque unité de surface, 
oa la mesure do sa force cl«stiquej on aura (n** 02fi) 

p=»p(l + .§); (l) 

• et il étant deut coeflîeif>n<! inddpendane de f et 6, 
dool le premier eat le même pour tous les gaz et 
^al à <t,00375, et dont le acamid doit être dond 
poarolHM|Oe (ai en particulier. 

Ln quantité totale de chaleur rontenne dans un 
poids dûuiic d un corps, dans un gramme, parexem» 
piv, ne Munit être ralêulde ; on la rtgatde eoaoïe 
inépuisable, et comme extrêmement ^'raiide par 
rapport aux quantités dont elle varie quand ce 
corps change de densité oa de température ; et ce 
•ont em qnraUlét addJIkw on wiutnMilîves que 

Ton compare fntrr fllrs, et qnr !'nn ^nnmet nn rnl- 

col. Ainsi, nous désignerons gar q l'excès de la 
quantité de elialeiir oMitenne deoi no fiaainie du 

gaz que nous considéreni, anr oelle qne oe gramme 

renferme, lorsque le t^az o une température et une 
densité choisies arbitrairement , qui seront, pour 
User les idés, la température «éro «t la denaité cor- 
teapondante à la pression ordinaire de 0'»,76. Celte 
quantité^ sera une fonction de/j, p, î, ou çiri>[i!c- 
ment de p et f , puisque ces trots lartaLles sont 
U4et entra allaapar l'équation piéeédent«.QnanrB 
doao 

f indiquant une faneUnn dent U a*tgin dn ddtamii- 
ner la forme. 

La chaleur spécifique de ce gramme de fluide est 
la quantité de «halenv qn*il fendrait loi «onauni- 

quer pmir élever sa température d'un degré, ou, 
pour ainsi dire, U vitesse de raccroissement de q 

dq 

for ni^ettà I, doniraspveNioB fera — . Meia on 

penm la conférer aooa dent pointa de Toe diffé- 
tena : en avpposant la pression p constante, et lais- 
sant au '^\it In liberté du se dilater, ou bien en le 
tenant sou$ un volume constant, et sopposaot quo 
la pression p augmente mw90 U teaptetine. En 
~ ) réqnatimi (l), oo • 



quand on regarde p comme une constante , et 

# _ ap 

4I~ !+•!' 

lorsqu'on suppose p inTariable. Sidonconappelle e 
la chaleur spt-ciflqne ilu gaz i pression constnntr, 
et«| sa chaleur spécitique k volume coustaul, de 
aorte qn*on ait 

dq df dq dp 

a K= , », =^ - . 

df d!i dp dt 



il 



et, parconaéqiMat, 

d9 



4f 1 4* •* ' 



(8) 



+ «* — = 

dp 



en désigi) «nt par y le rappport des dettS 
spécifiques, c'ett<4-dit«, enlûaanl 

o 

> — — 



Il est évident, à priori, que ce rapport y doit' 
surpasser l'unité ; car il faut plus de chaleur ponr- 
augmenter la températnra d^un gai, et le dilater en 
même temps , que pour augmenter sa température 
d'une même quantité | fans écarter ses molécules. 
Mais rexpérienee pont aenle faire connaître la va- 
leor dO)» pour lea différens gaa, et comment cette 
vnlr'ir cli-[>end delà pression et de la densité. Cette 
valeur se déduit, comme on le verra tout à Theure, 
de raeoroiaaenietttde latempératnneoiToapoadont 
à une petite coodenotion du gat| aana oueuie 
perte de chnlcnr. 

636. Beprésentous toujours par S la température 
do gaz; et soit t + « ce qu'elle devient apréa qne 
la densité du fluide a été augmentée par une com- 
pression très rapide , dans le rapport de 1 + * à 
l'unité j tétant une très petite fraction. Si la perte 
de Gfaâlenr« pendantla durée de cette «ompreaaion, 
a. été insensible , l'accroissement de température m 
correspondant à ta très petite condensation X, eat 
la quantité qu'il s'agira d'abord do déterminer par 
Veipérienoe auivante. 

Pour cela, stippnsdiiî f]iie le gaz srtit rie i'nir at- 
mosphérique contuuu dans un vaisseau fermé , et 
dont la pression, la dandtéctl«temp6«lweaeient 
lea mèmea qn*à l'extérieur, où noua auppoaerena 
quVllps sont représentées par p, p, t, pendant toute 
la durée de l'observatiuu. On eulùve une petite 
portion do Pair intérieur ; et, après que l*air rea- 
tanta repris sa température primitive, on désigne 
par p' et f' sa pression et sa densité. On rétablit en- 
suite la communication avec l'air extérieur; la 
preaaion, la deuaité et la température eugmentent 
en même temps \ en sorte qu'après un tampa Itèa 
court ^ la pression intérieure est égale à la prfssion 
qui a lieu au dehors. A cet instant , on interrompt 
la connnuniration, et Ton désigne par f" et I -f- * 
la densité et la température intérieures. Enfin, cet 
accroiîspinent « de hi température se dissipe; et, 
saus que la densité f" varie, la pression intérieure 
diminue , et devient p". 

La densité de l'air intérieur ayant paaid trda ra- 
pidement de f' i f", si l'on prend, 
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•t qv^oB fifM ■MnetiMi éè 1t pdita qvmUM d« 

obaleur qui a pu (trc absorbée par b> vase, pendant 
I0 temps de ce passage, raccroissemeot de (empé- 
Mivrei» MM oaluî qui répond k la oondeDMtion l, 
dent on cherche la valeur. L'indication d*an 
tbprmomètrp pIonç;é (îaiis l'air intérieur, aemît trnp 
lente pour faire coniiaitre cvtle augmeotattuu de 
température, qui ne sukaitle qne pendant nn temps 
très court i mais on peut conclure la valeur de «| 
des trois pressions p,p',p", ou des trois hauteurs 
barométriques correspuodautes, que Ton a le tempa 
d*obserTeT. 

En eflet, il y a deux époques, dans rcxpérience 
qu'on vient de décrire, où la même tempe^ruture S 
répond à des densités difTérentes f' et f", et aux 
pneeton* données p' et ff'. D'après h loi de la- 
rjiotte,.on n donn 



•I-, eoMéqnennient, 

ce qui fait connaître la condensation t. De plus, il 
y a «nssi deni époqnes on le nème densité ^ a Heu 

pour les températures >4* " ^ sous les pressions 
p et pf'. D'après la loi des forces élastiques à égale 
densité, on aura dune aussi 

d*oà Ton tirera la valeur de • oorrespondento i la 
condenialioB li 

Dans une etpt'rîenre faite par MW. D'-sormcs et 
Clément , où le passage de la deosilc f' à la den- 
sité f" s^esi effeetné en moine d'une demi-seconde, 
on a en 

pss0",7«l8, f'sOVfi», /':ss9^19ni 
«a qui donne 

i s: 0,0183. 

On avait aussi l=18»,Sj nt,i eauende«sO,OOW«, 
on déduit d«l*éqnatloB (4) 

d'où il résulte que pour une condensation de 
(1,01J3,sans perle tic clinkur, la température dn 
l'air augmenterait do lo,3173, ou d'à peu pris un 
degré pour uuo oottdensalion 

^ 0,0tS31 

Cet aocroistoment de température peut ausai se 
dédnbe do ta riteaio du son ; et do cette manière 
j*aTaittronvéf antrefob, un aocraissementd'un de* 

1 

gré pour une eondeneation"^, sans perle deelia- 

110 



s'érartc pas beaucoup. 

637. Maintenant , je dis que le rapport y du 
u» 030 a pour expression 



(l + -t) * 

Supposons, en effet, que la fbree élettlque et la 
température d'un u,ai étant, comme précédem- 
ment, p et t, Ih condens ilion t soit équivalente à 
celle qtie le fluide éprouve, lorsqu'on diminue un 
tant soit peu sa température, mus changer la près» 
sion. En désignant par s cette petite «ariatiott do 
température^ on aura 



*= 1 + 



1 + mi 



Appelons r k quantité do dnlenr qn*ll faudrait 

communiquer à un gramme du gat que Ton consi- 
dère, pour élever sa température, de 6 — tà i, sans 
dianger la pression p ; la chaleur spécifique, k pres- 
sion constante, étant e, on aura aussi 

r = oâ. 

Aprte cette oommunicetion do chaleor, tupposens 

que l'on comprime subitement re fluide, de uia- 
nière à le ramener ii sou volume primitif j il éprou» 
vera alors la condensation Xj et s^il n*a perdu au- 
cune quantité de chaleur, ee température au» 
augmenté do w , et sera devenue 8 -f" cet 
état, 1« pression du fluide sera devenue plus grande 
que p j mais, sans changer le volume, ai on laîsM 
la températoto s*alMiseer Juequ*à I — s, cette prm* 
sion diminuera aussi, et rrdevieinîra é^ale a p. 
Pendant cet abaissement, le gax perdra une qoan* 
tilé de chaleur proporiionnelle h la petite dimi- 
nution de tempémtun a • « et exprimée par 

cf; -j- „;\ piitsrfiif" c rst ■^r) çh;i1fnr spéciCtpir à 
volume constant. Le volume , la température et \ê 
pression étant les nfmes, après cette perte do cha- 
leur , qu'ils étaient avant que la quantité de cba- 
Ictir r eut rté communiquée au fluidf», il est néces- 
saire que la perte c^(t ^ •} de cUaleur soit é^ale 
à F ; on a doue 



d'où l'on tire 



CI = c, (1 + •) j 



et. eu avant éL'srd a \n vnifur précédente de', CStte 
Videur de y coiucidc uvcc ta iorinule (5). 

038. 3i noua m«ttoua, dans cette foratnte ' 

au lieu de et pour • sa valeur tirée de Téqua- 
tion (4), nous auront 



(|^-|»'>F"* 



i 
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«• qai fen connaître le velew dey, d*«|irée -tas 

pretsîons p\ p'\ on !ps hnntptirs barométriques 
CMretpondaDte», qui résultera de reipérience ci- 
danat déerito. 

En faîMnt usf/t dw vtlMft aamMquM de|i, 
y, p', prtfeédeBOMiit eildea, ralrama 

> a 1,348^ 

pour U valeur du rapport des deux chaleurs spé- 
cifiques c et e , dans le cas de Vn'ir atmo<i[i>H'riqne. 

)iJI. Gay-Lussac et Welter ont oi>tcau,par un 
pncédd «uIogiM, me vaknr de ee nippert un 
peadiliiranto, 



y ss 1|3748| 

et Ua M sont assnrda qoe eelle qwmtité est indé- 
pendante de la trmpprnfure et de la pression de 
Tair j an aorte que dans i'équation (3), appliquée 
à e» fluide, on ponm eooaidérar > coimm une 
quantité Gonslante. Par un procédé différent, H.Du* 
long a treat é, pour Tair paifitleBnt aee *t 

et une valeur sensiblement égale à celle-ci pour le 
traz oxit'ène et pour le gnz hydrogène, liais pour 
d'âutres Iluides, tels que l'acide carbonique et le 
gai oidfiant, ce procédé, que noua indiquerons par 
la suite, a donné des valeurs très iné(;ales de^, et 
moindres que lu pTérédenfc ; de manière qup re 
rapport dépend, eu ^eacrai, de la nature du gai 
attquel U répond. 

639. En regardant y comme une quantité con- 
sUnte , l'inté^ale de i'équation (3) aux différencea 
partielles est 



/désignant la fonction arbitraire. Oo aura récipro> 



P ^ H> 
et, à cause de l'équation (1), 

a * y-i ^ 
• = -: r ^ » 

f <<tant une fonction Inverse de f. 

La quantité q restant la même, sij», 1, devien- 
nent p', f', C, on aura de même 

l 

On a ~= 866,67; et pour que • et l'aeientdea 

degrés centigrades , il faudra que ce facteur de 
leurs €ipresstona esprime de lemblables degrés. 



Bn étiniunt, en outre, ^ entre eea denrièiee dqna- 
tieni et taa ptéeddeolea, ilantémltcm 



^-1 



,67 



Ces équations ^Ô) contiennent les lois de la force 
éleatique et de la température des gas, compriméi 
ou dilatés sans aucune variation dons leur quantité 
de chaleur; elles sont fondées sur la seule hypo- 
thèse que le rapport y des deui chaleurs apéoifi- 
qnea ne varie pat, peur un même fluide, avee la 
pression et la température; hypothèse qui a été vé> 
rifiée, quant à l'air atmns|>hérique, par les expé- 
riences citées dans le numéro précédent. 

640. Il faut foire une aeoonde auppeaitien peut 

détcrminrr In fonction arbitraire / que renferme la 
valeur de q, La plus simple est d'admettre que, 
sous une pression constante, un gas se dilate uni- 
formément pour deaaugmentationa égalée de quan- 
tité de chaleur; ce qui revient à tf in- que la chaleur 
spécifique c est constante, lorsque raccroiaaemeot 
d'un degré de température auquel elle répond 
(no 636) est mesuré par un thermomètre à air. Dana 
cette hypothèse, çdrvrji être une fonrtifMi lim'aire 
de S ; or, si l'on substitue, dans la fonction/', la va- 
leur de f tirée de rdqnalion (I)} on a 



on anra donc 



A et B étant dea qitanlitéa indépendantca de f et I, 

et relatives ù la nature du guz que Toi 
D'après les équations (2), on aura 



1 

zr-i 



B — 1 



e = Bp^ , e, = — pJ' 



et pour connaître la chaleur spécifique d'un gas, à 
pression constante ou à densité constante , sous 
tontea lea preariooa , U auffira qn*alle aeit connue 
sous une pression dûti rmitu-e. Selon M!ll. Laroche 
et Bérard , on a , par exempte , c — 0,2669 pour 
Pair foc, aona la preaaion de Ob,76; la cbalanr 
spécifique de Fean étant prise pour unité. En appa» 
Innt^la pression correspondante k cette hautêor 
barométrique , on aura donc 

I 

1 

0,MW as B«> i 

eC il Ton appelle aussi h la hauteur dnbataméliay 
eaprimée an métrea, et qui répond à ta preaaion 
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^ « U,70 

résuitera ' 

1 

c = 0,8669. ^-j-J y 

4*«6 PondMain bMlMr4««„ en divisant par la 
constante y. Comme celte constante est plus 
grande que Tunïté, ce qui rend positif l'eiposant 

t — «H «oit qœ U Mtm tpéeiflqnft d'us 

y 

gramme dP«Ir 4taiisu«ni , «jmad w foica ébslHpie 
«a la hautoiir Jk angnanlMm. 

SI Ton désigne pari» la qnantîtd da chaleur per- 
due par un gromme d'air, quand sa température 
•*al»aiaMn de sdci^rés, sani ijue la force Antique 
varie,eDâ«n ^ * • 

.«KO^)(i^)'"»S 

A Tolumc égal , et pour une même température 
primitite , le poids de cet air a«ra augmenté dans 
le rapport de il k fc, «nia tme pression mesurée par 
une autre hauteur K du buromêlre. En appelant m' 
la quantité de chaleur perdue par ce même volume 
sous cette autre pression , et pour PalMÙaieiMBt m 
de tenpdraliure, boiib amoRa doue 

1 

«' = (0.3669) (-jjr-) > î 



d^e&rmi déduit 




pour le rapport des quantités de chaleur perdue 
par un mémo volume d'air, «ou» des pressiona dif- 
férentes. 
Dent cea où Ton avait 

V =. l«,0068 , h =: 0"',7405, 

g = C + c |j[26«'',67 + •) 

il serait à désirer que le degré d'eiactitude de 
«eMe fimnide fftt irérifié par respéricnee , et que 
leatioia oonatantca C , 0,7., qu'elle renferme, 
fowent di^tfrmiuccs nrcc précision. Si Ton prend 
pour unité la chaleur spécifique d'un gramme d'eau 
I le teoipëratiire léro , 0» a 

C = 660, 

en adoptant pour C la moyenne dea Yeleun de 
cette quantité , qoe différena phraiciena ont obt»> 




en iweneirl le noyemie de deux obserTatlo n s Pour 
ers vr.lfurs dofc et ft', «t OU laiaaiit s= 1,421 , k 
formule donne 

m 

ce qui nQ diifèro pas senaibleiDent du réfoltat ^ 
rexpérienoe» 
941. Si Ton vent appliquer la foiamle(7)ft le 

vapeur d'eau, il faudra supj>oser : 

1° Que quand uu gramme de vapeur est formé, 
et qu'il ne pvéoipite evevne pertio, ne e*eft 
ajoute de nouvelle , le rapport représenté par -y , de 
sa chaleur spécifique & pression constante, à sa 
chaleur spécifique sous un vohime constant, ni 
Tarie paa avee la tempérelnre et la deaailé ; 

2" Que la quantité de chaleur nérrîî-itre pour 
élever la température de ce gramme de vapeur, 
d'uu nombre quelconque de degréi , Mit aoua WM 
pf«a8ion«onalente,«oitao«a un volume iovariablai 
est iiroportionnelle h rr» nombre, la teuipénIuM 
étant marquée par uu thermomètre à air. 

Cela posé, si Ton appelle € la quandlé de dia^ 
leur nécetietre pour convertir en vapeur, sous la 
pression barométrique de 0»»,76 , cl h »iti»> 1cm[ 
rature de lOO», un gramme d'eau dont la tempera* 
ture primitive était léru j que Feu désigne par f II 
quentitéde chaleur qu'il faudrait employer pour 
vaporiser ce même '.'ramme d'ea»i , ^t doiniT k la 
vapeur une température • SOUS la prcssioa quel- 
conque p ; enfin, que l'en déafgue par« le dNiear 
apécifique de lu v ; eur d'eau sous la pression 
constante de 0 ,7(i , < t qup Ton remplace dans 
l'équation (7) , lu pte&sionp par la hauteur baro> 
métrique qui lui Mit de nenito, et que nouât»- 
préaenterona par h, il faudra que celte formule 
donne f=:C, quand A=0b,76 et tslCOOiCt 

— sOfloraqne àB(^,76. Or, endéterminaut, 

c/ê 

d'après ces conditions , les deux constantes arbi- 
traires A et B qu'elle ranfeme, eUe devient enanito 




nues. £n même temps, on aura 

c 0,347, 

d'après une expérience assex peu concluante, et 
qui mériterait d'être répélée^ Qneatà U valeur 
dey, elle noua eat, joaqo'à préaent, tont<è-l(iit 

inconnue. 

642. Soit que la densité p de la vapeur d eau 
rorTcapoodanteàla prcasieopetàlatempératartt, 
ait atteint aen 0M*teMM| ou qu'elle Mit an^dci- 
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MWtPéqvtiMlCt), qui convieiitiu vapeura et 

•ut eat ]>crmanena, fera toujours connaître la 
valeur de p, quand celles dtp et I seront données. 
.Bnap|MbnitBladiBfttéil«t«vti<r«tBr» de lOO* 

•Itmtia pression ordtDstredeO<",76, et désignant, 
Connne prércHemnT'nt , ynr h !n hautciir boronié- 
trique qui répond ù p , on dcduùa de cette équa- 
tion (») 

h» poidf di\ui Kire 4!air tee, k b températnie 

h pnMion du 0'",70, étant Wjn4» 



(na est) , U Mcnrfin ifllill^, M 0 rM. à In 
* " 1,376 * 

températnre de 100«; et le poidi d*an litre de 

tapenr d'ean, à In même tenfiéralnra etaonela 

, MM Jl(air|88t) , on 0r,5ft$ par 



«nnon 



- QWr^) _ ^ 

pour le poids d'un volume « de Tapeur | à k tem- 
pérature I «t ions la preaaion qoeloonqna h, Donc, 
en appdant ▼ la quantité de ehalenr nécessaire 

ponrformer ce poirl? îc vapenr, l'eau étantprimi- 
tivemeotàla température xéro , V sera le produit 
dn en nenlira de grammes «t de la quantité f 
par la feraiula (8); nn natta qna 



V = 



ÎOl ,68 



0»,36 266,67 -f« 

L'unitp à Inqtifllp rrttp qtiantllû V s'" trOTTTf rfif'- 
portée , est ia quantité de chaleur nécessaire pour 
Âcver, detfreknn degré, la température d*an 
gramme d*eau ; et cette unité est, comme on sait , 
égale k sottnntf'.quinse fois la quantité de chaleur 
qu'il faut eniplojer pour liquéfier un gramme de 
glace à In lanpéntnra «ira, aana élever eette ten> 
pénrfntn. 

Diverse* observations ont porté phi^ipur» phy- 
ticiens à penser que quand la vapeur d'eau 
n atteint In mnffaww de demité , oerreepondnnt k 
sa température , la quantité de chaleur que nous 
avons désigné»! pnr <■/ n*« ^sirîe plus avec cette tem- 
pérature. C est il cet eiat que i un emploie ce 
Ânide dana lea nacbinea k vapenr : le rapport de 
la quantité de chaleur produite V à sa tension h, 
serait donc alors , toutes choses d'ailleurs égales , 
nnnUon inverse de 366o,67 -\-i ;par conséquent. 
In rapport de la dépense de ehalenr à Teffort exercé 
sur le piston, qni u A pour mesure, diminuerait 
quand ia température deviendrait plus grandci et 
ce rapport serait l« moindre dans les machines è 
liante prassion. Sais l'écouornie de combustible 
qui en résiiltcruit en leur faveur serait loin de 
répondre à celie que l'expérience parait indiquer} 



ele^'faC sana doute & d'entrée oirconstanceaqna 

ces machines rloiypnt leur ovantage relatif. 

643. Concevons que la partie du cylindre verti- 
ealABCD (fig. 138), qui est comprise entra b 
surface EF de l'eau et la base GU d'un piston , soit 
remplie par de la vapeur d'eau au maximtm de 
densité, correspondant à la température t de cette 
vapenr, dn Vean Inférienra, dn ejrlindra ntd» 
piston. Dans cet état, supposons qnn la forcnélas* 
tique de la vapeur fn«se équilibre au potdsdn 
piston, de sorte qu eu appelant p cette force, P en 
poids, y noaipria b prasainn nsléiînnin qnn In 
piston mppnrtn, «i k l*ain da sa basa horiioatab» 
nanit 

P = *f. 

Si Ton ea^men((» le poids P, et qu'il devienne 
P+n, le piston descendra, et Tespaoe occupé par 
b vapenr diminuera ; mais coflunn on l*a snppead 
h son mojrMtiMi de densité , une partie se liqné* 
fiera ; et si ta température t est invariable, la pres- 
sion p le sera aussi. A la v&ité, dans le premier 
moment dn b oempression , b température I aug- 
mentera, de telle sorte que la ItqaéCMStîon pnucrn 
n'avoir pas 1ic>i d'abord, et la pression p pourra 
augmenter. Alais si le mouvement do piston n'est 
pea eilrémoaMut npidn , eette eu^mentatiett dn 
température disparaîtra avant que le déplacement 
de ce mobile soit appréciable , et l'on devra consi* 
dérer iel p comme constantes pendant tout son 
mouvement. Il faut anast romerquer qnn b een» 

densytion du fluide, qui le réduit en eau, et qui 
est produite immédiatement à la partie supérieure 
61 en eoirtnet aveokpiston, se transmet jusqu'en 
VF, dans un temps extrêmement court, pMdant 
lequel le déplacement du piston est insensible; 
d'où il suit que la densité du fluide est sensible- 
mentb mémo dans tonte sa turatenr, pendant b 
chute du piston. Cela étant, la force motrice de ce 
rorps sera mnstante et égale ù Texcès de P-|- Il 
sur Ap, ou a Hj abstraction faite du frottemoit 
eotttra les pnraia du tgrlîndra , son mouvement sera 
donc uniformément eccéléré ; et ai l'on fait aussi 
obstraction du mouvement communiqué à la 
vapeur, c'est-ti>dire , si Ton néglige sa masse par 
rapport i celle dn poids JI , b fnrcn aoeél^trien 
de ce tnûuvement Sera la pesanteur diminuée dana 
le rapport de H à P-^- H. P.ir conséquent , «ii l'on 
appelle I b hauteur de GU au-dessus de M , ia 
forée vivo prodvUte par b elnito totale dn pista* , 
aura 2 TT l pour valeur. 

Le. piston étant d'abord arrêté en GH, supposons 
que la température de l'eau inférieure soit subito» 
ment abaissée et deviennn I', mnimbeqno Lia 
cnurlip de v,ipeur en contact avec EF se liquéfiera 
par le froid j elle sera remplacée par une autre qui 
so liquéfiera de même ; et , si la masse d'eau est 
assea grandn ponv que ces cottcbes suoeessivas do 
vapeur ne fas-ient pas varier sensiblement sa lem 
pérature, les liquéfactions continueront jusqu'à ce 

62 
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que la mMM aallèM de b vapeur aii b force élas- 
tique p\ qiiî rt'pond h la teinpcrnture S' e( h. 55on 
maximum de densité relatif à cette température. 
Cependant, la température da'k oolonne de Ta- 
peur ne sera pas la nêmef nen ph» qae la densité, 
dans toute sa hnirteur; et ce aérait O" problèmo 
onrieu que de déterminer lea loia de sa icnipéra- 
Inie et de «a densité d*aprèa lei températures • et 
¥, qui «otlieu conatammcntii aea deus extrémité*, 
et en rcgoriinnt In ilrnsitédechaquccoucbe comme 
uoe fonction de sa température, telle que la force 
éhfUqne toit eooitante et égale à p'. Cette con- 
atance de la preetioii dans toute la hauteur de la 
colonnf Ho vnpcur est évidemment la condllion 
d'équiUlire de ses coucbcs successive» \ et quand 
réquililwe s*est établi , il est également évident 
qm It valeur de la pression constante ne peut pas 
cïP'-rlpr relie qui répond à la phis pHite des deux 
températures I et t', tandis qu'elle peut être moin- 
dre que la feiee élaitiqne cefveapondantei la plna 
grande. L'eipérience montre, au rrstp , que la va- 
peur pnrvient, dans nn temps extrêmement court, 
à I ctat d équilibre dont il s'agit; en sorte que si 
une vapeur d^eau , h ton «aaHmms de densité et 
dépression, est contenue dans un i-si nrf- fprmé 
dont les parois aient partout sa propre tempéra- 
ture, et qu'on Tienne à abaisser inégalement la 
température d'une partie deees paroit, une partie 

de la vapeur se liq»icficra , cl Va {inrtitr rr-^t iritc 
prendra dans toute son étemiue, avec une très 
grande rapidité, la force élastique mOMima qui 
répond h la meîndre température. 

Cela posé, lorsque le piston ne sera plus retenu, 
il descendra , et Ton '«crrn , comme dans le cas 
précédent, que son moutcnient sera uniformément 
neoélélé, aa force motrice égale à P — xp* ou 
x (p— f") * M I^'i^o accélératrice égale à la pesan- 

teur multipliée par le rapport ■ ■ -, et enfin, la 

force vive produite pur la chvXft totale, égale à 
2a (P*— J'') Quand le piston est parvenu en £F , 
•i Ten élève la température de Teau inférieure, et 
qM ce liquide produise une vapeur dont l.i pres- 
sion constante sur la ba^e du piston soit plus 
grande que le poids de ce corps, il remontera dNin 
mouvement uniformément accéléré , et la force 
vive produite , quand il aura ^larcouru uqo lon- 
gueur/', sera é;^ale au double de i multiplié par 
Texcès de cette pression sur ce poids, en faisant 
to^Joura abetraetion du frottement. 

Cest d'après ces considérations que Ton calcule 
la forre vive duc à la chute ou à l'ascension du 
• piston dans les machines à vapeur; laquelle force 
ee diatribue eoaoîte dans le système auquel la ma» 
chine est appliquée, et s'y trouve en partie diUmitc 
par les frottemens, et en pnrtie employée à pro- 
duire un eifet utile. Le calcul serait différent, si lu 
donaité de la vapeur contenue dans In corps de 
pompe n*était paa an «wirisiwu; m qui arrive, en 



eflel| pendant ce qu'on appelle la (U/mradela 

vapeur , c'est-à-dire, pendant qu'on interrompt I» 
communication de ce fluide avec la chaudière , ci 
que la vapeur se dilatOf sans qu'il s*en lyoule do 
nouvelle : le mouvement du piston est alors celui 
qtie nnns avons considéré dans le n» 358; etd'a- 
prè* ce que nous avons vu dans le numéro auivantf 
la forée vivo produite pendant qu'il parcourt une 

P' 

longueur queloonque, a pour valeur Zpc log — -, en 

désignant par r le volume primitif du fluide, et 
par p et p' ses forces élastiques au commence- 
ment et à la fin du mouvement. 
644. Il noua reste maintenant 4 considérer les 

forces iMasliques et les quantités de cha! r"i;r drs 
mélanges de plusieurs gat , comparées à celles de 
ces fluides. 

Supposons qu'on ait deui gasdifférenaf ila 

mcme température I et sous la même pression p, 
dont les volumes soient a et a'. Si on les superpose 
dans un vase fermé, dont la capacité soit a -|~ o't il 
est évident qu^ils pourront s> tenir en équilibre , 
puisqu'ils ont la même température, et qu'ils cicr- 
ccront Fun contre l'autre la même pression ; usti 
rcxpcficuce prouve que cet équilibre n'est pas 
stable : elle fait voir que ccadeux Iluidea se pài^ 
trenl graduellement jusqu'à ce qu'ils soient par- 
faitement mêlés; et elle montre aussi que, dans 
cette opération , il n'y a aucune variation de tcm> 
pératuro, ni aucune perte on absorption de dis* 
leur; en sorte qu'après un certain temps, différent 
pour les diffcrcns fluides , on a un mélange homo- 
gène dans lequel lo proportion des dent gaaest 
partout la mémo, et dont la température et la forea 
élasti<iue sont toujours I et p. De ce-; fait-;, con- 
statés i>ar l'obscjrvation, on peut conclure un autre 
résolut que l'expérienoe vérifia égatement. 

Si Ton a deux gas mêlés emembleot rempllsssnt 
un volume r, à la température 6, et si l'on dési^^ne 
par p et jr>' les pressions rapportées à l'onité de 
surface , que ces deux gat supportent séparémcot 
à la mémo température et sous ce vrolume e,la 
force élastique du mélange si ra -p ■\- p'. En effet, 
supposons d'abord que les deux (assoient séparés, 
et qu'on ait p' > p. Si Ton dilate le gat soumis à 
U pression ff^ sans changer sa température , et de 
manière que sa force élastique se rMuise à p^soa 

9p' 

volume sera alors — , d'après la loi de lariotle. 

P 

Supposons ensuite qu'on superpose lea deux gai 

dans un vaae formé, dont laeapoeitd soit e+'i 

P 

V 

ou — (p^-^'); ceaga» se nèlevontaana variation 

P 

de température , d'après ce qu'on vient de dire; si 
il en résultera un mélange homogène à la tempérs- 
tore I et ious la pression p. Or, la loi de ■ariette 
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•'appliquaal mi iiiéb|0ge« des g*X| «luti bien 
4|B*«iis g«t cinplM, li Vua «omprîme co nutlinga 
wwdMogemeDt da ttnpéntimi jwqo^àceque 

V 

MOVotniM— toit rédait à «, m force 

P 

éUsUqtte p devieoiirit l'-j-y' ce il s'agissait de 
dénoalrer. ht aèm« principe aura égtimeiltlieti 
pour tniii ou an plus grand Moibra da gu , et 
pour un mi'Ianr»" de gat et dt Tapeurs : la pression 
du mëLiugc sera toujours la somme des pressions 
^ OM fluides inppotteniaiit iioMmant, à la 
même températma at êwu la inéaia «ahuna que la 
mélange. 

645. Soient actuellement a et n' les nombres de 
grammet da dein goi, mêlés ensanbla at remplis- 
sant un volume « , k la température I et toas la 
pression p ; désigiion* pnr c et c' les rhnlcurs spé- 
cifiques d'un gramme dccesgas, suus une pr es- 
sieu eonstanla at égala k |i, at par c'^s «Valeur 
spécific{ue d'un gramme dn mitanga sottila mène 
pression) on aura 

+ a" = M + tsV. (•) 

Eo effet, je suppose que les deux guz,au lieu 
d*ètra paifailenMnt mélÂit ■** soient qne superpo- 
sés, de sorte quMIs occupent des portions séparées 
a et a* du volume e; d'après ce qu'on a dit tout n 
riieure , la quantité de chaleur sera la même dans 
les deux gat. séparés et dans le aiéleaga da oas 
deux gat ; et cette égalité ric chaleur subsistera 
encore, si l'on augmente d'un degré la tempéra- 
ture t^des deux gat et du mélange. Or , pour cette 
aagoientation, il faudra communiquar, la pression 
p restant la même, une quantité (n-|-n'^e" de 
chaleur au mélange, et des quantités ne et nV aux 
deux g as. La première quantité devra doue être 
égale à la somme des deux antres; ea qui donne 

l'éqAiation '9), que I on t'f ertrîrn snns pi.-inr îi un 
nombre quelconque de iluides élastiques. £lic 
donnera la chaleur spécifique d*un mélange, lors- 
que oallea da tans les gst on vapeurs qui la oom- 

posent, et les proportions êv. rrs fluidrs , !*eront 
connues } réciproquement, un pourra s'en servir 
pour déterminer la obalenr spécifique de Tua des 
eamposans , d'après celles da tons les autres eidu 

mélange: ft î'on peut roinnrqrifr qu'elles ne stip- 
poseot pas que les chaleur» spécifiques des gaa 



mélangés soient indépendantes de leur commune 
température. 

Au lieu de oonsidérrr les rlialeurs spécifiques o, 
c', c", des gat et dn a>éUnge sous une pression 
eonstanle, on aurait pu considérer, de la même 
manière, leurs chaleurs spécifiques à volume con- 
stant; et en les désignant par c,, c \ c'', on serait 
parvenu à une équation semblable i la précédeutCf 
saToir ! 

{n+n']c:' = ae, + ne/. (10) 
Or, si Ton fait 

a a' a* 

-- = y, - = 

on tirera des équations (9) et (10) 
wc, ne, 

équation qui fera connaître 1c rapport ■} " relatif au 
mélange, quand les quantités seiublables y et y', 
et leavalanri da e, et e/, seront connues pour les 
deua gat mélangés. Soit qu'on prenne y = 1,375 
ou y — 1,421 (n* 638) pour la valeur i\v y relative 
à 1 uir sec, et quelle que soit la valeur iaconoue 
de y* qui répond k la vapewr d*isatt, la valeur da 
relative i Tair ordiuaire diiTérera peu dO)», kosnsa 
(le la petite proportion de vapeur qaa eat air tan- 
ferme. 

Diaprés ee qu'on a vu dans la n* 840, si lea lap» 

ports 7^ et y sont indépendans de la pression p, 
mais difTércns pour les deux gaz, les quantités c, 
et 0,' seront exprimées par des puissances inégales 
dap; d*où il rÀnltem, an vertu da réqnstion(ll% 

que le rapport •y" relist if nu Tnrîan^^e ne pinim pns 
être aussi indépendant de U pression. L'hypothèse 
darinvariabilité da rapport de la chaleur spéaifi- 
que d'un même fluide sons une pfesdaneensteuta, 

n sri chaleur spécifitpic SOUS un m<'mr volTimp , et 
les formules que nous en avons déduites, ne peu- 
vent doue eonvenir «■ mima temps aux gat sim- 
ples , pour lesquels oe rapport n*eat pas la mèmai 

et à leurs mélunpfs en proportion fpieU'0!tijuej et 
si ce rapport a paru constant dans les expériences 
fcites sur rair fcdiflérautes praisiaBS (n* M8}, e*est 
parce qu'il est sannblement le même pour l'air et 
l'oxyi-'ène. et. par conséquent aussîpour Foxygina 
et Tasote dont l'air est composé. 



LIVRE SIXIÈME 

HYDlLODYNASIIQliE. 



CHAPITRE PREMIER, 



ÉQUATIORS «MbALM DU MOUTBMBIIT DES FLUIMS. 



840. Lm équiliont de l'équilibre des floides que 
Bow •vont tnwtéM àtm le 689 , tont fondes 
ttir la profirîilé caractéritiiqiw cmmuane aux li- 
quides etauxfluidr; nêriformcs , (Te fransmettre 
égalenent en tous «en» les pressions appliquées à 
leur nirfu* , ot d*«iere«r «otour de duiqae point 
4e leor masse, en vertu de Taction moléculaire, 
des pressions égales suÏTant toutes les directions. 
Cette propriété, comme nous TaToos dit précédera* 
nwnt (a* 677), tient k oe qoe les moléenle» d'un 
Éaîde qu'on a comprimé ou dilaté reviennent très 
prompicment à une disposition semblable h collo 
qui avait lieu prinoitiTcment autour d'un pomt 
qoekenqne, de telle Mwle qn'apirét n cemprenioa 
ou sa dilatation, un fluide est un système de points 
matériels semblable h ce qu'il était nupnrarant, et 
seulement construit sur uue plus petite ou une 
pfau grande éebelle. lm tempe de ee ratonr à on 
dtet lemblalilc n'influe pas sur les lois de IVquili- 
lHre|<pie l'on n'observe jamais qu'après qu'il e&t 
dooaMj maie, quelque petit qu'il soit, on com- 
fitend qn*il peut influer sur les lois de leur mouve- 
ment , "inrCciit fiiHis I»» r-js (ni Ics vibrations des 
molécules fluides s'exécutent avec une grande ra- 
pidité) de tnanîère que le principe de l'égalildde 
picasion en tous sent peut cen¥«iir à l'Hydrostati- 
que, et n'être pus tanjoun applicable à VUydfùdy- 
namiqutf c'est-à-dire, à la partie de la Mécanique 
qoi tiaite du omiivement dea flnidea, 
One différanoe enelegne entre rdtetd^dquOIbre 



et 1 état de moOTemeat, a déjà été remarquée par 
Uplace, relativenient ft In loi de Karntle. Cette ki 
exige que la tempérante dn fluide soit redevenue 
la même, après la compression , qu'elle était au- 
paravant; et le principe de l'égalité de pression es 
tousaena aappoae, de même, que lee ■ el éaidw 
du fluide ont eu le temps de revenir à une disposi» 
tion respective ■çcmbînble à leur disposition pre- 
mière. £Ue u'a plus lieu, ou doit être modifiée, 
dena lea vibration* trd* rapide* des ges, «A h 
température primitive n'a pas le temps de se réta- 
blir ; et , de même , le principe de l'égalité de pres- 
sion en tous sens n'est pas rigoureusement et tee- 
jeun epplioeble mot. OMmvancns de* liquide* A 
des fluides aériformes. On a reconnu dans la rites» 
de propagation du son, l'influence de celte modifi- 
cation de la loi de Hariotte ; et U y a aen* dent* 
auaii de* phénomtoes du mouvement des fluide*» 
en général, qui dép-ndcnt tic la non-égalitc par- 
faite de pression en tous sens, résultant de la caoïe 
que nous indiquion*. Cette eireenslence intradnit 
dans les équetioM générale* dn monvement des 
fluides , des termes qui ne peuvent se déduire de 
leurs équations d'équilibre \ j'y ai eu égard dans le 
■éaoite déjà eité (n« 677), et je me propose d* 
revenir, par la suite , sur cette importante consi- 
dération. Mais dans ce Traité , je supposerai, sui- 
vant la métbode qu'on suit ordiuuirenient, U 
propriéldde NgeUléde pteate en ton* *en*, eeM- 
ninne àrétetd*éqniUbN et à l*dlel de Mvenwet ; 
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«I, dtm OflAto h y p g tt éw, lai <qii«liMt de THy- 
drottatique, fondées sur celte propriété « t^^ten* 
droot imméf^iatement à hydrodynamique , au 
moyen du priocipe de D'Alembert, qui est •ppli'- 
eable è tom les lyilèiaw àt peinte malérieb. 

647. Considérons de nOQveau la masse flaide 
ABCD (fig . 1 2 1 ) , don t nons arons détermin é les équa- 
tioas d'équilibre; supposona maiotenant qu'elle 
Mil en mouvement, «t qnetevlee les notelionsdo 
n" 682 répondent à la fin dn temps quelconque 
compté depuis l'origine de ce mouvement. Ainsi, la 
mas»e fluide est homogène ou hétérogèaC| liquide 
on eérlTonne; «ff, «t **iit,ea]Knit dutenfe^i 
les coordonnées d'un élément quelconque dm de 
celte masse; f représente la densité du fluide qui a 
lieu en ce point et à cet instant ; et Xcfan, Y(2m| Zcfan, 
•oatlee eenponnlee peftllèles eux esee dees, 
y, s, de la force motrice de dm à ce même instant. 
Les quantités X , T, Z , seront des fonctions don- 
nées de s, quand elles proviendront d'attrac- 
tiom cm de tépuleiou qui éenaiieiit de eentfee fiiee s 
ces fonctions donnér-s renfermeront le temps ex- 
plicitement , quand les centres des forcée seront 
en mouvement. Lorsque ces pointe eerant cMtt du 
fluide, X, T, Z , seront des fonetion» de*| Jh *t 

d(*peiid jntrs de 5fi fv^'UTZ h r^inqne instUlt| et de 
la loi des densités dans son intérieur. 

Lee coordonnées 4P, y, s, Tarierent evee le temps ; 
cilea varieront aussi d'un point à un autre du fluide ; 
et si l'on désigne par i', y\ a', leurs valeurs initia- 
les, c'e8t-4-dire , les coordonnées du point de l'es- 
pace qu'occupait réléoMDt dbik rori^ioe dv mou- 
étaient, Im coordonnéee ji,ée ce même 

élément au bout du temps t. ^cranl fjr>^ fonctions 
iocOBnuee de s', y', *', f : la solution complète du 
probléne ceotïetmift à détemiaer oee teeie fonc- 
tions de quatre veriabiee indépendentee. 

Si l'on appelle «, e, w, les composantes parallè- 
les aux axes 0« , Oy, Os , de la vitesse dont l'élé- 
iMol ém tel enimé «o boal dn temps t , on mn 

dm ég iM 

• = --1 • = — » • = Ti 
it it â» 

on pourra regarder M , « , w ^ eeume dee fonctions 
imonnnee, eeitde <, «*, y», e', leU de I, s, y, 

r'c^t rç srrnnr} point de Tue que nous consi- 
dérerons ces trois quantités ; et alors , pour avoir 
lenra eeerebamieDe dan* l*initeiit dH, il lendre les 
«lifTérenlier pet rapport à f et par reppoet nui coo^ 
données JP, y, : Or, si l'on désigne par q une fonc- 
tion quelconque de < , « , y, et par ^di sa diEfc- 
mtieUe prise par rapport à I et eux variables 



fffê^ considérées 



des fonctions de I, < 



» par la r^le comine de la différestiaUe* dee 



fenelioiii d« flmetiene , 

dq dq dx dq dy dq d» 

+ + + , 

dl a ify dt dM dt 

«a bien « en ayint égard an éqvatîena (1), 
df if dq dq 

dt d» djf d* 

En désiç;nant les accroissement de «f 9|10|par 
»'df| v'dl, w'dt^ noua aurons donc 

dÉ db du du 

dt dm dg dM 

dv dp do d» 
»'= — — 4-0 — h» — I 
dt d» df dn 

dm dw dw dw 

dt dM dy dM 

et , de celte Tnanirrr-^ 1rs romposniif de la ritesSO 
d'un même élément dm, dans les deux positions 
qu'il oocupe •occetaivement, seront «, v, «7, et 
« -t-«i^dl, V -h «'d<, w 4* n^di. 

Quant à la densité f, ce sera une constante don- 
mie , si le fluide est homogène et considéré comme 
incompressible; s'il s'agit d'un liquide bélérogène, 
la densité p, qui répond à un élément déterminé dm, 
ser i une fonction donnée de ses trois coordonnées 
initiales s\ y', s'} enfin , si le fluide est compressi- 
ble, cette deneilé f aeia One fonetion ineoonao de t, 
s', y*, s', dont la valeur initiale acre seulement 
donnée. Excepté le cas oii p t^si une r'on«tnnte, rçtte 
densité, rapportée îi la position de dm au bout du 
tenq^ <i devra toujour» lire conaidéréo conunenm 
fonction inconnue de jp,y, s, i. Si Ton désigne alors 
par ^dt, son nrcroissemi-nt pendant l'ÏBttant d$f on 
aura, d'après la loroiuio , 

df df df df 

dt d9 dff dM 



et dane le eaa d'nn flnîde ineonpreaaiblo, 
gène ou hétérogdno » cette vatenr de ^ devn ae id- 

duire à zéro. 

648. Les composantes de la force perdue par i é- 
lémani din pendant Tinatant dt^ aere«l 

(X— ii')dM, (Y — O»)!*»!, {T. — v/)dmi 

en substituant donc X — T — Z — u^, à la 
place de X, T, Z, daiia lea équations (2) do u» 683, 
il en réaiitlem cea tiote dqnationa de aon monro- 



dp 



dp 



dp 
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TRAITÉ DK llÉCAKIQCfi. 



p éUnt la pNNlra nppotlëfl h TimUé de tnrf ace , 

qui a lieu hont du temps t , au point qui répond 
aax uoordonaées s, y, s, et qa'on suppoM la même 
tuiMDt loutee 1« Areelioni* 

Si ce point appartient k une paroi fixe , p expri- 
mera la pression normale que cette surface aura ù 
supporter, et qui devra être détruite par sa résis» 
tance. 8i ce peint appartiMt k la aiirfaee lilwe dNm 
liquide, il faudrt4|tt*on ait p = 0, ou plus géné- 
ralement , dpz=0;ea sorte que l'équation diffé- 
fentîeUe de la surface libre du liquide en mouva- 



(X — m'} (ix + (Y — e') dy -f (Z — w') da, = 0. 

D*après la remarque du no 686, il faudra que la 
vdeur de quand on l'aura déterminée , soit con- 
etiaiaient potiilve dent rintérieor de ee liquide, ti 

Ton Vf lit que sa masse ne se divise pas pendant le 
mouvement : quand elle sera négative en un point 
d'ane poroi , ce qui ne pooira avoir lieu que pour 
un liquide, cette surface cessera d'être pressée de 
dehors en dedans, et le liquide s'en détachera. 

Au moyen des valeur» de v\ w'i les équations 
piéoédentet deviennent 





dm dit 


dm 


du 








— «> — , 


fàx 


dt ds 




dz 


1 dp 


dv de 


dp 


dv 






9 — 


— w — , 




dt ds 




dz 


1 dp 


dw dw 


dw 


dw 








— Uf — . 


7^"° 


dt 


d9 


dm 



1(3) 



Comme la qmuaitép qo'elle renferme est, ainsi que 

chacune des vitesses u, r, w, une fonction iuroii- 
nue de x, y, «, il y faudra joindre une quatrième 
équation, lorsque la quantité f sera une constante 
donnée, et deui antres équations, dans le ow gé* 
néral où cette quantité est aussi une fonction in- 
connue de «, y, s, t. Ces équations s*obtieadront 
delà manière suivante. 

649. Chacun des élémens dm de la masse fluide 
changera de formf p'^nciant l'i-Tît int dt, et il chan- 
gera même de volume, «i le flutde e»t compressible; 

sa masse devra toujours reater la 
s, il s'ensuit que le produit de son voinme au 



bout d u temps < 4> dl, et de sa densité ^ f'dl qa; 
répond nu même instant, devra être le mcnie qu'an 
bout du temps Ij par conséquent, la variation de 
ce produit dans Tlnatant dt wtn égale à win ; ee 
qui feumiin une neuvelle équation géoénle du 
mouvement . 

Pour la former , con&tdéi oas le parallélipipède 
rectangle deut le volume était die dy ds, k lafin du 
temps et cherchons la forme que prendra cet élé- 
ment du fluide à la fin du temps t dt. Soit 
M (lig. I3d) le sommet de ce parallélipipède qui 
répond anx eeordonnées y» 't soient aussi ML, 
MB, JÎC , les trois côtés adjaccns à ce sommet et 
respectivement parallèles aux axes Os, Ojh Osj en 
sorte qu'on ait 

MK = d», Hfi = dy, MC = ds; 

supposons que D, E, F, G, sont les quatre autrei 
sommets, et que pendant 1 mslault^, ies huit points 
M, A, B, C, D, S, 7, G, soient transportés en V, 
A', B', C, D', T, V, G'; je dis que le polyèdre dont 
ces derniers points sont les sommets, sera un paral- 
lélipipède obliquangle; et pour le prouver, je vois 
déterminer et comparer entre cUes les lengueuis 

de Sf'5 d'îuîf rotes M'A.', Wtf^ etr 

Les coordonnées jc, y, s, du point M deviennent 

s vdtf y vdl, M -|- wdtf 

au bout i}r l'instant dt ; ces quantités sont donc le» 
coordonnées du point H' j ou en déduira celles de 
tout antre seaunet, en y remplaçant s, y, «, par 
les ceofdennées primitives de ce seaamei; ainsi, 
l'on aura les coordonnées de C, en v cunservante 
et y, et mettant s-|-ds à la place de a, parce quer, 
y, s da sont les ooordettiiées de C. Se cette 
nière, les coetdeméea de G teroiit 

du 

» -f- «d/ -|> -> da d*| 
de 



, + erf* + _ d. dt, 
de 

dw 

s 4- dj -f- wdt — ds d<i 
de 

et| en Ici oompanmt àcéllea de V, on eo ooneloie 



eu extrayant la racine carrée et négligeant les infi- 
niment peliladutteistème ordre, on aura doue 

dw 

WC da + — ds dt, 

dt 



Les coordonnées de D' se déduiront do celles de 
H', et les coordonnées de C de celles de C en y 
mettant x -\- dx et y dy à la place de « et y ; par 

conséquent, la longueur du côté D'G' se déduira de 
même de celle du côté M'C j ce qui donne 



D-iy ^ + ±: rfsd* -f ii^ d,dsd/ + 

da ^ dxdi ^ 



d* V» 
djfdê 



dydidl; 
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ta» m négligeant tes ivn émàân Uraim, qui 
fonl én tiobiâtne ordre, la valeur die D'G* sera la 
même que celle de M'C. On trouvera do la mt'mc 
maoïère , que les dits Â'£' el BT' sont égaux au 
eM H'G'i aux qoêntiléf ftèê du tcoûièdi* onU'e; 
ca MfU» qo« 1*0» t«n 

W = a VP s VQ', 

TC, die devttndm oeUe de H'V» aof oir : 

M'fi' = <jy 4. — d< j 

<Mi èhangcant de même < en « et w en «i en »vn la 
veleitr de M'A', qui eefe 

VA' =s d* dsdli 
â» 

Ot ToD trouvera aussi 

K'B' = A'I)' =^ C. r — E'C, 
M A' li D' =: CE' = F'G'. 

nous Tojons donc que les culés égaux entre eux 
denalepenllélipipcdc prîmitir, sont encore reatéi 
ëgenx «inétion changemeni de forme : le poralié- 
lUme de ses côtés est une conséquence de leur éga- 
lité i |iar conséquent, l'élément de volume que nous 
considèrent eonserve, à la fin de df, la forme d*nn 
parallélipi|>êde , mais qui n*cst pus rectangle , 
eomrac nu commfnreinent de cet instant. 

Ou aura le volume de ce parallciijtipède obli- 
qnangle en multipliant l'nnedeees faoetf par eiem» 
p!f, la face M'VD'B', par lu perpendiculaire CF, 
abaissée du poiut C sur cette face; Taire du paral- 
lélogramme M'A'fi'B' est égale au produit de ses 
dons côtés M'A' et M'V, multiplié par le sinve de 

Pangle A'M'B': rt !rt prrpfiulii iîl^irf C l" se ddduit 
dncotc C'U' , eu le multipliant par sin C'M'P'j par 
enniéquent, le téhiaio dhi sent «en penlMl^pMe 
non pew valew 

M'A' . VW , M'C. lin A'VV.sin ewnc. 

Or, les angles AiMlf et CVV étaient droits dans le 

parallélipipède primitif; chacun d*cux oepeutdooc 
maintenant différer d'un angle drtiit, fjtie d'une 
quantité infiniment petite ; le sinus de cliacua do 
ces angles no diiifrera donc de runité* que d*nn 
tnCniment petit du second ordre; par conséquent, 
si Ton néglige les infiniment petits dti rinqnicmc 
ordre, il faudra faire sin A'Jl'B'=t et sin C M P ~:1, 
dana le ptodnitpréeédentf oe qui lo tddnit à 

M'A'.M'B'.M'Cf. 

Donoi en mettant pour chaeon des factoarssava* 
lonr présente, efTectuant la mnitiplication, el 
uégligeanl toujours les infiniosent pêtita du eia» 
quicme ordre, ce produit sera 

/ dn dQ dto V 

r t + — A + — d»+ ^ dt) dxdfdM. 

\ ig du d* f 



Tel est doue, h la fin du temps t + dt, le velvmo 

de Télément qui était dsd^s, i le fin do temps t. 
En même temps la densité p est devpmie p + P'''» 
en multipliant donc ce volume fj- f'dt, etre- 
tranelwnt do prodoit la niasse primitive fdm dg ds, 
on aura la variation do cette masse pendant l'in- 
stant dt ; et eette variation dovont être nnUci il eo 
résultera 1 equutiun 

>dM dp dwy^ 
^ df ds/ 

en négligeant les infiniment petits du cinqnicme 
ordre, et supprimant ensuite le facteur dt dx dy dt, 
coiuniuu ù tous les termes. Par conséquent, d'après 
le valeur de dn numéro précédent, le qnatrièuM 
équation dn mouTement qu^il s^agissait de former^ 
sera 




. d .fv de 10 

+ -dr-^ ds-=^- 



MO. Cette équation appartiendra ans liquides et 

oux Iliiides aérifurmes } niais la quantité p' étnnt 
nulle, dans le cas des liquides regardés cnmme in* 
compressibles, celte équation separlagerd en dc-ux 
antresi savoir : 

dp dt df df 

dt dx dy ds 



du dr dw 

- + --|-- = tl. 

dr djf ds 



En les joignant aux trois équations (3), OB OWa Utt 
nombre d'equatians à celui des cinq inconnues 
f,p,u,Vf w, qu elles doivent servir à déterminer 
en fonction do c, y, s, Quand le liquide est ho- 
nio^-êne, la densité p est une constante donnée; CO 
qui réduit les inconnues à quatre, et fait en mémo 
temps disparaître la première équation (6). 

KdatiToment aua fluides ébsliqoes, on n*a aussi 
qne quatre eqnutioiis , savoir, les équations (3) 
et (4); mais alors la deotité est liée à la pression; 
ce qui réduit è une seule les deux inconnues p et p, 
Si l'on suppose que la température soit Is mémo 
dans toute In masse du fluide ii Tétai de repos, les 
dilatations ou compressions des élémeos de ce 
fluide, qui auront lien pendant son mouvement, 
feront varier cette teni)<i i; re, et lu |)ressionp nO 
sera plus proportionnelle à la densité f, dans Tétat 
de mouveuieut, comme elle l'est dans Tétat d'équi- 
libre. On verra, dans la suite, comment on peut 
avoir ^ard à cette cirL-unslunce, dans le easd'on 

nrnuvemei'l (r»'-s ranido. Maintenant je supposerai 
qu il s ugii&c d'un mouvement asses lent pour 
qnVUe n*eit aucune influence sensible; en smte 
que Tesprcssion dcp en fonction de p, soit celle qui 
convient ù i'étsi d'équilibre, savoir (n» OSd), 

ii = â,ci+.i)i («) 
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I dëtigniDt U température commune à tout Ifi 
point» du fliiifle, a !r rtn ffii ient 0,00375 de lu diU- 
Utioa des g«», el k une coutUiite relative à U nu* 

Lorsque les valmn «U f, p, «, v, u^, auront ëtë 
dt^terminées, soit au moyrn dv^ rinq équations (3) 
et (ô), soit d'après les cinq cquatiuns (3), (4), {fi), 
on «n déduira les valenn dM y, s, en fonetioa* 
de f, et de leurs valeurs initiales s', ^, *\ au moyen 
des ëquAttoni T \ intégrales de toutes Ces équa* 
tions aux ditlcrcnces partielles renfermeront des 
foneillont «rbitjvkw, q«i tMloont cneeveà ddtor^ 
miner, d'après Tétat initial du fluide, et au moyen 
de certaines conditions relatÏTM à M milfiioe dont 
il sera question plus lias. 

Ml. Qnmd U UmpinÊan n*«tl pat la Mêaie 
dans toute lu masse fluide à Tori^ine du mouve- 
ment, elle varie ensuite d'un point à un autre, et, 
pour un même point, d'un instant i l'autre^ en sorte 
que ti Ton ddtifns, aa bout du tampi f , par I, la 
tGrnp«?ratnre c|ui réponrl nm points dont s, y, z, 
sont les coordonnée», cette quaulité I est une fonc» 
tion ioeonnae de l, Sj y, a, et pour la ddterminer 
il faut joindre une nouvelle équation oux précédeo- 
tes rritr' (•quntifjn -^era différente dans les deux cos 
d'un liquide et d'un fluide a«riforme| que nous al- 
lons ■oeooHi venool eontiddrer. 

1° Supposons qu*il •*agissL' d'un liquide homo- 
gène, tel que l'eau, pour liier les idées. La tênipr- 
rature I variant d'uu point à un autre, la dcosilt: p 
Tatiora da nimo, at tara nna f enetion déterminée 
de I, que je représenterai par ft*.L* quantité ne 
sera plus nulle, et t'cquation (4) ne se «lécomposera 
plus dans les deux équalious (ô). La chaleur spéci- 
fiqno dn liquida et la mesure da ta oondnetibiiilé 
seront aussi des fonctions déterminées de mais 
si l'on suppose que la corumnnicution de la rhisleur 
dans l'intérieur de l'eau, ait iieu comme dan& un 
oarpa «riMe, par on rayonnement à dUlanœ insan- 
siblc, l'équation rcIatiTc au mouvement de la cha> 
leur dans un corps hétérogène, que j'ai trouvée 
autrefois, s'appliquera à la masse d'eau que nuus 
«onaidéram; oar aUa fait eonnaUio raoerabaaaMnt 
in^lnni uié de température qui a lien en un point 
quelconque d'un corps, dans lequel la chaleur tpé- 
oiSqua at la oonductibilité varient arbitrairement 
d*ua point à un autre; et diaprés la maoiéra dont 
elle a f-tp fjinuéc, elle ne dépf tid pas du mouvement 
du point matériel que l'on considère, non plus que 
da monvauent daa pointa oirconvoiaini. Ainsi, en 
ufipelant t'dt raccrouiomaint da I pendant Tinatant 
dff on aura ** 



di dt 
d.h~ d h— d.h — 
dr _ djf di 



(') 



' Pm» u Carwe 4* ettu CoMetian, tÊfit V* TmiM i$ M^aif «t de 
H. tial» law» 1». chapt»* XI. 



équation dtna laqnèQa «n fan, d'aprèa h far- 
«da(«), 

<j| (fï ài ài 

di à9 i» 

et où ; et A sont des fonctions de I , qui r^résen* 
tant U dialaor apéeiBqua rappettéa è Panité da 
masse , et la mesure de la coaélMtîbilitdi. Clwcana 

de ces fonctions est censée connue, ainsi que/1, da 
manière que les équations (3) , (4) , (7) , seront en 
nonbraéffalè edni daa inoonnnca 1,1», 
qu'elles renferment. Bans le cas d'un liquide hé- 
térogène, les trots quantités p , ^ , h, relatÏTes sa 
point de sa masse dont les coordonnées sont jr, y, x, 
dépendraient da la tampératura I et da la autiéra 
rlu fluide en ce point , rt "irr iicnt, par conséquent 
des fonctions données de I et des coordonnées ioi> 
tialea s\ y\ i\ da canénia point. 
2o Si le fluide qoa Ton considère est une masse 

d'air ou d'rtn :;ai qiiplr-nnqiip, »!niit la température 
( varie d'un puint à un autre, et que dans l'état de 
manvament, la prenian aail toujonn supposée 
prqKHrtionBelle à la densité, eanme dans la «• pré- 
cédent, l'équation (6) aura toujours lieu; ms-î 
l'équation (7) ne subsistera plus^car elle est fondée 
anr l'hypothèse que la coflininnieation do U cha- 
leur dans l'intérieur dncocp» iefliipatua rayon- 
nement à distonce insensible; et, au contraire, la 
chaleur rayonnante traverse les fluides aénformes, 
dans da trèi grandes épaiiaenri; an aorte qu*il y a 
échange de chaleur entre des molécules trèa diai* 
gnées Tune de l'autre. Celte équation devra donc 
être remplacée par une autre, que l'on joindra aux 
équations {%) , (4) , (•} , aBa d*ao avoir «i 
égal à celui des inconnues p , p, I, «, o, W» '. 
problème des vents alises, par eiemple, qui sont 
produits par les différences de température des 
oottcbea atnMMphériquaa, on f onnara eetle aimièaia 
équation de la manièreaiiifaata,^u*ilamia aalin 
maintenant d'indiquer. 

La quantité de chaleur reçue pendant finstoat 
dk, parrdlémaniqttaleeaqttadbide la Baaiaflmda^ 

et qu'on jiput Supposer [Tmportionnelle à dmdt , m 
compote de la clialeur solaire absorbée par dn 
pendant oat instant df , à laqnalla U faot d*abaid 
ajouter la dialeur rayonnanta qua e«t élément ro- 
çoit , dans ce niôuie instant , d'une partie de \t 
surface de la terre et de la partie de Tatmosphèrc 
dont la oeaMBunication avaa dbs n*cat point iirtar> 
rompue par cette surface , at, an outre , la pnrtian 
de chaloir qui peut èlre cnmmuni(juét' ;> dm pir 
les élémcns circonvoisios, comme dans les corps 
iolidea. Bn rettanebant da «atta oomnieta qnantiM 
de chaleur émise au dehonpar Télément <bt, pcn* 
dant l'instant di , soil parconimutiir,i(i<pT» , soit p\r 
rayonnement à i^rumic dislance, ou aura 1 au^iuea- 
tation initantanéa de la cbaleor da das, que Paa 
peut représenter par ^dmdt ; A étant un caeB 
ciant dont jo mo borna i indiquer Torigiae. Van 
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rali«eAlé,eclle ragntmlatiM ds dulciir ett<gai« 

hqi'rifdm, en désignant toujours par ^ et S'cf/ , la 
cbaieur spécifique rappsrtée i Toaité de masse , et 
l'aocrMiMinent inttautaaé de température ; on 
mn doue %imdt=glféMdi, «iaA=sg¥f pour Té- 
quation deBiiiMlée,qifoBd«tra Mibitituar àlMqua- 
tion (7). 

648. Avant d'aller plas loin, il y a une remarque 
importante k faire relatiTCOMot à Nquation (4). 

D'après la manière dont elle n é\6 Tornire , elle 
exprime que la masse da Téiément différentiel dm 
dtttoide m varie pas pendant Tinslant dUj mais 
c*cat pour aludger que Von a considéré le voluane 
de rette partie du fluide comme infiniment petit; 
et si Ton dit ise le Tolume total en parties de gran- 
dèar finie, nab iniensible, dont diaeane rmferne 
néanmoins un nomlnre Otrémemcnt grand de mo- 
lécules , l'équation f4) ••\prime ruellement que 
chacune de ces parties renferme toujours les 
néant moléenlei , et que, par eonséquent, sa 
masse est inTariable. C'est pour cela qu'elle est 
désignée sons la dénomination â'êiivation de la 
contmmiié du fimidg. Or, il existe des niouvemens 
dans laM|iMb oatle eentfaraité n*a pa» tien , et où 
Ton ne doit plu fUro «laage de l'équation qni t'y 
rapporte. 

Supposons, par exemple | que de Teau soit con- 
tcDM daiw m ojlfaidre vertical, ouvert à ao portie 

aupérienre. Si Ton échauffe le liquide par en haut, 
la température sera croissante, et la densité dé- 
minante, en allant do fond à la aurface^ la masse 
ftiide t'allongera, lot cooehei boriaontain «e 

remplacrront siirressivcment , et réquation de lu 
continuité s'appliquera à ce mouvement. Mais si 
le tiqnide eit éettauffé par en bat , la denailé sera 
croissante, et la température décroissante de bjs 
en hniit - k la rigueur, les couches lioriiontales 
pourront encore se remplacer successivement; 
■Mit nn pareil nouvenent ne terait pas stable ; et 
Tobserration montre que les noMadea d'eau t*é» 
lèvent du fond vers la surface, en traversant les 
couches supérieures. Toutes les parties très petites 
do liqnido no aontpaa eonttamment forméeades 
mêmes molécules ; Téquation (4j n'a donc pas lieu 
dans ce genre de mouvement ; et il est môme 
douteux que les équations (3) , fondées sur le 
primipo do l'égalité de prenion en tout teoa, pnif 
sent s'y appliquer ; en sorte (|ue , dans l'état ac- 
tuel de la science, nous n'avons aucun moyen de 
détevnînerle mouvement d'un liquide dont les 
oouolwt te travoncnt mntnollemont, let unet en 
montant, les autres en descendant. La même re- 
marque s'applique aux mouvemcns verticaux qui 
poavent okiiter dont cliaqno colonne atmosplié- 
Tique, dont lei conobet iaf&iettrat, échauffées par 
le contact avec la terre, et devenues plus légères , 
t'élévent en traversant les couches supérieures. 
tdÊ. détermination de cet nouvement , d'un genre 
différent du ceux qu'on a considérés jusqu'à pré- 
amt, et leur influence aur let variatieot ditumea 



du boromètte, «ont d« qvettiont turlnqmlhi U 

importe d'appeler l'attention des géomètm. 

663. Dans les monvcmens des fluides que l'on 
loumet au calcul , on a coutume de supposer que 
les pointa 4|ui ao trouvent, à une époque détei^ 
mince, sur une paroi fixe nu mobile , ou qui ap- 
partiennent à la surface libre d'nn liqtiide , de- 
meureront aur nette paroi , ou appartiendront i 
cette suifliee, pondant toute lo dwîie du mouv^ 
nien» ; en sorte que IVn firîtit !r<; mouvement 
très compliqués dans lesquels des points d'un 
fluide, apré* avoir appartenu i sa «operficie , ren« 
trenîentdans l'intérieur de la masio, on récipro- 
quement; et l'on exclut même le«; rn? où rirs 
points d'uu liquide passeraient alternativement de 
la aurfaco libre à la turfaee en «outoct ovoo me 
paroi fixe ou mobile. Ces condîtieila particnlidrei 
auxquelles on assiij. nit les mouvemen-i que l'on 
considère, s'expriiuculpar les équations suivauteSt 

aotent to^jouit * , y , o, Im ooocdomién vurit- 
blea dNw poînl du fiuide, et 

f(*j »i ft ») = 0, 

l'équation d'une turfaee fixe en mobile qui posao 

par ce point au bout du temps /, etqno noutOp> 
pellerons S, pour abré|j;er. Désignons misçi par 
l^t ''i les coordonnées initiales du même point; 
de «oHe que «, y , s , toient dnfoucUoiM de * , 
y', s', Si l'on substitue leurtvaleurt dtftt l'équa- 
tion donnée, elle te changera en 

«•) ^ 0} 

et tous les pointa du fluide dont les ooordottnéea 

initiales satisferont à cette équation , seront ceux 
qui appartiennent, au bout du temps <, k la sur- 
faeeS; par conséquent, pour que ces pointa aoioiift 
constamment les mêmes, il faudra que la fonction T 
ne renferme pas la variable t. Si donc S est la sur- 
face libre, ou celle d'une paroi fixe ou niobilo,il 
faudra que la fonction ^ («, c , y , s) «oit indépen- 
dante de I , en y regardant jr , y , a , comme det 
fonctions de ces variables; sa différentielle com- 
plète par rapport à t devra donc être nulle; et 
d'après la formule (ft), on aura 

df df df df 
di OM dy ds 

pour exprimer la conditinti ri-^lfs^tis ('iioii"!'!». 

Dans le cas d uuc parut lue, l.i tunciion/' ne 
renfermera pot explicitement lo temps < ; en lar«« 
présentant par L , de sorte que L = 0 soit l'cqua- 
ttui donnée par la paroi , 1 équation (8) deviendra 



dL dl dl 

u — 9 — 4- W — 

ds tfy im 



0. 



Si l'on désigne par { la résultante des vitesses 
u, V, «0, et par • , C, y, let ongles qn'eUo fait ovee 
1m directiont dn jr,y, m }si Ton appelle aussi o, b,e , 
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1m aiigtM ^ fiH Ift nomule à It pMoi «fw 
le* mÊmm dircttiwM ,<lqtt*an fiiM 



OO aorn , en rnemc ii'ni] <s , 



co>< 



dl dL 
— = * 00» a, — == X COI*, — . = xcoiCi 
Ar % ^ 

•I, «n nbilitdMit e« vabnrt dam réqmtîM (9) , 
et •upprioMiit «nraile !• ffietaw coauniua |» , «Ile 



OM * CM « «4- 00* C eOI 6 «f> CM y CM « = 0. 

Cette éqnttion (9) signifie donc qae ta vitesse de 
oîïnque point de fluide adjacent à une paroi fixe | 
est uurmale à cette surface j et, en effet, e*wi Is 
•onditittB BéoeMun et tufiMote p««r ^ua ce 
point ne se déUche pat à» U p«roi | «t ne fc«e que 
glisser sur sa surface. 

A U surface libre d*un liquide , la pression p est, 
te ^énl, aaa qnaatilé eonttenle; mais elle 
pourrait dépendre de < rt rtrr seulement indépen- 
dante de « , y , f , si la pression extérieure, com- 
mune à tous les pointe de cette enrfeee , varlnit 
«reele temps; en le déttgnantpar T, rcquatu n 
de !n surface libre sera donc p — T = 0; et en 
metUnt |) — T à U place de / daui réquatioo (S) , 



— + « — + 
it is 



ép dp 

V j- r: — — — , 

<fy dt 



(10) 



[>OTir réquation qui aura lieu en même temps que 
p — ï =0, ou en même temps que l'équation diffé- 
«•ntielle de le rarbMe libre, ^ e été demiée dene 
le n^ 648. 

rfoas ferons remarquer quelei équetioni (8), 
(9) , (10) auront encore lieu , leM erreur lensible , 
lonqae lee pointe du fluide ne s'écarteront de sa 

anperBcie , que de quantités insensibles. Par con- 
séquent, si l'on considère , comme dont le numéro 
précédent , une politon d« fluide dent lee dimen- 
aiont soient de grandeur fime, iMÛs insensibles, et 
qui cotitirnne néanmoins un nombre immense de 
molécules , et si l'on suppose qu uue partie de sa 
cntfeee eppeitieime à odledu fliiide, i vne époque 
déleminéeii cet équations exprimeront, en réalité, 
que cela aum lieu pendant \m^kç la durée du mou- 
vement. Cette partie commune aux deux surfaces, 
pourra , d*ûlleur», verier en étendue denc dee 
rapports quelconques; et la petite portion de 

fluide finnt il "î'agit, en se déplaçant à la superficie 
du ttuiiie , puurrii s'étendre ou so rétrécir suus que 
MU volume dmuge deue le ces d^uu liquide , en ta 
niasse dans le cas d'un fluide quelconque. Ainsi, 
^ exemple } lonqu^un liquide pesant oeeille deae 



mn vase ouvert k sa partie supérieure, Tétendue de 

s» s«rr«'V" lihrc et rrllf- de sa surface decootaet 
avec les parois du vase varient pendant le mouve- 
ment , déserte que lu ueudare des peints metéiMs 
du liquide, qui sont situés & Tune ou rantrede 
ces deui surfaces, n'est pas constamment le mhmt ; 
mois les équations (9) et (10) peuvent avoir lieu 
néeuawins, si feu eenaidére^^ellee ne tépeudani 
pas seulement à des points isolés , mais qu'elles se 
rapportent à de petites portions du liquide^ds 
grandeur insensible et de forme variable. 

Ces équations poitieullène que Lagraufee in- 
troduites dan» la tbrnrir df"; fluides, concfuirronl, 
dans chaque cas , avec l'état initial du tjslèwe|à 
déterminsf les fonctions arbitraires qm eeiMkean- 
tenues dent les équations du mouvement. 

0&4. Dans un cas très t'-tcndTi , on peut réduire 
les trois équations (3) à une équation aux diffé- 
rences partielles du premier ordre, et liiire dépen- 
dre d'une seule quantité, les trois inconnues u , v, 
w. Ce cas » lieu , lorsque ta fornmle «dl» rdy +■ 
wdm est une diflérentielle exacte d'une fooctiaa 
de « , y , s , regardées oonwM dee veriables indé> 
pendantes, et que le fluide dont on s'occupe est 
hnmn::rne et partout à la stèsao tempéfutufe^ dsns 
son état d équilibre* 

floikeloM 

ç désignant une fonction inconnue de? q»i»trc va- 
riables I, «, y , .s, mais la dilfércolicile d9 étant 
prise Midement par rapport à s , f , e, de aoite 
qn*oaaît 

dg* ' dis 

D'après la nature dee Csroes X« T , Z, qui provieo- 
nent toujours d'atiraetleus ou de lépubiene , dont 
les centres sont des poioU fixée onaBobilei» €«lsi 
pointe mêmes du fluide, on e i 



dV dV dV 

X=-, T=-, 

is df dM 

V étant une fonction de t, r, y, £ , qui n'est dif- 
féreotiée que par rapport à « , y , m. Dent le cas 
d*un fluide âastique dont la densité est < 



à l'état de repos , l'intégrale 



Sraleyîls' 



exprimera pat 



on logarithme, ti Ton suppose que la loi delà- 
riotte ait encore lieti à Vi-iut de mouvement; d 
I CD tient compta des variattoas de température 
qui accompagnent eell» de le densité pa nd e ni le 
mouvement , cette intégrale sera une autre fonc- 
tion de Ji} et dans b osa d'un liquide houMfène, 
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de M rédttin à — ji, alwtfMibli Ciil«dAl« eoo- 

P 

■tente arbitraire. Pour comprendre tons cet cas en 
uiii«id,J*fcni 



U en résultera 
l 4p 4iP 
f «te dk' 



1 dp 

75 



dp 



l dp 

75i 



if 



J f 








«taanoyende 

éqnliMtt (t) 44 


iVÎ^Ddirat 


d? 

ds ~ 


rfV 

57"" 


d*9 
dsdf 




d[v* dy dsdjf 


dp d> » 


d» 

5^ 


dv 

4r 


é^* 
dgdi 


d9 
da 


d* f df d> f 
djfdjt dy 4v* 


dê djfdi* 








d* 


d»f d» 4i» 


d» i^f 


dB~ 






~ d« 


dedx dy d«dy 


il« d*«' 



Jè les ajoute «prit 1m avoir pvilipliéee par d« , (fy, d> ; il vient 

d^ 



— dV — d. — + 
dr 



el louâ les termes de cette 
déduit ifumédiateutent 



ion étant des différentielles exactes à troit variables «, y, s, on en 



&i »>n8tante arbitraire qu'on dcTrait ajouter dans 
ccttr intégration , peut être censée contenue dans 
la quantité inconnue f » et l'on peut regarder les 
intégrale» T etF Môme det fnantttéi entièrenient 
déterminées. 

Cette équation , qui remplacera les trois équa- 
tions (3), fera connaître la Taleurdep, quand 
Mlindef MM ddietarïnée; letdqoalions (a) dé- 
lawDeront aussi -les trais inconnues n, v , w ; et 
quant à la valeur de p , elle se dédnir»de l*é(|tta- 
tioa (4) y qni devient 

^ dr df 

Dam le eae d^im flnide inoomptcMilile, Mtte équa- 
tion aeiddain à 



ig% Ail ds* 



dans le cas d*an flnido aMforaie, on 7 malin 
pour f sa valeur en fonction de |i» et peur ^la 

valeur tirée de Téquation {h). 

666. Pour que la fonnnie udx 4- vdy 4- wdx soit 
«no diflSéfentielle etactc pcTidoal toate h dmie 
4a mouvement , il faut qu'elle le loitk l'origine, 
et que les vnleurs initisif"; t\r ti , r> , qui sont 
dmmées arbitrairement en fonctions de^t 9t * t 
tatitfaaM&t eus eepdîtiow d'intégiaUtlId. M- 



pnNieeoMttt, on admet qu*!! raSt que cette for- 
mule soit une différentielle pinrlp rclatiTement & 
une valeur déterminée de t, pour qu'elle le soit 
aussi pour toutei les valeurs 4e cette quantiKj 
mais cette proposition n'a pas toute la généralité 
qu'on lui suppose. Voici comment on la démontre. 

Soit l| une valeur particulière de i \ supposons 
que pour nette valeur on ait 

«de H* wf* » ^1» 

Oi étant me fooelien 4e«,f , «. ttreadéilgw 

par I un intervalle de temps infiniment petit , et 
que le temn<t < devienne « , les quantité* «, V , 
w ^ varieront aussi j et eu ■uppoaant que leursez» 
pretiiona eareoetions 4e # seieni dMeppuMee , 
suivant les pvistaiMMe det) on «va 

<fî d*, d*, 

M= — -J-.n„ e = — + «e,» •p=-- + iw,, 

d» % d» 

et I pav eenséqnent ^ 

•de 4- » 'i»! + <« A + • A + 

on désignant pu «n •n w„ des fonctions de jc,y, s. 

Pour avoir les valew» des diffiénnoes partielles 

du dv div 

— qui enlreni 4enB les éq^tfams (S),a 

dt dt dt 

faudra différentier ce» valeui» 4e « , v, to, par rap- 
port k s; ce qui 4onne 

du dt 



— = « 



i i 



— = -7 = »f, 
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£a le* iubstituaat avec u«Ues de w,v,w,etde t ces équatioas, et «uppriount ensoite lea termef 
huadiiéraieM putiallw Niativw k «, y, m, dans { muUipUéf par • , il vient 



1 
t 


* - 










dê 




1 

f 


du 


Y - 


d% d* 
dx éfés 






dp, 
dM 


</• 9, 

dfd»' 


1 


Î- 








d' 


dp, 




f 


i9 






dsdjf 


d» 





4*«à tire, d'apiét ki mtalvM préoMentM , 



et d'où il résulte qne la quantité {u^ds -f- v,dy 
v^ds)*, dont s'nrrroît la rurmuli; udx-{- vdy -f- '^'dz 
pendant le temps « , sera une différentielle exacte, 
(kreornéqurat, eetle formule wim une différen- 
tielle enete au bout du lemp» <^ +>t puis(|iroi) 
fpi'i'IU au bout (lu temps ; t llc le 
«cru au huut du temps H~ > pnisqu'etle l'est au 
Jbout du temps <^ + •* suite. El comme 

on peut prendre i positif ou négatif, on en conclut 
qtie cette formule udx -f- vdy -f- u Js ost une ilif- 
féreiitielle exacte pour toutes les valeurs de t, si 
Ton e*eflt eiinré quVIe le eoit pour telle velsur 
qu'on voudra de celte variable. 

Hais cette démonstration suppose que les Tolenra 
de M, r, W| qui répondent à I -î- 1 , peuvent se dé- 
velopper enivent le* pobMnoei de §, ou, ee qui 
revient au inènic, elle &U[>[>ose que les expressions 
de « , V , te, en fonctions de (, satisfont uux c^qua- 
tions du problème et k toutes celles qui »'ea dc- 
dutMOl par deedifférentiettoui telativceà #. Or, 
cela n'a pas toujours lieu à IV^ard tics ct[iressions 
de ti, V, 10, en séries d'exponentielles et de sinus 
ou cosinus, dont les exposant «t les arcs sont pro- 
portionnels k I ; et le démonstietien étant on dé- 
faut, la proposition peut aussi être, et elle p^t rf- 
feciivement eu défaut daus certains cas dont j'ai 
lenconiré dce wemples. Dautebaque problème, 
lea expressions de u, o, tp, dont il s'agit, satisfont 
etu équations relatives ù In masse et à la surface 
du fluide en mouvement ^ m y déterminant conve- 
nablement les coeftciens dn exponentiellet et des 
sinus ou cosinus, elles représentent l'état initial et 
doun»> He ton'! Ifs points du fluide ^ et si les séries 
qui eu résultent .sont d'ailleurs convergentes, cela 
sttflt pour qu'ellee renferment la solution de la 
question, quoiqu'un de leurs caractères particu- 
liers soitcie ne pas toujours satisfaire nnx équations 
qui se déduisent de celles du mouvement, par de 
newrellM ditérentiations. 



060. La condition d'intégrabilité de là fermnio 

udx ft^y-f- ti^di n'a pas lieu dans le mouvement 
d'un fluide qui tourne , sans changer de forme, au- 
tour d'un aie flie«Bn effet, les composantes ds 

la vitesse d'un point quelconque sont alors les 

mêmes que <!nii<; le cas d'un corps snlid*" ; en pre- 
nant donc i a\e lixe pour celui des :i , et désignant 

par • In vitease angnlaitn de rotatioa, on amm 

mss—ym, ecs«i», vs0| 

d'oùUréniUe 

md» '{•9iif'\-wi9am{»if^fdit}; 

quantité qui n'est point une différentielle exacte, 
puisque le fteleur • est indépendant des «oeidon- 

nCes X vt y. 

Il en résulte que pour déterminer In prMsion f 
en un point quelconque, il faudra recourir, dans 
«et exempte, aux équations (3). Or, en y mettant 
les valeurs de «, e,«, et oonsidérant m comme UM 
quantité constante par rapporté f | auisi llien q[ee 
pur rapport à Xf y, s, il vient 

l dp l dp l dp 

--=X+o» », =Y + -' y, = li 

f d» fdg f dê 

d'où Ton ttro 
l 

— dp = Xds Ydy ^- Ida «•« [xdx 4. ydy)i 
f 

équation qui coïncide avec celle qu'on a trouvée 
dans le tt* 000 , par k oonaidéralion de l'équilibro 

des forces donnc'cs qui a;;issent sur tous les poiiitî 
du fluide, et de leurs forces centrifuges résultant 
du MM mouTement de rotation. 
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6117. n a*cntra pu dans le pUm de cet oovuge , 

àr f:iir?* rnnnnitrp Ir-; r?«^iil(a(s norrtfTrcuT qui ont 
élé déduits des équaiiuas générales du muuvemcnt 
des fluides qn'on vient de donner ; j c me eonlente- 
rai d^ndiqaer les ouvrages dans lesquels on peut 
les trntïTcr. Dans le chapitre ^nivi^nt, je clctcrniinc- 
rai ie mooveisent d'un fluido qui d écoule duns uu 
vue, d^apffte une hypothiie poftieniîèn et apprasi- 
native , généralement sofiisante pour la pratique ; 
et, dans cplni-ci , je prendrai pour exemples de 
TappUcation des cquations générales , les cas les 
pins simplu de la tliéorie du son* 

l°On trouvera, dans les tomes II et Y de le Mé- 
canique ccltate, tout ce qui est connu jusqa^à pré- 
sent sur les oscillations de la mer et de i'utmo- 
qdièfe, prodnitu par lu allmetions de le lune et 
du soleil. 

2« Le tome II de la àîécaniqv» analytique ren- 
ferme la détermination , par le moyen de séries 
cenvergeiitu , dn moavement d*«B liquide pesant, 
soit dans un canal tléa étoeit, toit dans un vue 
très profond. 

W KelatiTemenl ans osctllationa de ce liquide 
dans un Tase d'une profondeur quelconque, je 
renrerraiau Heiiiolrc que j'jî inséré , sur ce sujet , 
dans le tome XIX du Journal dt: M. Gergonne. 

4*Pe<v le problédM de la propagation du ondu 
à la surface et dans l'intérieur d'une eau stagnante, 
Jefentermi de même à roon Mémoire ioséfd dans 
le teœ I*' de l'Académie des Sciences. 

6* SnrPéeontementdu fluidu dluliqnudans 
lu vases et duns les lUfeua, on pourra consulter 
leMéirtflir'j II ^^f Naviar| qoi fait partie dn tome IX 
de cette Académie. 

6« Enfin, pour tont ee qui eeneeme le théorie d« 
ton , et , généralement , la propagation dn moore- 
mrnt dans un milieu élasti«pie nu dans plusieurs 
niliaiii superposés, j'indiquerai les Mémoires que 
J*ei écrits sur ce sujet, et qui Tont partieda 14* u- 
bicv du /oumo/ d< PÉcolt Potyteckmifat ^ et du 
tomes II et X de rAcadcnii" «les S<-ieni e». 

066. Pour donner une uppiication des équations 
Sénéralu,coMidérom onfloide diuliqve hooM- 
géuc, dont lu température et la densité soient par- 
tout lu mdnu dans sou état d'équilibre , et qu'on 



ait écarté uo tant sott peo de cet état , do sorte que 

pendant tout le mouvement qui en résultera , les 
vitesses de ses différens points soient très petites ^ 
et lu condenmtions ou dilatations dont ellu se- 
ront accompagnées soientansaidetrès peUtufno* 

tions. rious négligerons , en conséquence, les car- 
rés et les produits de ces quantités ; ce qui réduira 
les équations du mouTemenl k la forme linéaire , et 
permettra d*on obtenir les intégrales sous forme 
finie. IfoHS ferons aussi les forces X , Y, Z , égales 
à xéro , afin que la densité du fluide , dans l'état 
d'équilibre, soit eonstente, comme nous le sup- 
posons. 

Soit D cette densité ; p <?tant celle qui a Heu dans 
l'état de mouvement , bu bout du temps t et au 
pdntdont lu coordonnées sent m , yi S| on «mu 

, = D (l + s), 

en dési;^nant par * une fraction positive on néga- 
tive , qu^on suppose très petite. Soient aussi h et 
gmh la hauteur et la prusiott barométriques qui 
réponcicnt à la densité D ; f représentant la gravité 
et m la densité du mercure. Dans Pétat de mouve- 
ment , lu pression f , qui répond m la densité f , se- 
rait gmh (t «), d'après la loi de Hariotto, si la 
température du fluide était invariable; mais, à 
raison de U mtuiensation positive ou négative a, 
la température augmente ou diminue ; et si le mou- 
vement est enn rapide pour que le fluide n*aitpas 
le temps de revenir à sa température primitive , la 
pression variera dans un plus grand rapport que la 
densité. I^ous supposerons donc qu'on ait, en gé- 
néral , 

9 désignant une quantité de même signe que a, et 
qui en est uno eertaine fonction. A cause de la pu- 
titrss-r An f, on peut suppucrcetlo quantité r pro« 

portiouncUe à », et faire 

a = C* ; 

Ci-fnn( un cocfTtcicnt positif et indépendant de a. 
Au raojfcn de ces valeurs, un aura 

dp = sai/( (l 'i- C) dt i 
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^ = a log (1 4- «), 



dMto, 



•i foiMnt , pttor ■brtfgcr, 

gmh 1 -1- ^ 

1 ^ ■ = o» . 

i» 

M Pou néfUga 1« carré da « «t qn*on prenne cette 
înté};ra1c pour la valeur de la quantité P'eO0l|Nrise 
daoa réquattoD (&} du a» 654, on aura 

d9 dp dp 

en négligeoutaoisi les carrés des Titeaies — , — , — , 

d* dy dM 

atnpprimant 1c trrmfVqui provient- dM forccâ 
TLftfZf cette équation (&} deviendra 

1 rfr 

#•= i (1)1 

M la JoifiMttl «n» dqmltont (•), Mvoir, 

^ ^ * , . 

<f* <u 

TOS qtiatre «équations fèront rnnnnîtrc la condfnss- 
tîon,la grandeur et la direction «le la vitesse du 
fluide , au bout du temps ( et au pi^l dont les 
«MMrdonnëes sont s^y, <, lorsque la filDOtion 9 
aura été déterniIiK <- en fonction des y, s , f 

Si les déplaccmeus des points du fluide sonl aussi 
mppoadi toèt petits , e^wt^-dira, ai laa pointi du 
fluide ne foni qoa de très petites oscillations , et 
n*ont pas un mouvemeni rummun da translation 
ou de rotation , les variables *t 9t ' t «différeront 
très paa daa c«iordaiméat initialaa m\ jf^ s', du 
|NriDt aaquel elles répondant; on pourra les regar- 
der comme égales h x', y', s', en intégrant les va- 
leurs de «df , vdt , mdi , pour en déduire , à un in- 
atant «pialconque , les déplacamaiw éb 00 point 
suivant !«• tima aiaa dca eoordonadaa; et alors , 



Caa éqMtioa«(l), (S), (9), sont eallaa da U théo- 
rie du son dans un air dont la température et la 
densitf' constantes. Elles supposent que U 
formule uàs 4> «dy wdm soit une différentidla 
anelo; oa qni a Ban, aflbctivaaDwnt, dans laa 
deux cas paiticvlian aua<inab now allaas laa ap- 
pliquer, 

659. Supposons^ d'abord , que Pair aoit contMMl 
nn tuyau cylindrique , et que ses pointa M 
mptivriit parnllèlemcnt à l'axe, qni sera horiiOTlal, 
afin que U pesanteur ne fasse pas varier la den- 
sité. Sn pronaftt PaM daa • dana oalte diraotian , 
on aura a s= 0 et «0 s 0| la quantité 0 ne sera 
fonction qpiade m fM \ at réqaatkHi(S)aa cé» 
duira à 



On en déduira les mimes conséqueneao qae de 
Féqnation (l) du a,» 4W, ralativa ans vibrations 

longitudinales d'une verge élastique. Quand !p 
tuyau se prolongera infiniment, osera la viiesie 
de la propagation du ton anivant sa longueur j 
quand il lara tarminé , et d'une longueur la nos- 
bre des vibrations du fluide, dans Tunlté de temp», 
correspondant au ton le plus grave, sera en raison 
inverse de l\ quand la ton s*âiT«rB, easoaikia 
crnilra dans le même rapport que celui des nœudi 
de vibrations; et en désignant par >. la distance 
comprise entre deux nœuds consécutifs , et p«r a 



les intégrales utant prises de mauière qu*ellaa a^é- 
f anoniaaant quand l s 0. 

Quant à la quantitt-s, pour obtenir l'r ni.ition 
dont elle dépend , je mets D(l «) à la place de f 
dans l'équation (c) du numéro cité; aten négli- 

il» 4» 4l» 

gaantlaaprodnila da«atde — , — , —«il vient 

dx dy d» 



d.1 ♦ d» e d* « 



da.» ' i^» ' d«» 
, an anbitituant pour a sa valeur préeé« 



Sx 

En ces points , In vitpsse des molécules d'ail est 
nulle, et la condensation « ne l'est pas ; il y a, ai 
aontiaira, favliai painta aAcaUa oonéamatiN 
eaC aéro , at où la fluide ait an nonvement. La 
distances qui séparent ces antres points sont lei 
mêmes que pour les premiers , conMae on peut k 
voir par laa faramlea du n* 4MI. Us jouisaeat dNM 
propriété qntiertk les déterminer parrexpérience, 
et qui n'appartient qu'à eux. Si Ton fait une oa- 
verture i la paroi du tuyau en Tun de ces poiA 
oà U eoudouation aat unlla , et qu'on dtaUiM» h 
communication avec l'air extérieur, le mouveocat 
du fluide intérieur n'e«;t nuruncmeni changé, nos 
plus que le ton qu il fait entendre, ha prenant 
pour X la diitanoa da dauk da eut pointa oaméeU' 
tifs , et pour n le aonibia aocrespondani au Isa 
observé , l'équation précédente fera connaître h 
valeur de a, et par suite celle de la quantité C coo- 
tenna dans Paapm^nda ealtavilaMa. L*UMgt« 
pour cet objet , du ton élevé qui répond è une pir 
tia ailqmta da 1, est préféiable è celui du toa 
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-MlMNhiiiental , qni peut être ioflveaeétMr l« mode 
d'insufflation du tuyau et par les circonstances re* 
latives à Tembouchure. Cest de cette manière que 
a. Ouiong a déterminéf pour l'air et différeos gat, 
1«e mlenit de la ^«titilé > dn M* 638 ; laquelle 
quantité est égal* à t + ooawa «a te veite totti 
à l'heare. 

660. Pour secoad exemple | je supposerai que la 
iMMed*air a^éteiidie iadéBaioient en tevt sens , et 

qu^elle soit ébranlée semblablement, suivent teiiiw 
les directions , autour d'un point fite que je pren- 
drai pour origine des coordonnées. Sï Voo appelle r, 
an bout du tenpa #, le rayon vaeteurdn point qui 
lépondi ar, y. 5 . p( f ritesse, elle sera dirigée 
enifant ce rayon , et sa grondeur sera une fonction 
de r et ainsi que la oondensation « j car il est 
évident que tout doit être tymétriqiM antoor de 
Torigine des coordonnées, pendant teule la dvde 
du iQOOTement. Un aura 

ftr 

r r r 

et à «anse de 
itenréMllen 

en aorte que cette foranle aen la différentielle 

exa < tf d'unp fonrtion de r et t. Cette fonctionétant 
la quantité déterminée par l'équation (3), on 
evni 




penr le lémltente des vitesses « , v , w. 

In In diffdnntlantper nppertft «, y, a, eoanin 

aossi 



d9 df 

db ~i 


s 
r 


dp dp y dp dp M 


endiOl^l 




it une aecoade fSvit, il vient 


dm» 




d»p M* dp y*-^. a» 
dr* f» * dr f* • 


d* f 




d' p y* dp »» s* 






dr* r» (A- ri » 


d^f 




d*p M* dp X» y* 


*dM» 




df ér r» * 


etydVpfèi 


oea 


valenia, rdqnation (S) devient 



nn, 00 qui est la mène chose, 

d» .rp d» .rp 

(4) 



Son intégrale complète est (n» 486) 

= /"(r+fll) + F(r-o<); 

f et F désignant 1m deux fcmctiona arbtlrairci. 8i 
donc on fait 

dfM ^ d¥» 

pour une veiiablft qneloenqne n, endédniia deeette 

intégrale 

r 1 

1/" (»• + •<) + F («) 
r» f 

[f ir - at) -fir +«#}], I 

et ces formules feront connaître la vitesse et la con< 
denaation en un point et & un instant quelconques, 
après qu'on aura détenainé lea fanetienaf et/* ponr 
toutes Ifs Tolcurs de r n/, fjni rsf une variable 
positive, et les fonctions F et F' pour toutes les va- 
lenn pofitivea on négative de r— >«!. 

661. Tout étant semblable, par hypethèacianlenr 
de l'origine dos coordonnf'p'i , il fnnt r|iif; le rentre 
de l'ébranlement du fluide demeure immobile pen- 
dant tonte le durée dn nMMvenienl{ il eat deno né* 
ceMoite qne la pumiire fomnln (5) a^évanoniian 
aver r ; ce qui exige qoe, qnand eeiafnn eit înfi> 
niment petit, on ait 

f(r+oi) + F(r-o<J=T, 

T désignant une Tonction inemuMiede I. In feîtawl 
le rayon r tout-à-fait nul dans la première de ces 
équations et dans sa différentielle par rapport à ot, 
aavoir, 

m a 

et mettant a au lieu de at^ on aura donc 
/a+F(~a) = 0, ^*-r(-a)«0. (d) 
mais ceulenant penr lee valenia peaitivea de u, Cae 

équations feront connaître les valeurs de F ( js) 

et F ( — j), d'après celle de fs et j en sorte qu'il 
ne Nfltera plus qu'àdéteminer les valeurs de/js, 
/'a, la, r«| ponr toutae lea valen» poaifivea de a. 

1 

Pour cela, soient 4** et ~ ir les valeun initiales 

a 

de f pt s, de sorte que |r et désignent des fonc- 
tions données depuis r = 0 josqu'i r = ao , dont la 
première devra être nnlle pour r s: 0, et qni sont 
loBtea dans deeertaines vitoiaes. laleiielit 1=0, 
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duM leséqnatiom (6), noiu «UNta* 



4r« 



l 

a. /' 
9 


1 

d.—fr 
r 




+ ir • 


Ht 




d9 




1 





r r 



rentielleâ, il vient 

F» = - «4» * + - *i » f 

P',= l4a«+ ^*(4* + i'*), 



(8) 



en rapréteotanl par 6 et c deux constantes wbitnt- 
i«t,«tfaituit 

/4«ir = 4» «"i /'•i^ = r : 

OQ poom lopposer que ces dcnx intei^ralrs 
aouissent pour telle râleur qu'on voudra de nous 
prendront tout k l heure r = oo poivneltft talwir. 
81 r«n m Mulanent éfuà nw coastaat» è «t «i 

on en conclut 

pour r > Ali on «un auiii 

F(f-«l)=i*(r-«0+ 7*» 
r(r— «!)=: 7*» 
pour r < at, on aura 

et en verta dea équation» (6) il en réauttara 
F(r-ii<)s= i.ètr^nl)+ 

F«(r— «<)= f*> 

comme dana !e caa der > «I. Or, «laobatîtnant 

eea différentes valeurs dana le» formules (.5), on 

trouvera quVUrs se ic-Juisrnt n Tvro; de sorte que 
les deux constantes arbitraires i et c disparaisseiit 
des espreiaiona de t et«. 

En en faisant donc abstraction , et mettant s au 
lien de r dan» les éqnationa (7) et dana leurs diffé- 



pour îrs Tnlfnr<; qtii rest.TÎent h trouver. 

Les furmuies ^ô) ne contiendront plus rien d'in* 
connu, et renfermeront, par conséquent, la tehi- 
tion complète du problème. On peot remarquer qna 
rien, dans la question, ne pourrait servir ri déter- 
miner les valeurs de/'( — i), dont les formules (fi) 
n*eiigent pas Ui oonneissaDce. 

962. Voici maintenant les conséquences vdali* 
ves à la théorie dn aon, ^sedéduiaeni deowliw- 
mules. 

Soit « le rayon de l*ébraolemaitpcimiUr, en «oHi 
que 4'' et ifr aient des valeurs données irbilraîlt» 
nifnt depuis r—O jusqu'à r = «, et soient lére 
depuis r = ( jusqu'à r= oo . Les intégrales 4» r et 
f feront des quantités coDStaotes pour toutes ta 
voleurs do e qui surpoaaent et comme on les sif* 
pOBO nulles pour r =rao , elles lo seront aussi d^ 
r = I jusqu'à r s=: oo . 
Cela posé, si l'on considère d'abord «npoioldi 
fluide compris dans Tëtendue de Tébranlement pri- 
mitif, onouro r < ■. Tant que t sera moindre qs« 

les voleurs de/(r+a<) et f Doseiirt 

pas nulles, et on 1m déduira des équaUons (8); il m 
son do mèmoàrdgaid des velours do f (r — «0^ 

r 

F' (r — et) , tant qu on aura * < — i quand I sor- 
r 

passera—, celles-cisedédnirontdeedlesdc fi^at^r) 

a 

et f (ni — r), ou moyen des équations (6)^ eofia , 

r + 1 

quand lo temps * sera devenu plus gmad 4°*-^ 

tous les termes dn formules (6) seront nuls, ettsw 
les points contenus dans l'étendue de rébraalemeot 

primitif seront revenus à rëlat de repos. Ainii, 
pour tous les points compris dans la sphère doetU 
rayon est i, la durée du mouvement décroîtra, da 

centre à la aurfaoe, entre les Umitea — et ^ 

a tt 

lu dehors de rébmniement primitif, on >uti 

r ti/ > « ; ce qui fera disparaître f ( r 4* et) 
/* (r 4> ai) des formules (5), et les réduira à 

1 1 

f= -F'(r-oi) nr-o'h 

9 r* 

I 

« = — P(r-«<), 
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quand on a r > atf ou bieUf ta veriu de* éqna- 
«imM(6),à 

1 

(a#-r), 



11*1111 • al >r. Lm Teleurs des quantités com- 
prises dons CCS espreasioas de^et «seront drtnnées 
par les formules \ blesseront aulles tant quon 
•on r > «t «, d le fcdvTieadrMiC ièê qa^ua am 
r < a< — f ; d^oû Ton conclut que le son se pro> 
pagera i Pair libre avec la même vitesse a que 
daBS Tiatérieur d'un tuyau cylindrique j que le 
nomfMBMit d« chaque miMenle d*air 

pendant un intervalle de temps égal à — , et que la 

a 

largeur Vomlç sonore Mti éfile aadianièlteSs 
de rébranlement primitif. 

A une grande distaoce du centre de oetâwanle- 
teenl, en peana aé|$Uger les «eceods tenue» des 

valfurs f^c f, qui sont rîitisés par r» , par rapport 
aux premiers qui ne le sont que par on aura 
eler«| y«Ddaal tonte la datée do noof enent| 

t 

a 

coiame dans te w 498 1 où « représentait la ililata- 
tioa a« Kea de la eendenMtîon. £a YÏtetsc propre 
des molécttlet d*aUr décroîtra alonen raiaon inverse 

r\rr. On suppose Tiotensité du son proportionnelle 
au carré de cette vitesse ; en sorte qu'à une grande 
diatenee dn Ueo de rAranlemant primitif, elle dé- 
eiailia en niaen inverse du carré de cette diiteeee; 
ee qui paraît conforme à respérienre. 

Cet résultat» ont encore iieu , lorsque 1 cbranle- 
laent n^eat paa te aalaie ea Um eena. A nne dis- 
tance considérable par rapport à son diamètre , la 
vitessednson çsl «niformcetëtînlcùln constante a, 
les ondes ont une forme ti peu prca spbcrique| et| 
anÎTant la diieelioa de eba^ rayon, rinteniilé da 
•on varie en raison inverse du carré de la distaoce, 
(jtieHe que soit, d'ailleurs, sa variation en passant 
d'un rayon ù un autre. Cette intensité décroît aussi 
avec la densité dn Milieu on le ton eti produit; en 
aorte que, par exemple, elle diminueà mesure qu''on 
approclie du sommet d'une haute montagne. En 
considérant la propagation du son dans uu uir com» 
poad de oenebea de différintea deuitdt, oo trouve 
qu*à distance égale, son intensité ne dépend que 
de la densité au lieu de Téliranlement primitif j 
d'où il résulte qu'une personne placée dans un 
baUen « doit entradre le bmit qu*oo fait i la sur- 

face de ta terre, rnmmr si cîîr rtaif h crtff surface; 
tandis que le bruit qu'elle ferait serait entendu , <i 
cette surface, comme si ren était dana la couche 
atmotphérlqiie en te tronve Paâoatei. 



Si l'intensité du son dépend de la grandeur des 
vitaasea -dea moMeuIes d*eir qui frappent l*organe 

de l'ouïe, si l'âévetion du ton est régléesur le nom- 
bre de ces coup? dans \\n mAme temps, c'est4i-dire, 
sur la répétition plus ou moins fréquente des vibra- 
tions de Teir, on peut se dewonderceqni Mth 
différence d'une syllabe & une autre, chantées aven 
une même force et sur lin m^me ton. .^r!on Euler, 
cette différence doit être attribuée à ia forme de la 
fonction qui eiprime la loi des vitesses sneeessivee 
rîe l'nir pentlsnt r^nqim vibration j de manière que 
l'organe de la voix aurait la faculté de donner à 
cette fonction la forme convenable, et 1 organe de 
Touîe, la faculté d'en apprécier les formes diveiaea» 
683. Sans que !a forme de r^jualion (4) soit 
changée, on peut transporter l'origine des coor- 
doonée* en dVutres points du fluide. D'après cela, 
si l'on désigne par r„ r,„ r,y, ete., les rayeoa vec- 
teurs d'un même point, comptés de ces diverses 
origines, et si Ton suppose successiTeroent que a 
aeit fonction deéet deohaciiode ces rayons, on sa- 
tisfera à réquation (4) on moyen de la valeur de f 
du n» 660, et des valeurs qui s'en déduisent, en y 
mettant r^, r^^ r^, etc., au lieu de r, et changeant 
à ehaqne fols les Csnetietti arbitraires. Accuse de 
la forme linéaire de cette équation, on y satisfera 
donc aussi en prenant pour f la somme de toutesoes 
valeurs particulières , ce qui donne 



r 

l 

+ - [f, (^i + «0 + F. {r, - ai)] 



1 



Or, on conclura de cette formule, que si Puîr est 
ébranlé simultanément autour de ciiacune des ori- 

ginea de r„ ete., la cendensatien — en un 

point et à un instant qudeonques, qui sera toi^ours 
donnée par l'équation (1), aura pour valeur la 

somme des condensations qui auraient lieu en vertu 
de tous ces ébratileuiens isoles. De plus, en vertu 
des équations (t), las eemposantea de le vitesse an 
bout du temps f, et en uu point M, dontdr,y,s, 
sont les coordonnées par rapport à l'origine de r, 
auront pour expressions 



dp 
ds 

dp 

W= — 



dt dr df àr dp dr„ 

= +- 

dr dx dr, dz dr. 



— +ete., 

ds 



II 

df dr d$ dr^ dp dr^ 

=5 + + -f- etc., 

4r àt,dj/ dr„ d]f 

dp dr dz di\ df dr^i 

= i + + etc. i 

dt dë ét, â» dr^d» 
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d9 dp dp 

les différeuce* partielle» —, — , — , P"" 

dr dr,dr^i 

ses en reRardnnl r, r„ r„ etc., commedes variable» 
indépendantes. Hois si Ton appelle x,, y„ *„ les 
Mordoaaée» d» ■ rapporldêe à rortBÎM de r, et à 
des wtes penllèles à ceux des i, y, s, ces coordon- 
oëes y„ 5 , différeront de «, jf, », que d'une 
quantité coukUnte { de sorte que Pou âim 

ék-, ir, *, ^'^t:— li- 



ée ds, 



dy dg, r, 4m éMt 



MMMdei 

*rf_«if 



M 



'il 



en désignant par r„, y „ 2,,, Ips coordonnées -lu 
même point, dont Tori- ine est celle de r,^i et ainsi 
de suite. Les formules précéd«iitM davieodronl 
doue 

ét^ ^ Abu <r A% t 

>f- etc. 



dp s 


dp 




dp 




î7 




dr 




à% y 




y. 






i7 




- + 


*^ 




dp » 

dr r 


dp 


1 + 


dp 


»i. 



mule (9) réduite ii ses deux premiers tenueSySt' 
tdir: 

t=^ i [/•(r + «<) + FCr-«l)l 



et déterminant col 
traircs^, F, /"„ F^. 

£n effet, on dûtcrmiuera les deux premières, 
«MBine |»éeéd«mtiientf d*aptès Tétat initiel du 
fluide autour du point C ; las pmnts qui répondeat 
àf, < ^, n'appartenant pas an fluide, on pourra 
donner telle valeur qu'on «oudra à chacune des 
ft»neti«ms f,r, et T/i **** ^Itérer oet éUl initial; «■ 
pourra donc prendre pour les fonctions indiquée 
par/",, etFj les mêmes fonctions qu'on aura trou- 
vées pour celles dont les indices sont f et F; la for* 
nnlo précédante deviettdn «Ion 



r 



(10) 



d*o« Ton conclut que Im fétnltante <le u. e, to, 

dp 

•en U nêine que celle des -vitesses — , — ,— , etc., 

ir dr, ét» 

dirigées suivant rayons Tccteurs r, r , r „ etc., 
et, pur conséquent, en vertu de la iormule (9), la 
même, en fraudeur et cndifcction, que si tout tes 
ébranlenent antow de* centres de ces rayons 
avaient lieu isolément; rc qui s'^rconlr avec le 
principe de la superposition des i>cl»t4 roouvcraeiis. 

664. Cette formule (9) lartini «Uflii à délarminer 
la réfleûon dn ton eur nn pitn Use. 

Pour rrln , sripposons qnc la mssse d'air soit ter- 
minée par uu plan fiie AB^ûg. 140), et que Tébrau- 
lement primitif dt lieu anlour du point C, origine 
du rayon veclenr r, et ne se soit pas étendu jus- 
qu'au plan AB. De ce point, abaissons la perpendi- 
culaire CD sur ce plan j prolongeons-la d'une quan- 
tité DC,, <^gale à CD; supposons que C,soitrcrifinc 
de r,; et prenons la droite CDCj pour axedcas et x . 
Kn appelant h la longueur de CD, on aura « = A et 
— fcy pour tous les points du plan AB j pour 
ce* ardente deir et«„ il faudra dencqna la vitetse «, 
perpendiculaire à ce plan, soit constamment 
nulle (n" 653). Or, on satisfera à cette condition et 
à lelat initial du fluide, en prenant pour f la for- 



et ne venfermera plue rien dlneonnn. De 

tous les points du plan AB, encrisr^fla 

dp dp 

aura donc — = — } et comme on a ausii pour ew 

ét dr, 

mêmes points » = k et «, = — , il en résulter* 
« = 0 i en sorte que la formule (10) représentas 
Pétat initial du fluide , et remplira la condiUon re- 
lative aux points at^ilMMeuplen AB; cequ'iltV 
gissait d'obtenir. 

Soit M le point du fluide dent leenT«nevcctc«n 
CH et€^iontr etr| \ en wtn des deux partiesde 
la formule (10), eevointewe d'aberd dlmnlé m 

r — « 

bout d'un temps égal à— ^ , et 



d'un temps égal à 



, en détignant toujeen 



p!\r I le rayon de Tébranleraent primitif. Le prennff 
luouveiueut produit^ le Rott direct, et le ecoondle 
son fdlécbi. Galui-ttî sera le même que si le plaaAI 
n'existait pas , et qu'un second ébranlement iden- 
tique avec celui qui a lieu autour du point C, ait «« 
lieu simultanément «uleiir du point C,. Il se p**- 
pagen aveeU même vitesse a que le son direct, et 
aura rintensité correspondante à la distance Cl, 
ou à la ligne brisée CEM, en supposant que E »«» 
le point où le rayon C,B coope le plan AB. Bnfinff 
étant la normale à ce plan , les deux parties CE et 
ME du rayon sonore qui se réfléchit an point E,f^ 
ront TaDgle d'incidence tllFégalà l'angle de ré- 
flexion IBF. Aiid, U résulta de la formule (M) 
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qnelw lois de la réfleiiott da too lor un plan fixe 
font eiactament l«a mémet qne eelles da la la* 

iDtére. 

666. Goai|Mfeiit «MinteMiatk vitowe*, doDuée 

par la théorie, h celle qui a élu déterminée par Tex- 
périeiice; et pour cela, Toyons d^abord ce que si- 
guifie ia quaotité C contenue dans soo expression. 
If •prdt Im nlenn de f , #, du n* 6a8| m • 

• — £!SÎLiîJlL±iîI 
en pli» finplment 

en négliirennt lo carré de *. Supposons que n soit 
raagraeotation de température qui répond k cette 
condMMtioa « { da torto que U teiupénitafe « qvî 
était # dans Tétat d^équiliLrc , devienne I -f- « uu 
bout <Ju temps dans l'état de mouvement. A cet 
instant, la pression p, la densité p et la tempéra- 
ttn 1 4" *t nnroal lien tinuiltaiiéipeiit } d*«|wès 
l^fqMti4Mk(l) da v*6i6, oq«im doM 

l» = »Plt + *^(P + »)). 

en désignant part un coefleiest ladépendant de la 

densité et do la température, et par » le coefficient 
0,00876 de U dilatation des gas. Dans Tétai d'éq[ui- 

p = ymh, p = D , • = 0; 
appliquée à cet étatj l'équation précédente sera 



,011 «m,diMl*dUtde 



etv en compamitoelle v«I««v dftp k h formule (a), 
Uenvdsaltani 



e S3 



Or»eiPoii e oppea e les Tibrations de Tair anei n- 

pides pour que la condensation s ait Heu sans au- 
cune perte de chaleur, ou pourra mettre « et « à la 
place dê 1 6l • dam rdqiiatiop (0) du wfi 669 ; oe 



y étant le rapport de la chaleur spécifique de l'air 
sous une pression constante , k sa cbalear spéctfi- 
qne sous an volunte oontlaat. 
ta valeur daa* dna* 668 devieadia, da eelle 

gmkiy 



Si Ton appelle A la densité daFalraous lu pression 
gmk et i U terapârativa siro, on anra (n* 686) 



D = 



l 4< 

et par eomdqiMDt » 



(») 



Puisque la quantité -y est regardée comme iadù - 
pendanlade latempëratoreolda la pfearian(oo668), 
«n ToU| 1* qna la viteHo « croîtra avec la (onp^ 

rature S rîan^ !c rapport do 1 «i ^ Tunité; 
Z" qu'elle oc variera pas avec le» hauteurs baromé- 
triques , puisque h et à croissent en même temps 
eldant la mène rapport. Lee aeadéniciens fran- 
çais envoyés au Pérou , pour la maiure d'un arc dn 
méridien , ont, i*n efTet , trnuvp h peu près If> même 
vitesse du sou à yuito, ou la. pression barométri- 
que n'élail pas lonUh-fait de €■> ,56, qu'à fOrle, oà 
elle sY-iève k 9">,76* t*état hygrométrique de l'air 
doit Influer un peu snrla valeur de a: In dtnnté 
diminuant, toutes choses d'ailleurs égales, it me- 
iora qna Pair eonlieot nna plot grande qnantilé 
de vapeur, la vitesse a augmentera avec le degré 

d'humidité; mais d'apri^s Jfs donnép? du n"632, à 
la température do 18^,70, pur eiempie, la densité 

de Tair sec excède k peine de-L , celle de l'air 

chargé du maiimun de vapeur j ce qui nu iait 
qu'une variation do — pour la vitesse du sou dans 

ces deux états extrêmes de rbygromitre. 

Dans Texpérience la plus rééanlaqna l*eaafaifo 
sur la vitesse du son , les coaNninaîtei dn i 
de$ Longitndei ont trouYé 



a* s 



en prenant la seconde pour unité, et la tempéra* 
ture de l'air étant 16°,0du thermomètraoant%rada. 
Or, si l'on fait dans la formule (6) 

m 

g = ««,80896 , h = 0«,76, — = 10,468 , 

A 

• 8= 6,00670, I s 1«>,9| y ss 1,9748, 
00 an ddduit 

• m 697»,97; 

ce qui diffère peu du résultat de Tobservatiou. En 
prenant (n* 638), 

> = 1,421 , 

et conservant toutes les aulrcï données, on trouve 
a — 34â'n,60, 

dont la différence nvee Tobservotion est en sens 
contraire de la précédente, et toujours très petite. 
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Si Ton te sert de l« vîImm observée , pour <UlOt- 
aiiur b volonr doy «a nofoa do I« ibtnnilo 

fl» A 

on oblioBi, d'oprèo loi donndoi prdoédoaloi « 

0M. n no fout pas perdre de vaOf oa eomptrail 
eollo dorniéce valeur de à celle qui la précède , 
qu'elles Suppo«;frt l'nnçct l'autre la dilatation ou 

10 oondensalion du i'air asset rapide pour que la 
qmntité do oboleiir do itddoB*ott pot lo (empi de 
varier sensiblement. Or, dans la propagation du son 
B l'nir libre, d'où l'on n dt'duit In valeur ^=1,4061, 

11 gel possible que la chaleurs échappe ou revienne 
l^vs foeilenent mnm forme loyoaâîiilo, qoo dam 

le «on produit par l'air renfermé dons un lube , 
dont la considération a donné l'autre valeur y, = 
1^421 , et où la quantité de chalcar de chaque cou- 
«îio 4'oir no pont guère vorier que par lo oontaet 
avec les parois du tube. Cette remarque pourrait 
expliquer la difijcrence des deux résultats , et por» 
terait à penser que la plus gronde valeur de y est 
kptnoaoolo. 
Ba n'ayant point d^idà eotto «piontttd, lovi- 



teaaodn son, réduite à 



eet ooUe que 



Newton a donnée. Elle est trop petite de plus d'un 
sixième. Pour qu'elle s'accordài avec l'expérience, 
logrango avait remarqué qu'il fendrait «upposer 

que la pression variât dans un plus grand rapport 
que la densité , et f4t proportionnelle à peu près 

à la puissance*^; et, en effet, en négligeant le 

carré de «, la valeur do ^ dont noua ovont fait 
usage, est 

p = gmh (l -f ^+*, 

pour la densité 0(l-f>tf). Muis il n'a nssif^né au- 
cune cause de cette variation plus rapide do la force 
dlutiqnodol*air{ et o*Oit Laploeequira attribude, 
le premier, q la variation de température dont les 
condeusatious et les dilatations alternatives de 
l'air sont accompajj nées dani»le phénomène du son. 

Ceotà celte méâoooanio qn'ettdno lo propogic 
tion du son dans la \npeur d'eau au martmiMi de 
densité. Si Von fait vibrer un corps sonore dans un 
▼aitsoeu fermé, qui contienne cette vapeur non 
mélangée d'air, reapdrienoe proQToqoo le ton se 
produit [iaiis relie vapeur et s'entend au dehors. 
Or, si la température de la couche de vapeur udja- 
oente à ce oorpt eonoro n'dtatt pas augmentée, 
quand ollo Oit condoniéo par Ica vibrotioni do ce 
corps, cn<? sf> réduirait en eau et ^r- précipiterait 
•ur ce corps, puisqu'on la suppose au maximum de 
donaitd rdatif k la tempérainre do Poepoco où ollo 
an trouve ; mais sa température augmentant par la 
compiOMion , la coucho adjacente ou eorpo lonoro 



peut se maintenir à l'état de vapeur : cllecotideme 
ensuite la couche suivante, celle-ci , la couche qui 
vient après, cl aiasi de suite ; de sorte que le son 
se propage , oommo doua un goa pemmnent , jot- 
qu'à la paroi intérieure du vase, lea dilatations des 
couclips de vapeur, qui suivent leurs condensa- 
tions, sont aoi^mpagnées d'une diodnntioii de 
température, qui no loa idduit pao non plue an 
eau, puisque leur densité dimimin pn même temps, 
et descend au-dessous du maximum relatif à U 
température de Tespace où se passe le phéooolèaOi 
Wt, Kn oonaidérant Poon nomme on fluide un 
peu compressible et parfaitement élastique , 1c îon 
s'y propagera suivant les raèoM»loif que dans uo« 
masse d'air. Parvenu à ta sorCloa do 1*000, looon 
•ero on partie trannaia dan» l*air ottérienr , et eu 
partie réfléchi dans l'eau; dnn5 rn partage, la 
direction des ondes sonores , transmise et réflé* 
chie, se déterminera anivont ko loi* dolo rélhi^ 
tion et do lo rdSexion de la lumière. La vitesse da 
son Ti^flt'rTii scr i 1t même que celle d» son direct, 
et les rapports des intensités du son transmis et do 
son réfldobi ontro elloi ol ovoe nntenaild du «o 
diroel, dépendront du rapport des vitesoeo do la 
propagation du son dans les deui milieux super- 
posés , c'est-à-dire, dans l'air et dans l'eau. C'est 
ce qu'on peut voir dana loa mémoiroo oiién on eeoi- 
monoement de ce chapitre; ki, nous nous iKime- 
rnns îi calcnlrr la valeur numériquo do la |ViteiM 
du sou dans une masse d'ean» 

D'après ce qu'on a tu, dana lo oaa d*nn flnye 
élastiquOfOOtIo titoaao sera la même que si l'eao 
était rontfuu© dans un tube très étroit et d'une 
largeur constante \ et , dans ce cas , cette vtteaM 
eet anni lamAuM qnooollodo ki propagation do 
mouvement, toWant lo longnoor d'une verge élu- 
tiqup fîf^ b Tnême matière que l'eau. Or, supposons 
qu'une colonne d'eau coutenue dans un cylindre 
vertical , eoit ohargdo d'un poids A b eo pactio n- 
périeure; soient/sa longueur naturelle, et/— Jf, 
ce qu'elle devient par l'eff^et de cette pression; de 
sorte que f soit une fraction très petite, qui expriaie 
la condeneationdu liquide; soient onssifooopeidi, 
otf U giotité; ai Ton fdt, oommo donolon* 41^ 

— = g, 2:i-==tt», 

t f 

0 toro la viloaso domandéo, atnei qn*on Tn m dm 

le n«498. 

Appelons b la section horizontale de la coloaae 
d'eau j suppoiona qne la charge A soit égale sa 
poida dCnno colonne domeroira qui aurait h ponr 
base, et donl In hauteur serait représentée par i; 
désignons aussi par m la densité du ntercore| at 
par p tioUo do Toan; imus aorona 

otilenrdialtan 
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ea sorte qu'il tufflra pour calculer la vtlmrdftA, 
cif ronnnître U CMOtiott ^ rclttive à UMlMnifeiir 

itoanée h. 

A k teflipérttara 4a lOdegrii <MoUgrades , le 
phiskien «ngUlt Ctnlon « Ironré 

•ont on» durge équÎTiloate à la preMioii<MtiHiMiîr« 

de l'atiDoaphère. Ce > 'sullat a été confirmé, comme 
on l'a dit prëcédomniLnt (n'> />7fl\ par les expé- 
rieacet récentes qu'on a faites sous tics pressions 
plut coDtidérablea , tt q«i ont donné uoo-oondm» 

■ation proportionnelle à la pression et égale à la 

valeur précédente cle S, pour « Itn'pie [irp-ssion at- 
mosphérique. liQ plus, CCS cipcncuces, quelque 



gnndo qa*«U été la pression , n*ont indiqné 

ome augmentntinn sensîLIe du température ; en 
loito qu'il 07 a pas lieu de croire que la propaga- 
tion do ion ém Tetn , toit «ceompagnée , comno 
dauPftir, d'une variation de température qui puisso 
influer sur sa TÏtessc. Ci-h t-tant, si Ton substitue 
cette valeur de f daus la formule preçédeulO| et 
qu'on ffiMO 

m 

g= 9»,80899, h ss 0»,7«, — = 13,6976, 

r 

oaondédiiil^ 

o = 1484>>>; 

de manière que la vitesse du son nnusToantOiptlM 
Iq quadruple de sa vitesse daus i air. 



CHAPITRE UL 
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608. La MpiMMilloo qoe noot odonMons doaooo 

clmpilrf» est ronrtTif sons In drnnminatiori d'fcypo- 
ihése duparailèlimnt dts tranckts.lLWe consiste ù 
■apposer que quand on floida pesant, de Tean, par 
exemple, s'écoule dans un vase, et sort par un orî» 

fiée horiï-ontal pratique- nu fonrl dii vo'îe, lp5 tran- 
cbet borixontales et infiniment minces te reiapla- 
cont fUMOttivenient , en demeurent parallèles & 
elies-mêniet. Cela revient à négliger les différences 
des vitesses verticales des points qui appartien- 
nent à mie même traoohe boriioatale, et à regarder 
duMiao trenehoeoinme eompoiéedee mènes pointa 
du fluide pendant toute la durée du mouvemenL 
On né::Iige aussi les vitesses horiiontales , qu'on 
suppose très petites par rapport aux vitesses ver- 
tioeles , et qui inflnent pen sur i« iriteeie Terticale 
oonunnne à tous les point;» d'une môme tranche. 

Ces suppositions sont d'autnnf p!ns rnnfnrmp'î k 
l'observation , que les dimenstuus horuoutaltis do 
Tato wknt moins, et qaelenrt différeneetf d*iine 
Inwdie ^ une autre, sont plus petites , eu égard k 
la hauteur du liquide au-dessus de l'orifice. Quand 
ces conditions sont remplies, on observe, en eiTet, 
qnedot peredlM d*nnft pmiMiire légère, jetées 
dan* lo liqnid* et «nliatnéee par ton nwuTanenti 



M menvant , 4 pa» préa TaiticilaaMttl , avec ose 

vitesse i peu j rès r^alr jtrnir toTites les parcelles 
qui se trouvent dans une même tranche horiton" 
taie. Elles conservent ces directions tant qo'ellai 
ns aont paa tréa rapproohéaa de r«nftea ; qnand 

rl!f;s fn sont à dr pffitr -; fHstanccs , et que l'i'ten- 
duc do Torifice diITéro notablement de ceUe dM 
sectioni inCériaorn dn vaso, «llaa prannant daa 
diiaetione obliquai, qui maotveot qu'alors le paril* 
létismo des tranr^ir? cesse d'être admissible ; mr 
il y a lieu de croire que ces légires particules s'at- 
tachent au liquide , et prennent esaetament le 
mouvement des points auxquels elles répondent. 

Dnns riiypotlièse du piiraltétisme des tranches, 
telle que nous l'expliquons, on aura donc teule- 
■Mot dans Ineonnuai k détatminert an fenotiam 
de deux variables, savoir t la vifame d^une tranche 
quelconque et In prps«i(>n rpiN-llM ('prouve, en 
fonction» de la dulAucc u un plau hunaontal et du 
tempe. La qneatîon acfo ainei rddnita à sa plua 
grande simplicité , etsoMCptible , comme on va le 
vatr, d'une solution «omplète, daoa le cead'ua 
tlutde homogéoe et incomprestilile. 

99». Soient ABCD (fig. 141) la vata, AB rorifleo 
horiionlal, nia nivaes du liquida, 0« un asa 



Digitized by Google 



m 



JKknt DE HâCAIIIQD£. 



vcfftiod, rar kqttd m emnpitlefl distancw dei 

tranches horiionlales & un point Ric 0, ou au pltn 
borixonUl mené par ce point. Soit aussi HlfH'N' 
IIM timnche quelconque , comprise eotre deux 
wetiont tuMriiontelM Ûl et 1^' du vus , dont la 

tîiçtnnrc nii point 0 est x mi brint c]u trmps f qnel- 
oonquc, et dont l'épait&cur est dr. Appelons « sa 
^feiK «a néne intUint, etp la pression rapportée 
i Tonité de MifoM, qui • lieu sur la base tnpé- 
ïieurc M?* , rt f><ît frnn^misp . parle fluide, sur la 
beie inférieure M i>' et sur les parois Al' et RU' du 
vase. IMeipiom par y Pair» de le Motion Ht do 
▼ase, qui sera donnt-e , dans chaque exemple , en 
fonction de x. Enfio^soient I l iravité et f la den- 
sité constante du fluide; la question consistera, 
oonme on vient de le dire , à détemiaer lei ▼■<- 
lenn de • etp en fonotiont de I el«É 

La masse de la tranche que nous considérons 
•era le produit fyds de la densité p et de sou volume 
ftm. Si elle éteit lOw* , viteiee eafnentenit de 
git pendant Tinstaot dt^ elle augmente réellement 
dfî dv y la viteue perdue est deno fdt'^éa i 
et Ton a 

(* - ^) tf, 

pour la iurcu perdue , c'est-à-dire , pour la partie 
du poids Sffi» détmile par le pfesiien dee entrée 
tranches. D'après le principe de D^AIembert, il y 
aura donc équilibre dans le fluide , si l'on suppose 
toutes ses trancfaes sollicitées par de semblables 
forces ; dons eet état , le preMian pu qui e lien snr 

la hns»; «iupiîricure MN à<- la tranche fydi^ se trans- 
mettra, en raison des surfaces (n» 678), sur la base 
inlMeare VR', et deviendie, codséquemment, fy\ 
en désignent par f* Peire de VIP; per eeneéqnenl 
si Ton ajoute h cette pression transmise , la force 
nM>trice précédente} on aura le pression totale 
«nroéetnr VR'} en eu r e pté i e a tent par p' cette 
pMMÎon, lepporlde II rnnitd de wirliMe, il an 
rétolteie 

Or , qtinnfités p' et y* sont ce que fîc^ifnnpTit p 
et y, quand ou y met X'^da 9.11 lieu de s \ ctx uu* 
gligeent lee kfialaent petite du «ec«id ordre , on 
enndone 

dp djf 

ma de 

et, cooséquemment, 

dx 

ce qui réduit l'équation précédente à oelle-ct : 




dp 

qnel'on obtient niuei en OMtteotf — — à lepleee 

iê 

de X dmt k treWéne équation d'équilibre da 

n" 583. 

67U. La seconde équation nécessaire pour dv^t^r- 
mincr les deux inconnues p et o , sera fouruic par 
le eontidération de TinoonipreMibtUté dn flnide. 
Il en résulte que la volume du fluide qui passe, 
! piMuiant l'instant d< , par chaque section horiton- 
tuieduvase, doit être le même pour toute» les 
oeetîene; per ooneéqnent, lee vlteeees dn <nide qui 
répondent , en même temps , à deux seclîoni diffé» 
rentes du vase, doivent être réciproquement pro- 
portionnelles aux aires de ces sections. Si donc 00 
eppelle «| an beat dn tempe ^ le viteue qni a lien 
h l'orifice horizontal AB ; que l'on représente par» 
l'aire de cet oriflce , et que l'on compare cette ri- 
lesse à celle qui répond à la section quelconque 
■Nyonann 

9 : n : : • : f ; 

d*on Von lire 

«M 

y 

Dans celle taleur de e , u est une fon^on de <, 
et y une fonelien de • ; en pent donc en prendre Is 
(lifTérentielle par rapporté l'une on à l'iutre de ces 
deux Tariobles : la différentielle reUtive à s cx« 
primerait la différence entre les vitesses de dces 
trandMe oenséentivee, qni «nt lien an néme in* 
stfinl; en JilT<5rcntiant par rapport ht . on nnnif 
la diiféreuce entre les vitesses de deux tranche* 
du fluide , qui répondent eneceeeiveintnt k It 
nèoie eeetion du vase; neiepnnr avoir ladiiS- 
rcnce entre !c5 Titessp^ siifcessivea d'une tnènie 
tranche, qui se déplace pendant T instant df,ii 
faut différentier à b fois la valeur de « per rappetl 
nns dem vaiiablee I et «, en oonsidéwntl» leoMdi 
MMBM UM feneâoD de la pveaMire; onqpi deiie 

d» «A» mm éjf «bt 

ét'^ y A y* dk dt ' 

dm 

On a dTaillmini —sso} aies efMil égifd fc Ti- 

dt 

quation (d), il en résulte 

do « dfu u* 
d» ~~ y dl g* dm 
dt 

Cett eetle ealear de — qu*ai«nlenpleferdaii 

dt 

l'équation (1) , qui devient, en conséquence, 

5- V. ** *r ^ 

ds ~ y dî 
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Je miUliplic ses deux membres par ds j j'iotègre 
«Itilil» par rapport à ; et en observant qn*alora 
du 

lee qmnlitésiiel — doivent être regardée* eomme 
dt 

des coostetttee, il vient 

t etaat la coaitante arbitraire qui peut être une 
fonction de (. Penr le déterminer, je reprdeente 

par m la pression atmosphérique, «t je suppose que 

ce soitcelle qui a lieu à la surface supérieure EF du 
liquide. Avant que le niouvement comoience, cette 

•nfice «et horliontele ; et eemnie on edmei que 
clieqne tnne1i«=lMnkont«le ee «eapoee eoneten- 



ment des mèniei points du fluide) il s'ensuit que 
la iufaee SP demenrera berisontaie pendant 
toute la durée du mouTement. Au bout du temps 
je désigne par 6 la distance de EF au point 0, et 
par* l'aire de cette section variable du vase, de 
iorte que • soit la mène fonction de t que y est de 
on aoie h la fda 

F = *t «as*, f = o} 

et si ron ioppoie qne l'intégrale ^^-^ 
k # ss t , Péqnation préoédoite donnera 



no nojen de qnoî^ cetio équation 



= •+ 5f (*-«)- T - / ( )• 



(3> 



Les équations (2) et (3) feront connaître immé- 
diatement lea valeurs des deux inconnues v et /> , 
lorsqu*oa anni déterminé la valonr de «. 

•71. Pour ccîa , j'observe que la pression qui a 
lieu à l'orifice AB sera donnée : si le liquide s'é- 
coule dans Tair libre, eUo sera la pression atmo- 
sphérique, comma à son niveau EF; s'il s'écoule 
dans !e ride, elle sera 7.éro ; pour plus de généra- 
lité, je supposerai que l'écoulement a lieu dans un 
air dont la forée élastique est égale à la pression «, 
diminuée de la pression gfC correspondante i une 
hautetir dnnnép c du liquiiio; cn sortc qn^en ap- 
pelant l la distance de 1 oriûce AB an point 0 , on 
num constamment 

P = « — ff«» 

pour x~l. J'appelle aussi h U hauteur du niveau 
II du liquide au-dessus de cet orifice, ou la diffë- 

1 

reneo l^-l, etjefc|itésentcptr— lavalourdelln- 

K 

Pdm 

l4^1o J - — , étendue au voinne entier du Ii> 

qnidcj de manière que x soit une ligne, dont la 
longueur son une fonelion de A, dépendante de la 
figure du vase, etdonnéedans ohaque exemple. 
A l'orifice, on aura donOi en mémo tempe, la voleur 
précédente de p , et 

y\J^\ ds 1 

par eonséqnent, Téquation , impliquée à cette 
section du vase, deviendra 

• ém 1 

+ r «««^ssO, (4) 



en faisant, pour abréger. 

On peut remarquer que cette quantité numé- 
rique C* sera toujours noe quantité positive et 
moindre que l'unité } car , pour qu elle devint né- 
gative , il faudrait que Taire de la plus petite Mo- 
tion du vase surpassât celle de l'orifice , et le 
liquide se détacVicniit du vase à rendroit de cette 
section aiMt'ma, qui deviendrait le véritable ori- 
fice par lequel récoolcroont auraUlien* 

Lorsque le niveau du liquide sera entretenu à 
une hauteur constante au-dessus de Torifice, les 
trois quantités A, ' , X , seront des constantes don- 
nées, et réquation(4) suffira pour déterminer In 
valeur do u en fonction de /. Quand leniveauEF 
s'abaissera pendant l'écoulement du liquide, A 
sera une variable qu'il faudra aussi déterminer m 
fonetiondo I. Or, à ee niveott, csi a y=B«eC 
dl 

0 = — jet à cause que la somme l-f-Aestunn 

a 

dl dk 

constante / , on a aussi — s*«— } en vertu de 

A d» 
Téquation (^8) on aura dosie 

dh «w 

+ - = Oi (ô) 
dl • 

et les valeurs de « et A dépendront des dont éqoo- 

tiens difTérenlicUes (4) et (5) , qui sont do premier 
ordre. Ou dt^termirtcra les deux constuiiles arbitrai- 
res que leurs intégrales contiendront, au moyen de 
la hauteur initiale do liquide, et en observant qu'on 

a M = 0, à l'origine du mouvement. 

Soit que le niveau s'ubaisso ou qu'il n<» VHrie pa*, 
si l'on appelle g le volume du liquide sorti du vaso 
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uu bout du temps I , sa diCFérenttelle tora égale au 
Tcdooie «mA da la tnnelM qni tf»T«fM Torifl w AB 
pandtitt IHuiMil ét^vn nn dope 

d^ » mMii, f = mjhdti 

riiilégrito étant prise de ■wnièn qu'elle e'df«- 

nonissc quand /= 0. 

Nous allons appliquer succeasivemeot ces diffé- 
renlei fornatw «as de«n eee dn niTean «rasiaat 
et du niveau variable. 

679. Dans le premier eai , l*di|iiatLoD (4) dopna 



d*oà Ton tire} es meCtaot liavliettdeà«|>e,ct 
intégrant 



l/ZghJ-Cu 



on n*ajente pae de eonstante atbitraife , pavée 

qu^on doit avoir u = 0 , quand <=0. On pourra , 
sans changer cette formule, regarder, à Tolontc, 

C et y/Hgh , comme des quantités positiTcs ou né- 
gatives ^ nous les supposons positiTes. L^oa aura 
lement, 



Z,jk ~Lu=. (1/"^^+ Su) « 



(0) 



en désignant, comme à l'ordinaire, par e la base 
des logarithmes népérieus. A mesure que t aug- 
aaenleia, le aeooiid membra da ealta dqoation 

diminuera ; nn liont rl'nn rerlain Icnips , il sera 
sensiblement nul, et à partir de cette t-puquc , la 
vitesse « aura nne ^evr k peu prés coustaiite , 



In dieqae point du vaM, la pwitioii j» et la vi- 

tcssc V varieront avec ta vitesse « , et deviendront 
sensiblenieiit constantes en même temps que w. 

du 

Si Ten fait — = o , dan* Is femmle et qtt*on y 

dt 

mette pour «sa valeur précédente^ on aura 

potit ta valeur finale de p , retalive au point quel* 
conque H. 

Duns rétat d'équilibre , la pression en ce point 
serait «-{-^r (' — v «i^^ <i*t donc augmentée ou 
diminoée par le mouvement du liquide , sdon que 

le dernier terme de cette formule est positif ou né- 
gatif, c'est>à*dire, selon q-ie lu section lioritontale 
MNouy, est plus grande ou plus petite que la 
section Ô on «. 



L^équation (6) donne 

^ Cx/l/^ 



Cxtl/î^ 



— e 



+ • 



à cause de j ^ *J^i 9 = 0 quand « = 0| 



on 



2m. 



2a 



)■ 



pour le volume de liqûde sorti dn ' 
temps f. Au boutd*un certain temps, on poun-n ri*- 
gliger la seconde exponentielle , par rapport à la 
première, et Ton aura aim^ement 



Le premier twne est le Tolume oorrespoadantà la 

viteMo constante — [/u^ de réeenlement; le 

volume total est plus petit , parce qu'eau commen» 
cernent la valeur variable de u est moindre qoe 
cette vitesse finale. 

678. Dans \r cas du niveau variable, ji" ronsi^t-re 
u comme une fonction de A, et j'élimine dt entre 
les équations (4) «t (5) \ ce qui donne 

en comprenant toujours la constante e dans k. 
J'appelle s la hauteur due i ta vitMse ««de sorte 

qu'on ait 

«* = Sjs . «i^u = gd». 

L'équation précédenteso olmngeennne éqneliea 
linéaire, savoir : 



0) 



^ _ ^ ** a. 



dont Pintégiale s*obtiendre, comme on ssit, i 

forme finie. 

Connaissant s et « en fonctions de ft, Têqua* 
tion (ô) donnera i en fonction de h , par une in» 
tégraUon immédiate; en sorte que Ton connaltrs 

le temps écoulé, quand le niveau du liquide sera i 
une bautevir h au-dessus d»- l'orifirc , « t . if-f-ipro- 
quemeitt, la hauteur h du mveau Lï au bout d uo 
temps quelconque f. On ema le tempe entisr ds 
l'écoulement de tout le liquide , en intégrant U 
valeur (io dt dfjMiis la vabnir initiale de h jusqu'à 
fc=U. (^uaat uu volume q du ilutde écoule, il 

sers , & chaque instant , égal «n Tolume dn vise 
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eom|irii «olrs 1« nïvcao miible «I le nifcaii ini- 
tiai. 

074. Supposons , par exempte , que ie rase soit 
un cylindre vertical , terroioc par un segment de 
surface dont le flèche est Iris petite et dens lequel 

est percé l'oriCcc hnriinnf a! AB. Soient al'aire con- 
ston(c lie la sectiou huriioiitale du cylindre, et n 
le rapport de « k de sorte qu^on ait 

• ^ «> — 1 
• ss — >. C*ss 

n 

En fiiisnnt aLstructIon lUï segment inférienr Hu 
vase qu'on suppose très petit , on pourra prendre 

t h 

• = «j y=a> — = — > 
* a 

deni rdqaatien (9), qui deviendra «Ion 

Son intégrale complète est 



I n* \ 



2 — »» • 



en désignant par C la constante arbitraire. Si on 
appelle H It Vâleur initiile de à , il fendre que « 
s*év«DOoiMe pour à = H { oa qui «kige qn^oii ait 

d*où il itfmUeni , & un instent quelconque , 



2 — »* 
Ott euro , en mène tempe , 



cl , en vertu de Téquation (5), 



(8) 



Cest dams cette formule qn*il fendre intégrer 

pour oI>teriir t en fonction de Jb. Dans le cet de 
is = 1 , on aura 

dh 



df 



d'où Ton tire 



S 

et| per conséquent, 



oomneeeledoitélre, puisque Torifioe étant olore 
<^j;al à la base du cylindre, le mouveoient du flnide 

doit être le même qcie celui d'un corpi solide pe- 
saut qui tuiube dans le vide. La formule (9) S' inté- 
gre encore eout ferme finie, lorsqu'on e n* =9; et 
celft n'a lieu que pour celte râleur et j 1 1 r = t. 
Mais son intégrale définie, prise depuis h = H jus- 
qu'à À = 0, qui exprime le temps de récoulcment 
entier du liquide , pourra toujours te réduire à dee 
transcendantes que M. Lc£:erulrc a nommées ûi<^- 
gr^ê EwUrituMt de la seconde espèce, et dont il 
e donné des tables numériques. J'ai effectué ail- 
leurs cette réduction *\ ici je me boniendàappU» 
quer la formule (9) an catdeil^ ssft, OÙ die a» 
présente sous la forme ^ . 
D'apréa la régie ordinaire^ aavéritaUe valeur 



est 



Or, ai Ton fait 



h = f«~ ^' ' A s= — 4ûe~ 



X* 



il en réeoltera 

H = 




2H 



Les limites relatives à « , qui répondent à * = H 
et À = 0, seront «s 0 et s =1:00; si donc on 
appelle T te tempe de l'domilement total , on j 



T = .l/^- /-.-»• 

S*/ • 9 



en el 



tbaervantqne '{otégrale^^ est la 



moitié 



comme on l'a tti dans le n" 513. II s'ensuit que le 
tt-nips T est celui des petites oscillations d'un pen* 

dttle simple, dont la longueur aérait — B. 

075. Lorsque rorifice AB est très petit par rap- 
port aux sectinn<; lioriiontales du rase, on peut 
négliger le terme oiultipliépor »dansréquatioo(4), 

du 

à moins que le iaoteur — ne sait trte grand: ce 

qui a lieu , en effet, au comumicement du mou- 
vement , 011 la vitesse u varie avec une grande ra- 
pidité. On peut aussi y mettre l'unité & la place 
de C j et alors, soit que le niveau EF s'abaisse ou 
qu'il ne varie pas , Téquation (4) se réduit 4 

g {h ^ e) — j- u* =z O i 
d'où l'on tire 
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Il en rimUm oe théorème : quo la vitnse d*iiiili- 

guidi- (\m sort d'un vase fêt un très pclit orifice, 
est és,'nle i\ celle qu'un corps pesant acquerrait en 
tombant dans le vide, d'une hauteur égale a celle 
du niveau in liqvîda an-dessus do cet orifice, 
quand les pressions supérieure et inférieure sont 
égales, ou , plus généralement, de la hauteur du 
niveau , augmentée de la constante c , quand ces 
dons pvoBtioassont iuégelet. 

Dans le cas du niveau constant, re tTicorème ré- 
sulta de la valeur finale de u, trouvée dana le 
Q" 6)3, en y faisant C s= 1. U résulte aossi de la 
fornule (8), appliquée au cas où» est un très grand 
nombre, afin que Torifice • soit une très pelito 
partie de la section horitontnls a du cylindru. Oit 
peut alors mettre n* k la pUcedeiM — 2; ce qui 
ebsnge d^abord la foroule(8) en eelle^û : 



•eitrinelinaison dacet orifice ; h étant la haulcar 

variable on cnnsfnnte du niveau du liquide au- 
dessus du centre de Torifice , et c la constante 
provenant de le diflVrence des prenions eatérien- 
I qui répondent h ce niveau et à cette ouverture. 
Si le vase est placé dans le y'xdc , rff sorte que les 
deux prcMioos et cette constante soient nulles, les 
moMoules du ^liquide auront, en sorUnt-^du Ta», 
la vitesse l/e^lk due 4 U iMUtaur h , qui est onsn 
la vitesse nécessaire pour s'élever , dans le vide, à 
cette hauteur (n* 130). Par conscqucut , si l'oa 
donne au fluide, au moyen d*un tuyau, une diree» 
lion verticale , Il reroonteni , an d^ors , à ta han- 
teur de son iiii-rnu iiUéncnr j ce qui est , en effet, 
conforme à l'espcrience. Généralement , les molé- 
cules du fluide dëerirant dans le vide, après un 
très court intervalle de temps , des paraboles dont 
la tangente h leur point de départ dépendra de la 
direction du jet, et le paramètre, de labaut«ur4 
ou h -f- e, si la constaul» c n*est pes nulle. 

E« pression p sera sensiblement la même que 
dansTétut d'équilibre, excepté à l'orifice , où elle 
sera égale à «— ^K, ou lieu de ^r^sicHc 
était aussi égale à m+gfh sur cette partie da 
vBse, les pressions berituntiles se détruiiaient, 
les pressions verticales se réduiraient ou poids du 
liquide, ftUBmenlé de la pression qm a lieu 
sur la surface du niveau; d*où Ton pont cooclore 
que, dans Tétat do mouvement, la charge totale 
que le vose anrn à supporter se composera deU 
pression verticale qui aurait lieu dans rélatd'équf 
libre, et d^uoe foroe murmale an plan de l*crifiee, 
diri.;ée de deboTS en dedans du vase, et é;:ùlc ù 
l'excès de la pression (« + gfh) « sur la pression 
(«— jfc) «, ou à Sf (fc + c) • , en désignant too> 
jours par • l'aire très petite do eet orifloo. 

677. Dans le cas d'un niveau constant » l d'un 
orifit^e trè<; petit , horizontal ou incliné, la ei*ptmi 
pendant le temps i, c'est à-dirOt la volume 9 du 
liquide qui sort dtt vaso avec la vitesse}/^ 



t>r,dès que A seranotableracut moindre que H, 

la puissance «• do rapport — sera une très petite 

fraction, et cette valaur de 11 se réduira, à très peu 
près, à «SB 

L'orifice AB étant très prt.t, si la section MN 
n'est pas très voisine de celle ouverture, le rap- 
m* 

port — , qui entra dans la formule (3) , sera très 

petit} le rappact — Test également j on ponmi 
•« 

donc supprimer te dernier terme de cette formule ; 
et si l'on néglige aussi le terme multiplié par • , 
elle se réduira k 

F = « + « (* 

d'où l'on conclut que , dans le cas d'un très petit 
orifice, la pression en tous le» points du vase éloi- 
gnés de cette ouverture, est sensiblement la même 
pendant le mouvement que dans l*état d*équiliJMre< 

676. I.'hypotlicse du parallétistne des tranches 
exige, en général, que l'orifice soit lioritontal j 

mais, dans le cas d'un très petit orifice, on l'admet I doit pas oublier que 1 hypothèse du puraUé* 



ce (pii résulte aussi de la valeur finale de q trouvée 
dans le n" 672, en v !n-g!ij;einit le curré de laU 



encore locsque le liquide s^écoule par une ouver* 

ture latérale , dont le plan » une inclinaison (]uel- 
conque, et peut même être vertical. L'observation 
feit voir qu^elors le liquide situé è pen de distance 
au-dessous de cette petite ouverture, demeure 
stoî^nant , et que les tranclies horiionlalc: < it .if>es 
à une pareille distance au-dessus de cette même 
ouverture, descendent parallèlement k elles- 
mêmes ; en sorte que le parallélisme des Iriincties 
n'est troublé , comme dans le cas d'nn petit orilice 
boritontal, que pour la partie du liquide très 
voi sine de P oriicfti On pourra donc prendre 
l^2g (A-|-c), pour la vitesse d^un liquide qui 
s'écoule per une très petite «nverture , quèlla que 



tisme des tranebes , sur laquelle cette Talenr def 

est fondée, n'est qu'une approximation dont I« 
dej;ré d'exactiturlf tu- peut pas être évalué à|»nar^ 
et dont les rcsullulii uc «iutveut pas être employés 
sans restriction. Or, reipérîence ne s^aceorde p« 
toujours avec cette valeur théorique de la dépense. 

Si h paroi du vaso n'est pus 1res mince, ctqœ 
Touverturc pratiquée dans son épaisseur soitéta* 
sée intérieurement, de telle sorte que le Boids 
quis'écoule hors du \ase soit un cylindre vertical, 
ou un cylindre recourbe dont les sections normates 
soient constantes et égales à Taire « do rorificei 
prise sur la surface aitérieuredu vase; dansée 
cas, disons-nous, la dépense observée s'accorde 
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avec la valeur prccédenie de q. Mais daos le cas 
«l*iui oriSc« en miitùê pturoi , 1* dépoife observée 
est lonjours proporliomifllo ù l'aîre de l'orifice, 
el • la racine carrée de rélévation du niveau, 
ofiinme dens k formule théorique j mais elle» é- 
carie de celte formale dam sa ▼alenr absolve , qni 
CTi rIrfTrre p;ir lin fncteur à peu près constant r t, 
moindre que Tunité. D'après les espériences {<;i 
méritent le pin de eon&nee, ee fectenr est 0,(1:^ \ 
en sorte que la valeur de f ,dont on fait usage dans 
la pratique, est 

pour un très petit orifice en mince paroi , et une 

hauteur du niveau asseï grande par rapport aux 
dimensions de cette ouverturci horisootale ou in- 

ciiuée. 

On attribue cette différeooe eus directions incU» 

nées que prennent les molccules du li(iiii(lc en ap- 
prochant de l'orifice, que je suppose horitontal, 
pour (Uer les idiles; directions qu'elles conservent 
eprie avoir traversé la mince paroi du vase. Il en 
résulte que la veine fluide cslcricure se rt-tréi il, 
jusqu'à une petite distance du vase, uù la section 
tmasvcnai* nt à son «AiAmmi, pour devenir 
ensuite constante. Ce phénomène est ce qu'on 
nj jîf'îlf la contraction dê la veine fluide. L'écoulc- 
ment du fluide est le même que »i rurilice était la 
eeotloo de la veine à Tendrolt de sa plus grande 
contraction , de manière que si l'on désigne per «' 
Piire (le cette section, et pur A' sa distance con- 
staiil'j iu niveau du liquide, la dcpcnsc sera eipri- 

inet i'iir »' I \/^2ij h' , du, îi très peu près, par 

m! t \/'<iqh , à cause du peu de différence de h' et 
or, en effet, par des mesure» directes de la 
section*' comparée ii l'orifiee*, on trouve que 

ces deux quantités sont dans nn rapport h. [icn près 
indépendant de A, et que l'on a constamment 
= (0,6a) «. 

8i l'on adapte à Torifice en niioee psroi , un 

a/ufa^e cylindrique en dehors du vase, perpendi- 
culaire au plan de l'orifice , et par lequel l'écuulc- 
menl aum lieu , reipérienee montre que la dé- 
pense est augmentée, et peut s'élever aux quatre 
cinrjuième» du résullnt de !.i théorie. Si cet ajutage 
ist enfoncé dans l'intérieur du vase , la dépense 
est, eu contraire , diminnée, et réduite à moitié de 
la dépense théorique ; en sorte que , dans la valeur 
précédente de ^, le facteur 0,63 doit être remplacé 
par 0,8i) dans le premier cas , et par 0,60 dans le 
second. Je me borne à citer soceinctcmeot ces 
résultats de rohscrvation , qui n*ont été ramenés, 
jusqu'à présent , à aucune théorie. 

078. Ou admet aussi l'hypothèse du parullélisiue 
des tranches dans le mouvement d'un fluide élas- 
tique ijui suri d'tiii vase par uu orifice quelconque j 
«telle s'écarte peu de la vérité, quand les sections 
du vase, psiallèles au plan de l'oriGce , ne diffèrent 
pas beaucoup Tune de Tautre, elqne le longueur 



du vase est usset grande par rapport ii leurs di- 



DanS ce cas , on peut faire abstratlicn île la pe- 
santeur, et supposer que le mouvement soit uni* 
quement dû à la force élastique du fluide , plus 
grande on plus petite i Tintérieur du vase qu'en 
dehors. On supprimera r^oncle terme dépendant 
de (ji dans l'équation (l) , qui convient aux liquides 
et aux fluides élastiques. De plus , la dilférentiello 
dev , qu'elle renferme, devant être prise par rap- 
port à < et à la variable s considérée comnwfone- 
tioii de f, on aura 

de de dx 

de = — df H df; 

d^ i* dt ^ 



dx 

I, on a eussi — =r , cette équation de- 
dt 



viendra 



dp dp dp 

+ r T + f» T = 

ds dt ds 



Le fluide étant compressible, il n'eu pats 
ptm un même volume, à chaque instant, par 
toutes les sections dt! vitsr, et l'équation (2) n'aura 
pas lieu. La masse de Uuide qui psise pendant l'in- 
stant df par la seetion JKR , sera égale à fj/cdt j ce 
sera oette même masse qui passera, l'instant 
d'après , en changeant de volume, par la section 
M'N' j et pendant toute la durée du mouvement, sa 
grandeur ne varier» pas. La difiSérentieUe du pro> 
duit fyv, prise par rapport à t et à U variable* 
considércQ comme une fonction de t, sera donc 
nulle} et h cause que y n'est fonction que de « , 



et qu'on n — =:e, on en eonehir» 



dt 

f»» — -f- 



F" 



dt 



d. fB 



(*) 



Enfin I si Ton euppose que le température de- 
meure constante pendant !<« mouvement, dan» 
toute la masse du fluide , ou aura 

P = f*i 

k étant un oœflleient constant et donné. 



Cdaposé,en 



— au lieu de f dans les 



équations (a) et (6) , on aura deux équations aux 
difiéreoces partielle» du premier ordre , pour déterv 

miner, en fonctions de s et (, les detu inconnues v 
ctpdu problème. Elles ne sont pas intégrables 
sotis forme iinie, et les valeurs de c et ji ne pour» 
ront s'obtenir que par approtimation. Ces valeurs 
renfermeront deux fonctions arbitraires, que l'on 
déterminera d'après deux conditions particulières i 
pour cela, je supposerai, d'une part , que l'écoule- 
ment ait lieu à Teir libre , en sorte qu'en désignant 
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|Mr« laprvwion aiiBosphërique , rapportée t Vu» 
vM de furfaco, on ait constamment p=«,à 

l'orifice AB. D'un anfrecôlé, je supposerai aussi 
que te vase soit en communication avec un gato* 
mètn d*uiie ^nd« oapaci<d, eu moyen duquel on 
entretienne une pression constante et donnée, sur 
nne section £F du fluide , parallèle à AB et de po- 
•îtion fixe, de manière qu'en désignant pur «' cette 
pNMÎon rapportée k Tunité dn inrfSMe, on ait 
aussi p = '(r', en cet endroit du vase, pendant 
totile la tiMTvf du niouverncnt. Si donc on compte 
là distance s à partir du plan EF , et qu'on appeUe 
lin diitanoe oomprian entre AB et •« «vra, 
quel que soit < , p = «' pour x = 0, et p = « pour 
«=f; ce qui servira & déterminer les deux fonc- 
tions arbitraires, et ù compléter la solution du 
pieblème. laia cette aelntien eet trop eom|iIiqu<e 
pour qu'on en puisse déduire nucun r<'sn1lat utile ; 
et, dans la pratique, il suffit de connaître la vitesse 
constante de l'écoulement du fluide par l'orifice 
AB, lanqne la preuion f» et la vitcaoe e aent deve- 
nues constantes en cbaquc point du vase ; ce qui 
arrive, en général, aftrcs un tréa court intervalle 
de temps. 

dv dp 
678. faiaona donc — s 0 et — =0 , dans lea 
i* dt 
équations (a) et (b) ; elles se rédniront k dew 
éqnatiooa différentiellea, aavoir : 



k dp dv 
f dm 4» 



dy d .fiv 
dar ds 



ècaoïadaysftp^ 
L^inlégnln do la aeeondn do cm éqnatiooa «tt 

o dUmt la constanto atbïtrairo. In déalgnant ton- 

jours par <» l'orifice AB , rt pnr u la vitesse du 
fluide à cet orifice, de sorte qu'on ait à la foi$ 
y = «,e=ni|) = «, et, par conséquent, osmii, 
lloa lénriloiOi on m point qnoleonq«o dn vafOi 



mm* 



r = 



IF 



En anbatitoant cette Tolovr do • donok première 
éqDotimi(e),U Tient 

d'où l'on tire , en intégrant ot d^ignontpar c'In 
oonatante arbitraire , 



fe déttipio par • Pairo do la aeeUon IF, do aorte 
qu'on uit, en mémo teapt) y pasV; en 

aura donc 

•»«*«• 

et^ en «otranèhaat oettoéqnolion do la prieédenta, 

P ^ / 1 1 \ 

* log 1 «• «* n* f j ) = «. It] 

' 2 Vf» y» 

les équations (d) et (a) feront connaître fa vi- 
tesse et ta pression en un point quelconque du 
vaao , dèo que Ton coonaiira la vitOMO » rdative k 
l'orifice. Or, en faisant p^m et y es «| dans 
l'équation (a), on en conclut 



«» «• 



2p» y* 



• s c'. 



d'où l'ou tirera U valeur de n. On fexa , dana cette 
formule, 

k = grfi, 

en appelant g la gravité , et r Ir rapport de lu den- 
sité du mercure à celle du fluide intérieur, sous 
nne preiaion baromékriqno dont k hontoiir oit fe , 
lu volume dn BoidoqMaorlifn dn vaae pondant la 
temps I aura pour valeur «flf. 

Quand l'orifice aeratrèa petit, onremarquen, 
commedana 1o n^ 678, qu*il no fera ptna oécea- 
saire qn*il aoit paralUlo à la section EF , c'est-à- 
dire, qu'il pourra Hrf prrîtiqrn- à la partie latérale 
du vase, et avoir une iacimaison queictmque sur 
le plan de eelloaeetion. (ht pourra aloro négliger 

a.* 

le terne dépendant de — , dana le premier membre 
a* 

de réqoation (f) qni doriendn 

n*as SyrA.l(^<— ; 

par conaéqttOQt, la vitesse do Pécoulement dn 

fluide par un tr^<; petit orifice, sera celle qui senït 
due à une hauteur rhj multipliée par le Ic^axitbiM 

népérien du rapport — . I« anppoaitioa qn^on a 
m 

faite d^nne température iof oriablo pendant loola 

la durée du mouvement eiigo que la vitesse « aa 

soit pas très «•o!i<>i<)fr,il>Ie, sans quoi la température 
varierait comme dana la piopagatiou du son. 
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RXtATIVB A LOSAGS DU PRINCIPE DBS POSGfiS ViVSS, DANS LE CALCUL 

0£S MACHINLb EU MOUVKUESIT. « 



fl80. Le principe d«* TÎtettci vitldette» dimne 
iamMbtaaieiilIflf oondition* d'équilibre des Tor- 
ces appliquées aux machines; celui des forces 
vives reofenne de même la théorie de leur mouve- 
■Mot| et fonroit le tnojea le ploi direct de eeku- 
1er les effets des forces qui leur sont eppliqnées. 
Cet usage du principe de^ forces vîtes forme, pour 
ainsi dire I ie point do jonction de la Mécaniqae 
letioniielleetde U Mtfeeaiqae indostrielle. C*ert 
pourquoi j'ai rru devoir donner succinctement , 
dans cette addition, les notions les plus ^dnéralos 
ilir eette matière. Pour de plus grands développe- 
matÊt j^indiquemi lee leçons de lleTler, h 
VÉcole des Ponts et chaussées, et de M. Poncelct , 
à rÉcoledc rArtillcrio et du Génie, qui ont 
•euleinenl liUiographiées , mais ouxquelies ces 
saTans profeeMnn denneroot tut doute ploe do 
publicité. 

681. Les m ac bù uê sont des iustrumeos ou des 
fffeléiiies de corpe lolides, propres à transporter 
Tection des feffcee, d^ane perlie à une autre de ces 
assemblages. 

Quand one mecbioe est eu mouTcment, certains 
potnle lent donc ieamii à dei fM«ee données, et 
dPantres parties esercent dei prenione mr les 
corps cïtérieurs , ou sont pressi'cs réciproque* 
ment par ces corps que la machine e^ destinée à 
déplicer en à déformer. Lef preoùèret forces s*op- 
pelient^fMe nouvaniM; leurs points d'applica- 
tion se meuvent suivant leurs directions, ou, 
plus généralement , les directions des mouvemens 
de eee points font des «ngles aigus avec celles do 
ces forces. Par opposition, on nomme forces résis- 
iantei , les pressions exercées par les corps exté- 
rieurs i et les directions des mouvemens de leurs 
pointe d*epplieetîon sont eontroices à oslletde ces 
foroaii o«| dn nmu, elles font avee edles>ei des 
angles o1itu<;. 

La liaison des parties d'une machine est telle , 
qu*elle ne peut prendre , en t;énéral , qde deui 



nooTomens directement opposées Vvak l'antre; 

il s^ensuit doiu; quo, quand le sens du mouvement 
qu'elle prend cirec-tivcmeiit est connu , il suffit 
d'une seule équation pour déterminer ce mouve- 
ment d^nne manière complu. Cette équation cet 
celle que l'on obtient en intégrant les deu moDH 
bica de Téquatton (a) du n*> 666, savoir : 

ld.2Hi»*=SM(}[d;«4-Tdy+ Zds). (a) 

An bout d'un temps quelconque <, compté depuis 
J'erifiue dn monvementf v représente la vitesse 
du point dont r . , ; , sont les trois coordonnées 
rapportées à des uxcs iixos et rectangulaires j m est 
la masse de ce point dx , dy , ds , sont les projeo- 
tions, sur ces axes , de l'espace qu'il parcourt pen- 
dant l'instont dl ; on tlé":i.;m- pnr mM , m/., les 
composantes de su force uiuti icc parallèles ii ces 
mêmes azes^ et les sommes S s*étendent & tous les 
point» m dn système. 

682. Avant d'aller plus loin , il importe de dis- 
tinguer , dans le second membre de l'équation (a), 
les termes qui proviennent des forées aonvantes 
et ceux qui résultent des forces réustantOSi et de 
leur donner «ne autre forme. 

Pour celti, soient P unedes forces mouvantes, et 
», C, y, les angles quefitîtsadireetieaaveedes pa- 
rallèles OUI axesdea^f ff^ s{ «elaCivenientfc eette 
force, on aora 

eiXssPcos4B| «TssPceeC, mZ=:Peos>. 

Soient aussi ât Tetpaoe décrit pr son point d'ep- 

plication pendant l'instant ^ft, et x, fi, », les an.;;î<-'> 
quii fait la direction de dê avec ses projections dx , 
dy, ds, de sorte qu'on ait 

dx ~ds cos A , dji=d* cos ^ , ds = ds iv, < 

Désignons enfin par ((p la projection de ds sur l.i 
direction de la force P, et par f l'angle compris 
entre d^ et «b ; nous anrons 



■ 

4p = dir ces ces # s cos • ces x «f- cos ( cos ja + cos > cos r} 
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et, tle CCS diverses équations , on déduira 
m{\dx + \dy + Idi) = Vdp, 

pour le terme dit «l'cond inwinbrcde r^nBUoa(o), 
qui répond à la force P. 

In dëiignanl ptr Q une des foroM résitUnies , 
etpBr dq la projection $ur le prolon^enici'.t ào sa 
direction , de Tcspacc pîircouru pendant l'instant 
dt par son point d'application, on trouvera de 
même — Qdg poor le terme de ce second membre 
qui provient de li force Q. De eelte uMOière , Vé- 
qoation (a) |>rendra 1« forme 

1 i. Saiv* = SPdjp — XQdf ; (»} 

Tnoo des sommes S eonlenoes dons son eeeeod 
membre s*dteildant à toutes les forces mouvantes 
de la machinp , et Pautreù toutes les rorr("î résis- 
ianiet. D'après les hypothèses qu'on a faites sur 
les directions de ces dens sortes de forces, en dgsnl 
ensensdesmouvemens des pnintsoùelies agissent, 
les quantités dp et dq sont positivci , nin<5i que P 
et Q, et conséquemment , les sommes 2 ne &e 
comfNM«nt que de termes positifs. 

683. En ddsigiMvtpar k \ i vitesse initiale du 
point quelconque m, ou 1 i ^ ilrnr fie v r<-pond 
« f— 0 , et iotégraotlcs doux, nicuibrus de i équa- 
tion on eore 

1 ï,». _ 1 = f2Vdp - jxqdq ; (c) 

les intégrales étant prises de mnv'u'-rr qu'elles 
s'évanouissent k l'origine du mouvement. 

C'est sous cette forme qa*on emploie l'équation 
des forces l«ves, pour calculer les effets des ma- 
cliîtus en mouvement; elle coïncide avec l'équa- 
tion {b) du n" 565 , lorsqu'on peut effectuer les 
intégrations indiquées dans son second membre. 

Les produits Vdp et Qc/p , dont les sommes sont 
soumises à ces intégrations , ont reçu différentes 
dénominations : on les appelle quantUéê faction , 
wtmuudftÊtUvUé , effttt dynamiquêê, des forces P 
et Q. Userait à désirer qu'on les désignât toujours 
par un même nom. H. Coriolis a propos»' de les 
nommer quantités d» travail iUmentaire i nous 
■dopterons cette dénominstion. les sommes SPdp 
etZQ<^ seront donc les quantités de travail élé- 
mentaire, produite!! pcndunt un même instant par 
toutes les forces mouvantes et toutes les forces 
résIsUntes; et leurs iatégrates /^d^ et /XQd|r 
exprimeront le travail moteur et le travail réêit- 
tant r^!ii ont fil lieu dans la machine , depuis l'ori- 
gine du mouvement jusqu'à l'instant que l'on 
considère. 

Ainsi, l'équation (c) signifiera que, dans une ma- 
chine en mouvement, Taccroisseraent, pendant un 
temps quelconque, de ta deml-somrae des forces 
vives de toutes ses partiei| est toujours ^al à Te»- 
cès du tra> nil niuteur sur le travail résistant pen- 
dant le même temps. 

084. Si la force mouvante P , on la force résts» 



tante Q, est un poids n, qui descende, dans le pre- 
mier cas, d*nne hauteur verticale fc, on qui monter 

doua le second cas, à la même liauteur, le tr.ivnit 
moteur ou rés»st!»nt qui en résultera, aura pour va- 
leur le produit Pfc , quel que soit le chemin par- 
couru par ce poids, de maniire que ft soit toujours 
la projection verticale de la Iip;ne droite ou courbe 
que son centre de gravité a suivie. Si cette ligne est 
fermée ou présente des sinuosités, il y aura en al* 
temativemeot travail moteur et travail résistant; 
et&étiinl la différence de niroau du point de dé- 
part et du point d'arrivée, H* sera l'excès do pre- 
mier travail sur le second. Dans le cas où 11 a 
pas d'alternatives, la quantité de travail eerrespon* 
dantc à un poids TI élevé à une liaulcnr h cqnivant 
à la quantité de travail qui répond à un autre poids 

W élevé k une bauteur fc', telle que 1*0» ait V= ^. 

TV 

Quelle que soit la force Pou Q, rinté^role/Pip ou 
ft^dq est toujours équivalente au produit d un poids 
n et d*une hauteur k\ et pour comparer entreeus et 
exprimer en nombres des travaua de différente 
nature, on peut ainsi les assimiler à df« poids don- 
nés, élevés à des hauteurs données. On prend alors 
pour unité de travail , que Ton appelle commuué» 
ment «uAi ignamiquë, le travail correspondant à 
un poids de 1000 kilogrammes, qu'on élève à U 
hauteur d'un mètre, on qui descend d'un mètre de 
hauteur verticale. Cela étant, si Pon calcnle les vs> 
leurs numériques des intégrales fPdp et/ï}dg , en 
prenant lOOO kilo^'r'iit!nif« jionr unité de force, ci 
le mètre pour uniic Itneairu, la uumbces que l'on 
obtiendra de cette manière etprimeront en unités 
dynamiques, les quantités de travail rcpréscnlces 
par ces intégrales. Une somme qijelcon<iuc de force 

vivC) telle que ^2ni9* , par exemple, pourra uuisi 

être exprimée en unités dynamiques ; car si l'on 
appelle i lu hauteur due à U vitesse v, g la gravité, 
(Blif le poids de «s, on aura 

a* = 2s/, j» = yw, |ïine« = Spli 

et cette somme est de la même nature que les inté» 
grnles fPdp et J^dq, ou que le produit Uh, 
685. Lorsque la machine part durepui, Péiqua* 

tion (c) se réduit à 

1 2mn> = /XPdp — /XQdg. (il) 

Son premier membre étant une quantité essentiel* 

lemcnt positive, il r;<ut que dons les premiers mo- 
mens le travail moteur l'emporte sur le travail 
résistant, lais les vitesses des points de la maebine 

ne pouvant pas croître iiHlefiniment, ce premier 
menibri: atteint son maiimum uu bout d'un eertain 
temps, qui est généralement peu considerahle. P" 
un moyen qui sera indiqué toutrè-rbeuref on fiit 
en sorte qn'i partir de cet instant du uMurimum, la 
demi-aomme ^tmv des forces vives demeure cm> 
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étante, ev o*éprettv« plut que de itèê petites vaik- 

tions ; el l'on tlit alors ([iie la macliiiie est (larTcnuc 
à son état permanent. Uans cet état constant | on 
a, en diffërentiantréquation préccdente, 

de flMnière que la machine n^a plut d'autre effet 
qeede changer, à chaque instant, le travail moteur 
ÂénenUire en une qeanlUé égale de travail réti*- 

tant. Mais il importo d'observer que la quantité 
fiQéqde trsTail résistant dans lequel se change le 
travail moteur J XPdf, pendant un temp« quelcon- 
que, ne cempiend pas seutemenl le travail ^a^oa 
veut exécuter, au moyen de cet instrument ; l'inté- 
grale f^Qdq comprend aussi le travail rpsistnnt qui 
provieut du frottement des parties de la maciiiuc, 
■entre elles ou eonlie dM eerps étrangers, et de la 
r Jsistanoe du milieu dans lequel la machine est en 
mouvement. 

Pour avoir égard, par exemple, aux frottemens, 
il7aut, d*apris ce qa^on e vn dans le n» M9, ajou- 
ter à rintégrale/^SQcig, provenant du travail résis* 
tant proprement dit, une autre intégrale fïfS^dsy 
dans laquelle /*est le coefficient du frottement, Il la 
pression nmtuetledes parties frottantes, et drl*^ 
lément de la courbe décrite pur leur point de con- 
tact. Cette addition changera i'ëquiition (i) en 
«elle^i : 

j-lm^ssfXféi—Jiqdq^fXfMê. (e) 

Il suit de là que quond une machine a atteint son 

état permanent, la quantité de tmvait fSfift plO- 
duite pendant un temps donné, par les forces mou- 
vantes, n'est pas représentée en totalité par la pur* 
tie utile yXQdj du travail résistant, laquelle partie 
est toujours moindre que le trdvuil niuleur f iPdp, 
de tonte la quantité 4e travail correspondante aui 
frottemens et aun antres résistances. Une machine 
est d'autant meilleure que le travail utile /tlQd^V 
approche davantage d'être égal au travail niDleur 
/ X9dp i mais la première intégrale ne peut, quelle 
que soit la combinaison des parties de la machine, 
être égale à la seconde , ni , à plus forte raison, la 
surpasser. Parmi les machines iniiiarfaitcs , nù le 
travail utile n'était qu'une très petite fraction du 
travail moteur, el où la pl us grande partie de celui» 
lA se treuvait absorbée par les frottemens, on peut 
citer, pour exemple, l'ancienne machine <li- M.uty : 
le travail moteur consistait eu une chute d'une par- 
tie considérable des eaoi de la Seine, et le travail 
utile était l'élévation d'une quantité d'eau à une 
hautetir qui était bien loin de oonpenier l'exiguite 
de son volume. 

689. Les quantités qui constituent essentielle» 
ment une machine SOnt la partie à laquelle sontap- 
pliquées les forces mouvantes, celle (jui tst en con- 
tact avec le corps que 1 ou a pour objet de mouvoir 
OU de déformer, et la partie intermédiaire qui 
transmet Taetioa det forces mouventea. Qnnnd on 



a satisfait ans conditions de la solidité, il importe 

pour l*économic de* fruis de conslnirlion et pour 
la diminution des frottemens, que la masse totale 
de la machine aoit la plus petite possible ; mais il 
f a une avtreeonsidéfation, qui exige que l*on eug» 
mente cette masse, et qu'on iiji)»te uiu trois parties 
essentielles ''ont elle so compose, une autre pièce 
qu'on appelle un volant^ et qui consiste, en géné* 
rai| en un eorps solide tournant entour d'un aie 

Les mouvcmens des trois premières parties d'une 
machina étant alternatifa ou révolutifs, ht demi- 

somme ^«m* déférées vives qui s'y rapportent, 

après qu'elle a atteint son nMiedmnn, devient nne 

quantité périodique ; il en est de même, par consé- 
quent, k t'cf^aril Hu sf cond menibrr" r!r IV-'[uation(e){ 
en sorte que SI lu machine était réduite a ses trois 
parties eMentielles, le travail moteur et te travetl 
résistant, en comprenant dans celui-ci les effets dn 
frottemens, l'cmporteroient alternr^livf^ment l'un 
sur l'autre; et si tes variations aitcrnutivcs du tra- 
vail moteur ftMpt et de le partie /S/1ldt dn tra- 
vail résistant, n^étaient pas réglées exactement sur 
les périodes de la machine, la quantité flQ^dq de 
travail utile varierait continuellement. Or, pour la 
lionne eséeulion des ouvrages que Fon veut elfee- 
tuer au moyen d'une machine, il est indispensable, 
le plus souvent, que le travail utile approche, au- 
tant que possible, de l'uniformité) et c'est à remplir 
cette condition que te volant cet destiné. 

En effet, soient dm un élément rie la masse dn 
volant, et r sa distance à l'uxe de rotation ; appc» 
Ions m la vitesse angulaire autour de cet axe, com- 
mune à tous ICSéténUNIS dm, et qui peut varier d'un 
instant h un autre ; r« sera la vitesse absolue de dm} 
par conséquent, la somme des forces vives de 
toute la masse du votant aura pour valeur jr**,*dm^ 
ou, ce qui est la mémo chose, le proiiuit u«.* ^en 
désignant par /u le moment d'inertie du votant par 
rapport à sou axe, c'est-à-dire, l'intégrale Jr* dm. 
étendue li sa masse entière. Si donc on ajoute 

•^M-* SU premiermembre doTéquation («), et si 

l'on suppose que la demi-somme -^Xrnv^ se rap- 
porte aux trois autres paities de la machine, on 
aura 

jfA*,* -f. ISme* =fi»df—/xqdp^/2pids', 
d*Ott l'on tire 

en faisant, pour abréger, 

K = fJLPdp — f2f»d9 — ~ 2me> . 

Or, on conçoit que les variations de «peuvent être 

réi;!ce$ sur celles de cette quantité R , de manière 

que la variation totale de |;'jNiS aoit réduite 
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B de très petites omplitudes , et que , par cmoé' 
qnrnl, le travail rétieUnt soit k peu fti» iav«rîeble 
dans W'Ud permanent de ta machine : on conçoit 
aussi que, toutes choses d'aillears égales, les taria- 
tioni de la 'nlawe m dtt Tolani seront d*a«taiit 
aBoindreSi que son aMnent d*inerCÎA #» ssva plus 
grand. 

087. Par Tadditioa d'un volant, la dépense de 
travatl moteur néocsssire pour metUo la machine 
en mouTenent at pour accroître la force vivo 
«otnl" iii>;(]n'à ce qu'elle «oit parrentic an maxi- 
mum^ se trouve augmentée} mais quand la nia> 
cbiao est arrivée k son état iiemianent , les masses 
de ses dilTcrentes parties n'ont plus d^inlloenee sur 
son travail, si 00 n^ost celio de lenr poids snr le» 
frottemeos. 

Pendant le nonvement de le madiine, s'il sur- 
vient un dlOC de ses parties entre elles ou contre 
des corps étrangers, et qu'après le choc les points 
de contact aient une vitcs!>i- commune dous le 
sens normal auv soffeees , il y aura diminution de 
force vive dans le système; si les pui tics qui se sont 
cliofjnci <•, se séparent, en Tcrtu He leur éhisticité, il 
y aura encore perte de force vive, quand ces par- 
tice m seront pas paHaitement élastiques; et 
quand elles le seront , il y aura perte de force vive 
(îflTi"; 1:» première partie du clioc, puis une augmen- 
tation précisément tigale à cette perte dans la 
seoonde psrtie (n» 673). Par conséquent, pour ra- 
mener la machine à son état permanent , sans qu'il 
y ait diiiiinulion dans la quantité de travail résis- 
tant ,11 litudra que les lorccs mouvantes fassent 
«ne nonvéllo dépense de travail moteur, semblable 
à celle qui a eu lieu & Torigiuu du mouvement , et 
égale k la moitié de la force vive perdue daus le 
cboc, C est pourquoi , indépendamment du dom- 
mage qne les chocs produisent dens les machines , 
il est encore nécessaire de lesévitcTf pour l'écono- 
mie des forces mouvantes. 

688. Eu (général, le travail résistant qui provient 
des frottemcns et ^e Faction du milieu, est une 
(]uantitt' coiiliinjcUrnioal froi .'iaiilc ^ ponr qu'il y 
ait un travail utile, on, seulement, pour que le 
iQOuvcmcut de la uucliiuo soit cntrctcuu, il est 
donc nécessaire que la quantité de trovail moteur 
croisse »'j..ilrmc4)t uvcc le temps, dans un rapport 
au moins é^ul à celui de l'accroissemcut du travail 
résistant. Si cela n^a pas lien , le travail résistant 
finira par cire égal an travail moteur : h cet 
inii îiii, la iknii-iommc lies forrcs vives de tons 
les points du sjstvme sera nulle ^ les vitesses de 
tous cet points seront léro , et le machine s'arrê- 
tera et se trouvera réduite au repos. 

Aii\ frnttcmens et ani r(5îiistani'( .s des milieux 
qui protluiseat cet épuisement graduel d« la force 
vive, on peut encore ajouter la communication 
d*uiie partie du mouvement de lasMchineli ses 
supports, I.iquH1r' partie va ensuite se perdre dans 
le soi »ur lequel ta machine est établie. Cette 
commoniostion ne provient pss seulement du dé- 



faut de solidité des supports ; elle a aussi lieu en 
vertu de leur élasticité, qui permet au mouvement 
de s'y propager de la même manière que le sonj 
et il peut résulter de cette propagation une diminu- 
tion de vitesse des parUes de la madUoe , seroblu- 
Me h celle qui seroit produite par la résistance 
d'un milieu .T'iii donné un cicmple de cet effet 
singulier, dans le mouvement d'un pendule sus- 
pendu & l'extrémité d'une verge élastique et hori« 
tontalOf d'une longueur indéfinie *. 

Quand on supprime 1*art; m des forces mon- 
vantes, et que le travail utile de la machine a aussi 
cessé , l'équation des foroes vives se change en 
ccllend : 

1 Imv* = 1 imk* — flf^dê } 

Imk* étant la somme des forces vives de tovs les 

points du système "i rct instant, Zmr* cette somme 
à une époque kub^cqueote, et JX/Hdt comprenant 
le travail qui provient des frottemens , de îs résis- 
tance du milieu et de la perte du mouvement psr 

les supports. Or, ce dernier terme sera btentit 

égal k j Saii* j la force vive de ta machine se 

trouvera complt'tement »'piiis(5c, et la machine ces- 
sera de se mouvoir, comme on l'a dvjà dit dam 
le n«6O0. 

689. Quand un homme transporte son propre 
poid?, que j'appellf'T:ii H à une hauteur verticale h 
uu-dc»sus de sou poiul de départ , la quantité de 
travail produite est exprimée par ni, d'après la 
règle du no 6S4 ; mais cette quantité donnerait une 
idée très imparfaite des efforts musculaires qui 
oiit été faits , et de la force totale que cet homme 
a développée* D serait dîAcilo d*en obtenir une 
mesure exacte; on peut seulement faire voir 
qu'elle doit surpasser, souvent de beaueonp , la 
quantitépréoédcuic, qui serait nulle si la hauteur A 
était téro, quoique, ceiteinement, il y ait une 
(luantité do travail mécanique correspondante à 
la marche d'un homme sur un plan horirontal. 

Dans cette toarcbc, je suppose que l'homme ait 
d'abord le pied gaudte en avant du pied droit; son 
rentre de gravité est alors abaissé , au-dessoasdo 
sa position naturelle, d'une quantité que je dé- 
signerai par 1. En s'uppuyant sur son pied gauche, 
et s'aident du frottement de ce pied contre le sel , 
riiomme ramène son pied droit au niveau dn 
pied gauche, puis le pied droit devance le pied 
gauche, et va se poser sur le sol j ce qui fuit un pas 
entier, oompoié de doux parties. Or, dans ta pre- 
mière partie, l'homme soulève son « entre de gra- 
vité de la hauteur <, et produit par là une quantité 
de travail égale à ili j il imprime, «u même instant, 
à ce point une vitesse borixontale , que je désigne- 
rai par n , k la fin dn ptemicr demi-pas ; ce qui 
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tt^paodkime «oAr» qiMotité de tttwwl éq^îm* 

1 IXo* 

lente à la demi-force vÏTe — — , eto désignant 

3 9 

par g la gravité. On devrait «score ajouter à 

1 nat 

— -^«lapnti» de b dmi-MOUM detforaw 
8 ^ 

vivw |ife««imt des vitoeeee idâtiv«i d»tevs lei 

autres points du corps {n° 670); md* j*«n ferai 
abstraction dans cette évaluation , qui ne peut être 
qu'un aperçu. Je supposerai aussi que le second 
d«iBi-pû«]ieiimv«rtad«laTitflMe MMpdMàb 
fin du premier , et du poids du corps qui retombe 
sur le sol, de manière que, pondant lo second 
dMÛ«|MS| l*homme n'exerce plus aucun efliort , et 
qoetottitaiw» varticato athoriioalaU, doatfOD 

rentre Hc prarité se trouve encore anim*? à la fin 
du pas entier, soient détraites par le cbocetle 
frattenant da laa piad dmil contre le sol. Dans 
«alla liypaCUia, la quantité da ImTail da llioauna 

1 lia* 

pendant le pas entier, (sera la somme ITi > 

a g > 

ou n («^«), en appelant « la hauteur due à Ja 
vitesse a, de sorte qu'on ait a* r= 2gm. 

n soit delà que dam m» nonlireisde pas ëgaai 
«Ifenblables, la quantité i]p travail d'un homme 
afiiOMly portant un fardean et marrhnnt 
tente berisentile, aura pour valeur 
daignant par K Ma paidallaug- 
mpntô rfp relui du fardeau. Si le poids total a été 
élevé verticalement à une hauteur h an-dessus du 
pemt da départ , il fondra igouter KA à la quantité 
aK (•+•); et ai le flurdeaa ait Iralnd anmoe 

route, où il «éprouve un frottement qui soit repré- 
senté par une partie F de son poids, il en résultera 
me antre angraentatàen de travail égale à F<, en 
appelant / la longueur du trajet. 

890. Dans le calcul <îps pfrr(«i Hes machines en 
mouvement, il est souvent utile de distinguer les 
vHatNt eonaBimea et le» vitenei relaUves de 
leora dîffifrens point*. Four oeb, aeient toujours 
s ,y, s, an bout du temps / , le; coordonnées du 
point quelconque dont U masse est à cet tn- 
•tant, les eoeapoeanlca de *■ vitesaa absolaa aeroot 
dx dtj ds 

~i — » — je»! «o bout du temps l+di, les oeer- 
dt mi di 

données de ce même peint devîendrant^^db, 

y-f- rfy , î -f- f^r, on peut décomposer le mou- 
vement du système , pendant l'instant dt^tnun 
nenvenaenC de Irendatien et de relation eenumm 
à tous ses points, dans laqid lenra dîitances 
•oient invariables , et en des mouvemens particu- 
lier* où ces distances varient convenablement. 
reppéllMn^* , #9, le* eeetelfaenan* de m , 
y , , qtii proviennent du mouvement eomBOn ^ et 
d^^^dj/^dfS , ceux qui résultent dn nomanant 
relatif de m , de sorte qu'on ait 

dx=ids-i-d,x, d^=tey+d^, dMz=i»^d^. 



Pour ce point m , j'appellemi an«i «1*, laa 
(rois composantes de la vitesse commune qu^on 
regardera comme des fonctions dooaéet de tf,«, 
y,a,etqnl8an»C 

*9 

di dt dt 

cellea de ta vitcne raletive^Mimlt aa*i~, 

d>» 

— : on mra 
dt 

dx dtj dy di d,s 

dt di di dt dt dt 

pour les composantes de sa vtteMedbielne j eten 

différentient , il en résultera 

d* s _ dd x 

dt* rf# + ' 



dt* 



dt 



if) 



d*B dm' dd,M 

dt» di "•"Tr* 



pour les forces accélératrtccs de ce point m, sui- 
vant le* eaecde* eewdono<e*| lesdifftfrentiallaa 
relatives à < qui sont indiquée* ^ dtint prise* par 
rapport à cette variable et aus eoordennéa* «I a, 
regardées comme des fonctions de t. 

Si ce peint ai estesireintk ae naauvoir «nr une 
surface qui peut être fixe ou mobile , mai* dent In 
forme est invariable, il devra demeurer eonstam- 
nent *ur cette surface, en vertu de sa vitesse ab- 
solue , et Peu penrra an**i mppaser qn^l r teste- 
rait constammf»n<, en vrrf ii du mouvementcommun 
du sjstème. £n représentant par L=0 , Téquation 
de la snrftee^ L sera une fenotion donnée des coor- 
données de ai, rappertées k des esesuiebileaqut 

p.irlicipent au mouvement commun, et cette quan- 
tité pourra être changée en uue fonction du temps 
et de* eeerdoonées de » rapportées à des aies 
lises , c'est-à-dire, en une fonction de f , ar, y , a. 
LVqnation L=0 devra subsister, lorsqu'on y 
remplacera ces quatre variables , soit par I -)- A, 
• + y+^> * + dan* le osouvement 
absolu de m, soitpBrl-|- A, m-^df», y-f #y, 
- + d*5, dans le mouvement commun du système* 
£n négligeant les infiniment petits dn seoond 
ordre, en aura deno simnltanénent 

dl dl 

+ iim^d^) 
dl dx 

+ ^{éjf + rfjr) + î (rfa + d.s} ^ 0, 

dy di 

dl dL dL dL 

1 tfx-f-— <fy-f. — d's»0, 

dt dx dM 

66 
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A A A 

<fs <2y as 

Cela posé, nous allons cliercber la gomme des 
forces tite* due* aux Titesses relative* de to» !«• 
points da tjMmÊff «tlaoonpanr à U tomme des 

forces viTesquircsultent de leurs vitesses absolues. 

601. Reprenona, pour cela, la formule géucriiie 
da n« £32, de laquelle on ■ déduit Péqmtiou (a) 
du a» 681 , «tformims successivement les termes 
dttcette fornMilc , rplatifs aux différentes sortes de 
forces qui peuvent agir sur le sjstime que Ton 
considère. 

Mignom d^aboid par P une des forces esté- 

rieures et données ; i}) étant la projection du dé- 
placement de son point d'application, sur sa direc- 
tion , et en regardant «ette projedion emniie UM 
quantité positive ou négative, selon qu'elle tombe 
8Tir la direction mcmc de P on sur son prolonge- 
ment, on oura , comme dans le n" 688, 

ponr h partie de la fwiiMile cilée, qui résulte 

de cette force P. 

l raelien matnene de deux peinte dn 

Lies masses sont met m'; appelons rla 

dittance mm\ rlr.nt II est une certaine fonction ; 

«, f , s, #*, étant le» coordonnées de m et m', 

on aura 

r» = (* — m'y + (y - y')' + (« - «'V ; 

etsiir exprime la variation de r qui resuite de 
leurs aecHHMttnene iy,lM,ls', V. '«'lO» 



+ ^ - »0 - «y ) + (* - *0 (*i - «O- 

letMopeiinlee deltHotoe E eppliqode ta peint 
«,emk 



mX = ± 
mf=± 



-» 



r 



d*en FeneendnC 

pour ta partie de la formule générale , provenant 
de la forcf? R ; If si.'np supérieur ou Ip ^ir^n^ infé- 
rieur ayant lieu, selon que cette force est répulsive 
enattraetÎTe. 

Si le pointu eil astreint à demeurer sur la sur- 
face r!nnt on n représenté réquntion pnr L— 0. 
dans le numéro précédent, et que l'on appelle • 
PdMnentdecetteaorfaee auquel le peint «répend 
■Q beat dn temps Y, il aiO k idriêtance qu'il en 
éprouve, cette force sera normale à la position 
actuelle de « ; on aura donc pour ses composautes 

dl dL dl 

ea=»inr— , fliTaB«uT<— , «z=«inr— , 

dbr % 4b 

lidaanf, pourabvéfcr, 



it«ironfrtte«Mi 



(dl dl dl . 

— 1« 4- » % + — «s ) s Ihi 
ds i9 dB / 



et oeilesde U même force appliquée au point m', 



^^^^^^^^^^^^^ • 



il en réïuUi ra «(Ulii,poar le terme de U foramk 
générale qui protient de in idsiiiBnee «U. Le fcfr- 
teur U exprimera cette résistance rapportée à IV 

nttiï de sinfnrr ; sprn lu projcrtinn du déplar*- 
ment de m sur la uormale à l'élément t j elle aura 
un signe ambigu , k eauw dn ladieal V, etfen 
regardera tu comme une quantité positive ou dc- 
p'ativf , sflon que la projection du déplacement de 
m tombera sur la direction même de U résistance 
•U , on snr len prolongement. 

Outre la résistance normale de U torfiMe sur la- 
quelle le point m est assujetti à se mouvoir, il éproe- 
vera encore une résistance tangentielle provenant 
du frottement eentra eette mrfiiee j ei ai l'on déi- 
gne cette force par «F, et par S» la projection dn 
déplacement du point matériel n sur tr;»jectoire, 
il eo résultera •¥ l'a, pour le terme cotrespaadaotde 
la fatmnle dn n* fiSt. 
Vwftê» cela, eellefnnralnponm »*é 

la somme S du premier membre répondant à IsM 
les pointe dn lyetènie, et lee aenniee 3 dn seeari 
membre s'éteodaot,la première aux points qui s«nt 
soumis à des forces motrices rxtérieures, la second 
aux actions mutuelles de tous les points dusfrfémi 
pris dens à dens^ 1* troiiième eCUqnatrième à Um 
let éténene de* enrfaeee rérietanlei et froltanli*- 
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Cela poti, fl roblig»U«a d*am pwlie det po'wte 4a 

STsfèmp. dp demeiirpr sur res surfuces, est lu seule 
condition qui rettreigae iea mouvement da sjiiéaie 
tnliari on pourra maintenant considérer tout ces 
poiato oouiae «ntiiraiiMiit libras, et lUve telle hy- 
pothésr f|ii'nn voudra sur les variations Ixy tjfyiMf 
des coordtiouéoa d'un point quelconque. 
6119. Je fluppoeerai «Taberd qa*on prenne 

de sorte que tcdéplarementdnpoint qanlconquo» 
soit celui qui a lieu cfTectÎTement perHant Tinitant 
di. On eura, en même temps, tr=idr ; et i on rem'- 
pleoert ip, Ih, Jlv, par Ai, dk, qui représentait 
les projection? r^ii déplacement réel du point m sur 
les directions des forces P, «U, «F. En appelant f , 
1* vileaie d*an point quelconque m, et observaut 



d* y 



d» m 



I 

: — d.e» , 
« 



l'équation {h) deviendre 
Ko ietégnnt, on awa done 



f 

=/2P^ ±yiRir +/3:«UA» -fimfd», i 



(0 



A étant la valeur initiale de et les iotégnlM 
nençant à l'origine du niouvpmr>nt 

Le termeySPt^p comprendra la partie du travail 
noleiir^i Hpoad mi poide dn efitAmo; etei Von 
3ppp!!c TT ce poids, et J ta liauteur verticale dont le 
centre de gravité sera tombé pendant le tempe 4^ 
cette partie sera égale à n^, 

lenqQ* 1m diateneee de» pointe do aytlAme qm 
Ton considère demrnrrrnnt invariables pendant le 
MOttveaent, on aura <2r=:0, et le terme /XRdr 
diaparaltiade réqnation {*). S'il s'agit d'un Ruide, 
«a terne compreadm Iea attractions on répnlaiens 
mutuelle s ili ^es points, qui s'étendent à dr rj^rtdri 
distanccf j il comprendra aussi les actions mutuelles 
4|D*oa appelle proprement fore§» moUewta^êi 
(bo 089), qui ne s'étendent qu'à des distances in- 
sensibles, et qui produisent les pr rasions intf-rieurcs, 
auxquelles on n'a point eu égard > n inrinant l'équa- 
tion (s"). La falenr de cette Inté^i uk J 2R(ir dépen- 
dra do changement de forme et deaoondenaations 
ou dilfitntions du fluidf pundjnt «•on inniiT«'mcnt j 
et pour les très petites variations do densité qui ont 
liev dena te liqoide, elle pourra Tarier dana de trte 
grands rapports, à raison des forces moléculaires 
ou des pressions intérieures qui en résultent (n '577\ 

Les sommes 2«U<^u et ILu^dê comprises sous les 
deiis deralérea intégralea, sont ellea^mémea dea b- 
tégrales doubles éteodneaà tons lea élémons «* des 
aurfaoea réaistantaa et frottantes, di la partie do 



aysltea qui flretie eentee «M de 4 

corps solide, la force «F géra indépendante de la vi- 
tesse de ce corps, et proportionnelle, pour chaque 
élément «, k la pression correspondante, laquelle 
est égale et contraire k la réslatanoe «U. Si cette 
pnrhf? frottante du système cst un lluidr, fnroe 
wF dépendra de sa vitesse relative, et sera indépen- 
dante de la pression ( n« 457 ). Lorsque la snrihm 
dont L = 0 est l'dqnatiDit, sera iamobile, la projee- 
tinn dti deplnormeut dc anvr ta normale ù cette 
surface sera nulle, putaqne le point m est assujettik 
demeurer sur cette auftioe} en aara done dhiasOj 
ce qui fera disparattretUntégrale /2«VdH{ etairon 
fait, de plus, abstraction du frottement, réqna- 
tion (f) se réduira à l'équation ordinaire des forces 
Tivea. 



de manière que les déplacemens des points du sys- 
tème que suppose l'équation (k), soient leurs déplei» 
eemens reiatifii.lMligneiia perdit 4^ i^,lMpee> 

jrrtion; (irs (îcpiacrmcns relatifs des points où sont 
appliquées les forces P, U, F, sur leurs directions. 
Les «aleota de J^, ht, d$^ qui répondent à oelles de 
X«, Xy, Xs, qne noua employons, seront djp, d,«, d,s. 
De plus, les autres parties cTx, tfij, <f des (HfTé- 
rciitiellcs totales (£r, dy, ds, n'tuQiUQt pas, par hy- 
pothèse, sur les dntenuee mntDelles des points do 
système, tr se changera dans la dilTérentielle dTr, 
comme dans le numéro précédent. L'équation {k} 
deviendra donc 



/d» M ^ d^y. d* » \ ) 

\dO ' ^ dt* ^ ^ dl' ■ / > 

= SPd^ ±i^dr + XpUdfl — Xtttdji, ) 



Si Ton appelle v, la vitcase rctalive do point «r, 

d,x d,y d,» 
«lotit les composantes sont — , — , — , on aura 

et.eadiSérenttBol, 



En f ntu des éqoationa {f)^ on aora doue 



d^ s . . d* y . _ d* » 



df 



dl> 



d.» 



I dêf dn* dmf 

=î_d.,,. + -d,» d^ H- - d,M. 

Z d1 dt dt 

D ailleors, si l'oo met d,n, dans l'espres- 
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siOD de tu du n» 091 , pou RVttb^ MUtt de d,u , on 



qaiiitiKpoUe, en vertu de rétiuatiun (y)- Au moyen 



d0 CM vttoaiti rtfquttimi (A) prandra !• fo 

et, en intégrant, il en rt^sultera 



in 



*, éUot la T«leur initiale de , «t let ûHégrtlM 
QOOiflMoçtal à Torigine du mouvemeat. 

694. Celte cqnntion (/) fera connaStre l'accrois- 
icment, pendant le temps <, de le demi-wmœe des 
forces vives, dmt ai» i^itcttM rebtivei d« tons Iw 
pdntodtttyitènie. 

En faisant directomfnt dans 1s formule générale 
duAofiSS, l'bypoUièse quiUousacouauiU à l'équai* 



tfam (0, o*Mt4^dife, en y ndtait m 
lieu de JDr, ig, Is, m aw» 



OU bi«i} d^epès ce qui précède. 



à, «r/ 



4,» + 



It tomme Z da laooad membre s'étendaot à toutes 
1m forces provomat dm téibtoDcet notaalca dct 
Wfftoea 6sM ev aolNlfes , que les valeurs prises 

pour hr, hj. 1^1, ont la propriété défaire disparaître. 
Or, si l'on appelle H la force dont le* trois compo- 



-C'-^)' 

et <J,fc la projection du iléplocement relntif de son 
point d'application sur sa direction , on aura 

• (x--)i.x+l(Y--).^ 

^m{z--^y,%=^±VidS 

selon que cette projection d^ tombera sur le direc- 
tion nèBM da laferoe H, ou sur son prolongameot. 

Donc en coBservnut H et dh dans le premier ras, 
et employant \àtlid^i dans le second , on en con- 
clura 

i. 2ai0,> - 7 =/£fld|* -/ SW/ i 



de's 



dw\ 



la somme SDd^J^ s'étendaaik i 
vantaa du iffline , «t la BoaaBM SLd/è tentai hi 

forces résistantes. 

Cette dernière équatîoo a*est autre chose que 
quation {l) présentée ioviinw forme dîfffrenle. la 
la comparant à Téquaiioii (d), on voit que le pria* 
cipe «les forcrs rives a encore lieu à l'égard des vi- 
tesses relatives des poiuts du système, telles qu'ella 
ont ét< définies d«M le b»6M, pourra que l*on ie»> 
place les forces données P et Q, par d'autres forces 
H et I. rjni d*^;>pndent des premières et du aaoïm* 
men t comntuo du système. 

Ce Aéorèmeestdûà CerioUs. Il peut être e» 
ployé utilement dans beaucoup de questions étran- 
gères à cr îrnité de Mécanique rationnelle, et pour 
lesquelles nous renverrons au mémoire de l'auteor 
sur \9principe du fofwt elset dkw* 1rs ass w p w w r 
nlatift d»i machine* *, 

695. Le terme /SRtir, qui provient des force* 
moléculaires, est le même dans les deux équatiooi 
(<) et (I) ; le plus sowteni, le terme «pH répond eai 
frottemens est aussi le même duns le mouvement 
absolu et dans le mouvement relatif du système, et 
ne chauj^e pas, par conséquent , en passant 
équtioa à l'autre ; alors, en retranohant le i 
de ces équations de la première, on aura 

Ali do' dnr* V l (m) 

Si les forces Pseréduisent aux poids des diiTéren- i tre de gravité pendant le temps <, dans le mours- 
tes parties du sjstème \ que l'on appelle H le poids 1 

toléli et fUhaulevrfectioale que décrit son een. I •/««Mi*i'A<i«M|i«Wt<»*»os>u«' 
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ment comaMn à tons Mt p»iatf, U «tt tisé dtwir 

4|Mr«naura aussi 

De pîus, s'il nV a qu'une seule surface résistante, 
et que ce soit, par exemple, un plan qui se meut 
pmlUlinient à lui-même, on pourra prendre, pour 
h noaTemeDl commun du sfiléaw, la moaveflMnt 
donnéde ce plan, car il satisfait aux deux conditious 
du n*'e90 : il ne changerii pas les distances mutuei- 
Iflt dfts points dn système, et il n^empichera pas les 
pOMts qoi sont en miu t avec ce plan moÛle, de 
demeurer à sa surface. D'ailleurs, il est évident que 
ee mouvement étant perpendiculaire au plan mo- 
bile, il n'iof nsn enennenumt snr les Titesset rds<- 
tives des points qui glissent sur ce plan, non plus 
que sur les trajçrtoirp'i qu'ils v Hrrrivent; d'où il 
résulte que le travail résisUut dû au frottement 
«onire oe p1«n,s«ta lonéoMdeiM lenonreaiNt 
absolu et dans le mouveaieiitMlatîf,ooaflie lesap* 
pose l'équation {m). 

Pour simplifier encore cette équation, je suppose 
qM le mouTessent dn plan fésbtant seit miforme ; 
en sorte que tous SCS points décrivent d» perpen- 
diculaires & sa position initiale, aveo une Titesse 

La vitesse 9, est la résultante de r et delà vitesse 
a prise en sens contraire de sa direction j si donc, 
m représente par é, l'angle que Ait U direction de 
k vitesse » «Teo erile de oaenn 

V ~** *^ cos s ^ •> j 

«I si ren déiigiM parole HUm inifiele di» «, on 
tnndamime 

V-ss As — ta& oM A -1- «s I 

d*o&llidsnlto 

ïm( *« —*,») = a Xmh cos l—L^ 
I. Soi ( e> — V ) = • saur oos <~ ^ «• 3M ; 
«a qui cbanga rdqaation (n) en eella^, 
3sa oos * — Soie cos i -|- IIi cos • = fi^t , (o) 

sprés qu'on a supprimé le laetenr a eannina i tous 
•es termes. 

les sommes twdi cea^et Saio cos • expriment, 

ou commcnrcment et h la fin du temps /, les quan- 
tités de mouvement de tous les point? du système, 
dans le sens perpendiculaire au plan doaué ; le pro- 
duit ni oos « est la quantité de mouvement pro- 
duite suivant la même direction par le poids IT du 
système, pendant la durée du temps t ; et l'intégrale 
Jl^dt Bit la quantité de mouvement détruite pendant 
ce temps par la tésistence du plan donné. Or, il est 

évident que cette dernière ({uantité doit ètrC égale 
^ l'excès de la première somme sur la secofid^ aug» 



OMBmune, qui sera rendue, par un moyen queldoi^ 
que, invariable et indépendante de l'action du sys- 
tème sur ce plan. Ses composantes u^, «p*, seront 
oonstanteai et l*oa aura 

y^».(~ d>.+ _ rf^ + - d,A = 0. 

^dt dt dt ^ 

En désignant cette vitesse par a, et par • l'angle 
que sa direction fait aveo celle de la pesanteur, on 
aura aussi. 

f z= «f .eoa «• 

Soit , en outre, Q la pression exercée au bout du 
temps <, sur la surface entière du plan douné, et 
dans le sens de la vitesse a. Le travail résistant qui 
r^iond à-cetto force prise en sens eentrairft de ta 
direction, c'est-à-dire^ à la résistance du plau,aeia 
— ffïadt^ pendant la durf'e du ti»mps f, en suppo- 
sant que 1 intégrale s'évauoui6&e avec cette varia-- 
ble. Bn ftisant passer l« fitclanr «eu deiMm du 
signe/i nous aurons doue ■ 

pour la valeur du damier terme daréquatton (m>, . 
Uqttell»devi«Bdfa 

— ) -J- IIû* cos • = ajïlit. («> 

menté de la quantité III cos •} en sorte que l'équa-- 

tion prétrédente , qui exprime cette éç^alité peut 
être regardée comme une vérification de notre ana- 
lyse. 

696. Lorsque la vitesse k de chaque point du sys- 
tème se changera brusquement dons la vitesse r, 
l'action du système sur le plan donné sera une per- 
cossion ; pendant sa durée très courte , on pourve 
„(<rrii„(,r !'( ffet 17/ cos i dp In pesanteur; et la quan- 
tité de mouvement détruite par le plan sera l'excès 
de XfliAcos t sur Sam ooc s. 

Si le système est un corps solide situé au-demna 
du plin, et qui demeure juxta-posé à sa surface 
après le choc, la composante v cos t de la vitesse v 
sera le même, i cet instant, pour tous le* points du 
corps , et égale i la constante n; en dilBbentiant 
l'équation (•) par rapport à «, on aura donc 

n cos • = Q ; 

tt, en effet, la vitesse du plun étant invariable, par 
hypothèse, il faut que sa résistance détruise inces- 
samment lea accélérations de la gravité, qui au- 
raient lien perpendiculairement à sa surbce; il 

faut donc que celte force «voit é^'ale et cotitr;iir« à 
la composante du poids H suivant cette direction, 
et que la pression Q soit égale è eette Composante. 

On peut remurqucr que, |ii ind 1 angle « est ob- 
tus, !;< v; li ur ] rttcédenle de Q u iesi^^ne •— . Hais on 
a supposé plus haut que lu pression exercée sur ce 
plun était dirigée dans le aene de b vitesse a; et, 
si le contraire avait lieu il faudrait oliangcr le signe 
de Q dans toutes les éqMation» précédentes. Or, la 
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de la Tîteste a, lorsque l'angle * eit obtus; la valeur 
de Q fst Honc alors — Il co» a, ou, aatrcOMiit àiif 
celte Taicur ett toujoura II cos«, 
do ligne. 

697. LV'quation (o) éTÏdentc en elle-mcme , peut 
serrir i dëtenniaer la presiiou d'uoc veine fluide 
en inouvemeot sur un plan AB(6g. 142), •ttimtfds 
la vil0W0« perpendicnlain à ce plan, «tdottt la di- 
rection fait, avec celle de la pesanteur, un anrle a 

Pour fixer les tdëef, supposons <{ue le liquide 
•mtB d*oa vate par on oriBee heriwtttal, et qu'il 
fatiM, ra-deMous da la oonlvaetios da la Taina 

(n^677), un rrlitidro Tcrti'-al dont tous Ips points 
ont une vitesse commune et verticale, que nous 
déaigncrons par y. SuppoiOM aos^ qoa la nivaao 
da liquida wmt entretenu & une hauteur constante 
dnn^ lr> T.i^c ; ce rendra la vitaiia y indépeo^ 
donte du temps. 

JiiM|a*k me laotien horitootala CD, faite I nne 
petite distance au-dessus du plan AB, la veine con- 
servera sa forme cylindrique et sa vitessf 7 , eile 
s'étendra ensuite sur ce plan, et finira par ic dé- 
befdar. An bont d*nn certain tempe, le flmde par- 
viendra il un état pemaftant dans lequel la vitesse 
de chaque molécule ne d<'pcnilru ^i!us que du lieu 
qu'elle occupe, et où la pression eu uu point quel- 
cenqne dn plan AU lera aniii ind^endante du 
tempe. C'est dans cet état qu'il s'agira de détermi- 
ner 1(1 {iression totale Q, exercée inr la.aiirfaoa en- 

Ucto du plan. 

La partie de cette pieiiion due an poidi du li- 
quide, sera la composante de ce poids, perpendicu- 
laire au plan AB, défalcation faite de la partie de 
ce même poids, qui est soutenue pue les parois du 
vase d'où le liquide i*éeeule. Comme il sera tott> 
jonra facile d'y avoir éi^ard, dans choque cas parti- 
culier, nous en ferons abstraction, et nous ferons, 
en conséquence, H = 0, dans l'équation (0). Il est 
évident, qn*en pourra anmif dane lei aommes 
2milc cos t cl Imv cos 1, ne pas tenir compte des 
molécules du liquidesituées au-dessus de CD , puis- 
qu'elles conservent toujours la même vitesse, ce 
qui feit iKipanltie la différence de eea deux som- 
mes. Enfin si le diamètre de la veine fluide est très 
petit , répaisseur de la couche liquide sera aussi 
Uès petite, à une petite distanoe auleur de Vaie de 
la veine. A cette distance, lei viteisaa relatives di;s 
points de In couche seront sensiblement parallèles 
uu plan A,B, dans toute Tépaisseur de ta couche, ou, 
ce qui est la même obose, leur* composantes per- 
peodiculairai & ce plan seront égales à o. De plus, 
cette partie rhi flui le comprise entre \B et CD sera 
beaucoup plus considérable que la partie voisine 
de Teie de la veine, il la nrfacc du plan AB ait 
trèi grande par rapport à la lactîon CD ; 00 pourra 
douu alors prendre a, sans erreur sensible, )K>ur In 
cumposnnte v cos 1 de la vitesse v de chaque point 
du fluide contenu entre AB et CD. 
Cela posé, soit OV une entre lectian delà veine 



B,faite au-dessus de CD, et telle que le volomp 
compris entre CD et CD* soit équivalent au volume 
de fluide compris entre AB et CD. Appelona f le 
tempa que le premier volume du liquide emploie ft 
traverser la section CD et à sn rhnn-pr dans le se- 
cond volume. Supposons que les sommes 2»* COS* 
et iittP co» I, de l'équation (0), élenduei k teu* 1m 
pouta dn leoend volume , ie rapportent an eem* 

meneement et à la On Hn temps 5 An coTim^'nce- 
raenl, tous ces points étaient situes au-dessus do 
CD, et avaient, conséquemment, une viteaM>|fei« 
lant un angle • evee bi vitmae «{ peur un poial 
qualeenque m, un a dene 

A = y, * = A COI # as > oea 

un vient de le 



A la fin du tempa 6, on a, 
dira,. 

• COI I = «f 



peut us point quelconque m du liquide contenu 
entre AB et CD. Si donc ov^peUe#slamewede ce 

liquide, il en résultera 

Ttmh COI 1» Sara cae t = |t{> cea « a). 

D'ailleuri, le preaaien Q éUnt constante, l'inté- 

grtile/O^tc-t ri^jîc au produit Ql, pour !a du- 
rée du temps » i d'après l'intégrale (0), nous aurous 
donc 

fA {y cos • — o) =S 

Soit » le nombre de fois que le temps • est con- 
tenu dans un temps t quelconque j i»/» sera la mina 
du liquide qui tnvenerala aeotloo CO pandani la 
temps t. Mais cette masse sera aussi fe><, en ipve- 
lant f la densité du liquide, c Taire de la mcUou 
CD, et observant que y est la viteMC eoutente de 
1 écoulement k tnven cette aeetieni on aura, par 
coniéquent, 

si l'on multiplie l'équation précrr^cntp j am, qne 
l'on y substitue cette valeur de»^, et qu'on sup- 
prime ensuite le facteiu' 1, eonmnn k Ion leatcr- 
lam, on a finalement 

Q = fC), (> COI « — 0} , 

pour la valeur de la preision qu'on se propoaaitde 

déterminer. 

On devra le rappeler que oatte formule auppeaa 

l'anglcAsigu; quand il sera obtus, il faudra, comme 
on l'.i dit (dus haut, changer le signe de Q j en sorte 

que Ton aura alors 

Q — fCy {y cos • + a). 

Ces deui expressions de Q supposent aussi que 
le plan AB est entièrement recouvert par la veine 
tluide épanouie sur su surface; ce qui exige que* 
ne aoit paa un angle dralt, et, qu'en général, il a*é* 
carte MMiblement de M*. Quand le 1 
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plan est vertical, on a «= 0, ou « = 180", et, cod- 



le signe sopcnettr ajantlieu lorsque io plau «emeui 
dantlt MB! dsla f&ÊtalmUf tt It sifoe inférieur 
4aiHilflewe«MniN*8i r«i»«s50, fllqnc^r Mit 



la viteMe due à la hauteur fc, et g la gravite, ou 

en sorte que la presaion Q sera,(laos ce cas, le poids 
d'ane portion de la vaine «jlindrique égala la«- 



FIN. 



£BBAIA« 



Pap 48 f coloona | ligne la en lamontant, 

s= 4c ^ 1 — ^ , lises X = ( l ) 



Page 292, formule (3), 3< ligne, 

+ (w/ + Pfi' -) + + Pi' *' 



PÉge 419, foraiiila ft, 
1 



[ ]-^[ ] 




Diyitized by Google 



1^ 



Digitized by Google 




Digitized by Google 



] 




I 



Digitized by Google 




Digitized by Google 



Digitized by Google 




i^idui^cd by Google 



Digitized by Google 



% 




u\^u\^cù by Google 



Digitized by Google 




Digitized by Lioo^k 



Digitized by Google 



Uigiiizeo by LiOO^^lc 



